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ARTI LAMBANG DAN SINGKATAN

: himpunan bilangan bulat

: himpunan bilangan rasional
> himpunan bilangan real

> himpunan bilangan asli

: x elemen himpunan A

: v bukan elemen himpunan B
: A subset sejati dari B

: A subset dari B

: himpunan kosong

- irisan himpunan

: gabungan himpunan

: biimplikasi

: pembuktian syarat perlu

: pembuktian syarat cukup

- isomorfis

: a membagi habis b

: kuantor universal

: kuantor eksistensial

: invers terhadap penjumlahan
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- invers terhadap perkalian

: kernel homomorfisma f

: bayangan dari homomorfisma f

: ring polinomial dengan indeterminate x

: ring deret pangkat dengan indeterminate x
: gabungan ideal-ideal rantai naik

- ideal utama yang dibangun oleh a dalam P
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ABSTRAK

Ring komutatif R dengan elemen satuan dikatakan ring Noether jika setiap
ideal dalam R dibangun secara berhingga. Definisi ring Noether ekuivalen dengan
ring R memenuhi kondisi rantai naik, juga ekuivalen dengan ring R memenubhi
kondisi maksimal. Ring R dikatakan memenuhi kondisi rantai naik jika setiap
rantai naik ideal-idealnya adalah stasioner. Ring R dikatakan memenuhi kondisi
maksimal jika setiap keluarga ideal F dalam R mempunyai elemen maksimal
misal M € F, yaitu untuk setiap I € F maka I € M. Sifat ring Noether antara
lain setiap bayangan homomorfisma dari ring Noether merupakan ring Noether.
Selain itu, ring faktor dari ring Noether merupakan ring Noether.

Misalkan M adalah himpunan keluarga ideal dari R yang tidak dibangun
secara berhingga. Teorema Cohen dalam ring komutatif R dengan elemen satuan
terdiri dari dua pernyataan. Pertama, jika M tidak kosong sedemikian sehingga R
bukan ring Noether maka M memiliki elemen maksimal dan setiap elemen
maksimal tersebut adalah ideal prima dari R. Kedua, ring R adalah ring Noether
jika dan hanya jika setiap ideal prima dari R dibangun secara berhingga.

Ring deret pangkat R[[x] atas R adalah perluasan ring polinomial R[x] atas
R. Ring deret pangkat R[[x] adalah ring Noether jika R adalah ring Noether.
Pernyataan tersebut dikenal sebagai teorema Basis Hilbert. Bukti Teorema Basis
Hilbert ini memanfaatkan peran Teorema Cohen yang kedua. Misalkan P ideal
prima di R[x] dan diberikan P, adalah ideal di ring R. Jika P, ideal yang
dibangun secara berhingga maka P juga dibangun secara berhingga. ldeal prima
dari R[x] yang dibangun secara berhingga mengakibatkan R [x] Noether.

Kata kunci : ring Noether, ring deret pangkat, Teorema Cohen, Teorema Basis
Hilbert.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sebagian orang pada umumnya berasumsi bahwa matematika hanya
berhubungan dengan perhitungan-perhitungan yang berkutat pada bilangan yang
dilakukan berdasarkan rumus atau aturan-aturan tertentu. Asumsi tersebut tidak
sepenuhnya benar. Salah satu cabang matematika yang pembahasannya tidak
berfokus pada perhitungan adalah aljabar. Pembahasan pada aljabar lebih
berfokus pada pengembangan konsep dengan menggunakan penalaran deduktif.
Penalaran deduktif adalah pengembangan konsep dasar untuk memperoleh
prinsip-prinsip yang berupa teorema’.

Aljabar dapat dipilah menjadi beberapa kategori seperti berikut ini: aljabar
dasar, aljabar linear, aljabar abstrak, aljabar universal, dan aljabar komputer. Salah
satu yang telah dipelajari oleh penulis dalam perkuliahan adalah aljabar abstrak.
Bidang subjek yang dipelajari dalam aljabar abstrak adalah struktur aljabar,
seperti grup, ring, lapangan, modul, ruang vektor, dan aljabar lapangan.

Salah satu yang dipelajari dalam aljabar abstrak adalah teori ring. Ring
merupakan suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua operasi biner
yakni penjumlahan dan perkalian dan memenuhi aksioma-aksioma ring. Ring
yang memenuhi sifat komutatif terhadap perkalian dinamakan ring komutatif.

Selain itu, materi teori ring yang telah didapatkan penulis selama menempuh

! Sukirman, Pengantar Aljabar Abstrak, (Malang : penerbit Universitas Negeri Malang, 2005,
Edisi I) hal ii



perkuliahan adalah mengenai konsep ring, tipe ring dan karakteristik ring, elemen
pembagi nol, daerah integral, subring, ideal, ring faktor dan homomorfisma, serta
teorema fundamental homomorfisma ring.

Konsep ring dan ideal adalah teori yang sangat penting dalam penulisan ini.
Sebagaimana yang telah dipelajari penulis, sebarang ring setidaknya mempunyai
dua ideal yaitu ideal {0} dan R. Ideal {0} dinamakan ideal trivial dan ideal R
dinamakan ideal tak sejati. Selain ideal {0} dan R dinamakan ideal sejati. Oleh
karena itu, sebarang ring dapat dibentuk rantai dari ideal-idealnya.

Lebih lanjut, rantai ideal yang terbentuk dari ring akan berkaitan dengan
kondisi rantai idealnya. Kondisi rantai ideal ada dua yaitu kondisi rantai naik dan
kondisi rantai turun. Kondisi rantai naik sangat penting dalam teori ideal, yaitu
suatu ring memenuhi kondisi rantai naik jika rantai idealnya berhingga.

Ring himpunan bilangan bulat Z adalah contoh ring yang sangat menarik.
Ring Z adalah ring komutatif yang idealnya pasti ideal utama, yaitu dibangun oleh
satu elemen. Dengan kata lain, ideal dari Z dapat dibangun secara berhingga.

Lebih lanjut, dari contoh ring Z kemudian dibentuk ring dengan struktur
baru (ring polinomial) atas himpunan bilangan bulat. Ring ini dinotasikan dengan
Z[x]. Meskipun dibentuk dari ring Z yang setiap idealnya pasti ideal utama, ideal
dari ring Z[x] memungkinkan tidak berupa ideal utama.

Jika diberikan contoh, misalkan diambil suatu ideal dalam Z[x] yaitu ideal
J =(1,x%) = {1a + bx?|a, b € Z[x]}. Berdasarkan contoh dapat dilihat bahwa J
adalah ideal yang dibangun oleh elemen 1 dan x?2. Ideal J bukan ideal utama

karena mempunyai dua elemen pembangun. Namun, ring Z[x] sangat menarik



karena idealnya dapat dibangun secara berhingga. Jadi terdapat sifat dari Z yang
tetap dibawa dalam Z[x], yaitu idealnya dibangun secara berhingga.

Berdasarkan dua hal tersebut, penulis tertarik mempelajari struktur ring
yang rantai idealnya memenuhi kondisi rantai urutan naik juga ring yang setiap
idealnya dibangun secara hingga yang selanjutnya dinamakan ring Noether.

Ideal dalam ring dapat berupa ideal maksimal maupun ideal prima. Jika
ideal maksimal maka ideal prima. Oleh karena setiap ideal dalam ring dibangun
secara berhingga, memungkinkan ideal dalam ring berupa ideal prima yang
dibangun secara berhingga.

Ring polinomial atas R dinotasikan dengan R[x] adalah himpunan yang
anggotanya jumlahan berhingga a, + a;x + a;x? + ...a,x™ dengan a; dalam
ring R dan x sebagai inderterminate. Sedangkan ring deret pangkat atas R
dinotasikan R[x] merupakan himpunan semua jumlahan tak berhingga
ap + a;x + a,x?+ .. dengan a; dalam ring R dan x sebagai inderterminate.
Dengan kata lain ring deret pangkat adalah ring polinomial yang meluas jumlahan
anggotanya

Berdasarkan contoh ] = (1,x%) = {la + bx?|a,b € Z[x]}, suatu ring R
yang dibentuk struktur baru (ring polinomial) atas ring tersebut maka ada sifat-
sifat dari ring R yang dibawa ke struktur yang baru. Oleh karena ring deret
pangkat adalah ring polinomial yang meluas jumlahan anggotanya, muncul
pertanyaan apakah suatu ring R yang dibentuk struktur baru (ring deret pangkat)
atas ring tersebut maka ada sifat-sifat dari ring R yang dibawa ke struktur yang

baru? Dan pertanyaan apakah sifat ideal prima dalam ring Noether dapat dibawa



ke ring deret pangkatnya. Karenanya penulisan ini akan membahas lebih dalam
tentang teorema yang menyatakan hubungan antara ring Noether dengan ring
deret pangkatnya. Teorema tersebut dinyatakan dalam teorema Basis Hilbert.
Pembuktian teorema Basis Hilbert akan banyak memanfaatkan peran ideal prima

yang dibangun secara berhingga pada ring deret pangkatnya (Teorema Cohen).

1.2 Batasan Masalah

Pembatasan masalah sangatlah penting untuk membantu penulis lebih fokus
dan terarah sesuai dengan tema penulisan. Berdasarkan latar belakang maka
penulisan ini difokuskan pada pembuktian teorema yang berkaitan dengan
hubungan ring Noether dengan ring deret pangkatnya yang dinyatakan dalam
teorema Basis Hilbert pada ring deret pangkat dengan memanfaatkan ideal prima

yang dibangun secara berhingga pada ring deret pangkatnya (Teorema Cohen).

1.3 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di
atas, maka dirumuskan permasalahan sebagai berikut:

1.  Bagaimana bayangan homomorfisma ring Noether?

2. Bagaimana ring Noether terhadap ring faktornya?

3. Bagaimana konsep tentang ring deret pangkat?

4.  Bagaimana peran Teorema Cohen dalam Teorema Basis Hilbert pada

ring deret pangkat?



1.4 Tujuan Penulisan

Tujuan dari penulisan ini adalah:

1.  Mengkaji tentang bayangan homomorfisma ring Noether.

2. Mengkaji hubungan ring Noether dengan ring faktonya.

3. Mengkaji tentang konsep ring deret pangkat.

4.  Mengkaji peran Teorema Cohen dalam teorema Basis Hilbert pada
deret pangkat.

1.5 Manfaat Penulisan

Hasil penulisan ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain

sebagai berikut:
1.  Mengetahui konsep ring Noether terutama pada sifat bayangan
homomorfisma dan juga hubungan ring Noether dengan ring
faktornya.
2. Mengetahui konsep ring deret pangkat.
3. Mengetahui Teorema Cohen dan perannya terhadap teorema Basis
Hilbert.
4.  Mengetahui konsep teorema Basis Hilbert pada ring deret pangkat.
1.6 Tinjauan Pustaka

Konsep ring Noether telah dikaji secara mendalam oleh Joseph J. Rotman
(2002). Pertama, Rotman (2002) menjelaskan tentang konsep ring R dan
kemudian muncul konsep ring R adalah ring komutatif dengan elemen satuan.
Selanjutnya Rotman (2002) menjelaskan tentang kondisi rantai naik dari idealnya

dan kemudian muncul definisi ring Noether. Rotman (2002) di dalam bukunya



mendefinisikan ring Noether adalah ring yang setiap idealnya dibangun secara
berhingga. Selain itu, Rotman (2002) juga mendefinisikan tentang ring R yang
memenuhi kondisi maksimal yaitu apabila setiap keluarga ideal ring R
mempunyai elemen maksimal.

Pada tahun 1994 Kartheinz Spindler menjelaskan tentang Kkriteria
ekuivalensi suatu ring Noether. Selanjutnya, Spindler (1994) juga menjelaskan
tentang adanya suatu ideal di R yang dibangun secara berhingga yang kemudian
mengakibatkan ideal prima dalam ring deret pangkatnya juga dibangun secara
berhingga.

Spindler (1994) juga menjelaskan satu teorema penting yaitu Teorema
Cohen. Selain itu, Spindler (1994) juga secara mendalam mengkaji hubungan
ring Noether dengan ring deret pangkatnya yang selanjutnya dinamakan teorema
Basi Hilbert. Spindler (1994) memberikan dua metode pembuktian untuk teorema
Basis Hilbert. Pertama, dengan mengasumsikan deret pangkatnya bukan ring
Noether. Kedua, dengan memanfaatkan peran Teorema Cohen.

Estri Yunita Sari (2013), pada skripsinya membahas hubungan ring Noether
dengan ring polinomialnya, yang selanjutnya dinamakan teorema Basis Hilbert.
Skripsi tersebut memberikan inspirasi pada penulis bahwa sifat ring Noether juga
masih tetap dibawa atau diawetkan dalam ring deret pangkatnya. Perbedaan
antara skripsi tersebut dengan penulisan ini adalah penulisan ini
menspesialisasikan pada teorema Basis Hilbert pada ring deret pangkat dengan

memanfaatkan peran Teorema Cohen. Selain itu, sifat ring Noether dengan ring



faktor yang dalam penulisan ini dibuktikan dengan memanfaatkan sifat bayangan
dan invers bayangan (prapeta) ring homomorfisma.

Selain itu, Dominicus Ponco Wibowo (2001), pada skripsinya turut andil
memberikan inspirasi yang didapat penulis. Skripsi tersebut membahas sifat-sifat
ring Noether dan ring Artin. Wibowo dalam skripsinya juga membahas hubungan
ring polinomial dengan ring Noethernya, namun ring Noether yang dibahas belum

tentu komutatif.



BAB V

PENUTUP

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan hasil studi literatur yang telah penulis lakukan mengenai ring

Noether, ring deret pangkat, Teorema Cohen dan Teorema Basis Hilbert pada ring

deret pangkat, maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut :

1.

Ring Noether adalah ring yang setiap idealnya dibangun secara
berhingga.

Kriteria ekuivalen ring Noether:

e R memenuhi kondisi rantai naik

e Setiap ideal di R dibangun secara hingga

e R memenuhi kondisi maksimal

Setiap bayangan homomorfisma ring Noether adalah ring Noether.
Misalkan R Noether. Jika I ideal ring Noether maka ring faktor R/I

adalah ring Noether.

Ring deret pangkat adalah suatu himpunan yang anggotanya jumlahan
tak berhingga ay, + a;x + a,x?+ .. dengan a; dalam ring R, x
sebagai inderterminate.

Teorema Cohen:

Misalkan R ring komutatif dengan elemen satuan dan misalkan M

adalah himpunan keluarga ideal R yang tidak dibangun secara hingga.

89
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e Misalkan M tidak kosong sedemikian sehingga R bukan ring
Noether. Maka M memiliki elemen maksimal, dan setiap elemen

maksimal tersebut adalah ideal prima dari R.

e R adalah ring Noether jika dan hanya jika setiap ideal prima dari R
dibangun secara hingga.
7. Teorema Basis Hilbert pada ring deret pangkat menyatakan bahwa sifat
ring Noether R tetap dibawa pada ring deret pangkat R[x].
5.2. Saran-saran
Berdasarkan pada proses penulisan, dapat disampaikan beberapa saran

berikut:

1. Penulisan ini hanya dibatasi pada pembahasan mengenai sifat-sifat ring
Noether, ring deret pangkat, Teorema Cohen dan Teorema Basis
Hilbert pada ring deret pangkat, diharapkan ada penulisan lebih lanjut
untuk mengaplikasikan sifat-sifat ring Noether, ring deret pangkat,
Teorema Cohen dan Teorema Basis Hilbert yang telah ada.

2. Penulisan ini difokuskan terhadap peranan Teorema Cohen dalam
Teorema Basis Hilbert pada ring deret pangkat, sehingga dimungkinkan
dilakukan kajian lebih mendalam peran-peran Teorema Cohen lainnya.

Demikian saran-saran yang dapat disampaikan penulis. Semoga penulisan

ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca.
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