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MEDAN ELEKTROMAGNETIK RELATIVISTIK BINTANG NEUTRON
STASIONER

Moh. Alifaki
07620008

Intisari

Telah dirumuskan persamaan medan elektromagnetik relativistik untuk
bintang neutron stasioner dengan batasan konduktivitas di dalam bintang berhingga
dan seragam serta medan magnet yang dikaji hanya medan magnet internal bintang.
Hasilnya adalah tiga komponen persamaan medan elektromagnetik relativistik
bintang neutron stasioner, yaitu komponen radial, komponen polar dan komponen
toroidal.

Kata-kata kunci: Bintang neutron, medan elektromagnetik relativistik.
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RELATIVISTIC ELECTROMAGNETIC FIELD OF THE STATIONARY
NEUTRON STAR

Moh. Alifaki
07620008

Abstract

Equation of relativistic electromagnetic field toward stationary neutron star
has been formulated with constraint conductivity within finite and uniform star’s
interior and the studied magnetic field is only internal magnetic field of the star. The
result which is identified for component equation of relativistic electromagnetic field
in stationary neutron star has revealed three findings: redial component, polar
component and toroidal component.

Keywords: Neutron star, relativistic electromagnetic field.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Bintang neutron merupakan kelompok bintang kompak di alam semesta.
Kekompakan bintang neutron tersebut bisa dilihat dari besar massa dan rapat
massanya. Jika dibandingkan dengan Matahari, masa bintang neutron adalah M ~ 1-2
Mo (Mo = 2 x 10® kg) dengan radius hanya R = 10-14 km. Adapun rapat massanya
tidaklah seragam. Di luar intinya, kerapatan bintang neutron tiga kali lebih rapat
dibanding inti atom (po = 2.8 x 10%* g cm™®), yaitu p ~ 10™ g cm=. Sedangkan rapat inti
bintang neutron besarnya lebih dari po (Potekhin, 2011).

Oleh karena kekompakan bintang neutron itulah maka, untuk mengkajinya
secara realistis, TRU (Teori Relativitas Umum) harus digunakan. Kekompakan sebuah
objek relativistik ditentukan oleh parameter xq = ry/R, dengan ry = 2GM/c? = 2.95
M/M e disebut radius Schwarzschild (Potekhin, 2011). Misalnya untuk bintang neutron
kanonik yang punya M = 1.4 M dan R = 12 km, maka rq = 4.13 km dan xg = 0.34.
Hasil ini sesuai dengan kenyataan bahwa parameter kekompakan bintang secara umum
Xg < 1. Artinya, jika X¢ = 1 adalah adalah 100%, maka nilai parameter 0.34
menunjukkan bintang neutron kanonik punya efek relativistik 10%.

Sementara itu, bintang neutron dikenal memiliki medan magnetik yang paling
kuat di alam semesta (Potekhin, 2011). Besar medan magnet di permukaannya sekitar
B~108% — 103G, sedangkan di bagian dalamnya mencapai B~10'°G (Bhattacharya,
2002). Umur medan magnet bintang neutron + 15 x 10° tahun, lebih lama
dibanding umur alam semesta + 13 x 10° tahun (Potekhin, 2011). Namun anomali
tersebut segera dapat teratasi, karena medan magnet bintang neutron menyusut secara
dramatis, yaitu dari B~10'2 G menjadi B~108 G dalam skala waktu 5 x 10° tahun
(Zhang, 1997). Diduga bahwa penyusutan medan magnet ini disebabkan oleh tiga hal,

yaitu ekspulsi spindown-induksi fluks, evolusi ohmik pada kerak dan peristiwa akresi



atau “memakannya” bintang neutron terhadap materi-materi di sekitar permukaannya
atau terhadap bintang kawanannya untuk bintang neutron sistem ganda (Bhattacharya,
2002).

Secara logis, memang tidak mungkin elemen alam semesta seperti medan
magnet bintang neutron berumur lebih lama dibanding alam semesta itu sendiri.
Seluruh elemen alam semesta sudah ditetapkan ukurannya masing-masing oleh Allah
Subhanahu Wa Ta’ala, dengan ukuran yang tidak mungkin menyalahi akal sehat
manusia. Sebelum manusia menyadari hal tersebut, jauh-jauh hari Allah Subhanahu
Wa Ta’ala sesungguhnya sudah mengisyaratkannya dalam al-Qur’an surah al-Qomar

[54] ayat 49 (Depag RI, 2007):

“Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu dengan ukuran”.

Dan di dalam al-Qur’an surah al-Jaatsiyah [45] ayat 13 (Depag RI, 2007), Allah

Subhanahu Wa Ta’ala berfirman:

“Dan Dia menundukkan untukmu apa yang ada di langit dan apa yang ada di
bumi semuanya (sebagai rahmat) daripadaNya. Sesungguhnya pada yang demikian itu

benar-benar terdapat tanda-tanda (kekuasaan Allah) bagi kaum yang berpikir”.

Dalam (QS 54: 49), Allah Subhanahu Wa Ta’ala menegaskan bahwa tidak ada
satu pun elemen alam semesta yang tidak terukur. Hanya saja Allah Subhanahu Wa
Ta’ala membebaskan kepada manusia berpikir tentang “alat ukur” macam apa yang
dapat dipakai untuk mengukur ukuran elemen alam semesta yang telah ditetapkan oleh
Allah Subhanahu Wa Ta’ala tersebut. Alat ukur yang manusia pakai untuk mengukur
elemen alam semesta, dalam konteks ini bintang neutron, adalah teori-teori fisika yang
sudah difalsafikasi (sudah memenuhi standar-standar logis konvensional).

Sementara kata “Dia (Allah) menundukkan” dalam (QS 45: 13) berarti bahwa

alat ukur yang dipakai manusia, sepanjang memenuhi terma-terma logis, “ukuran”



alam semesta tidak akan pernah bertentangan dengan akal sehat manusia, karena
dengan Kkasih-sayangNya, pada mulanya Allah Subhanahu Wa Ta’ala telah
“menundukkan” alam semesta ini kepada manusia. Kalau manusia tidak mampu
memahami anomali dari “ukuran” alam semesta bukan berarti Allah Subhanahu Wa
Ta’ala menyembunyikannya (tidak “menundukkan”), tetapi pasti alat ukur yang
digunakan oleh manusia tersebut bermasalah.

Sekarang sudah ditemukan sumber pemecah anomali dari umur medan magnet
bintang neutron tersebut, yakni bahwa medan magnet bintang neutron menyusut.
Dengan adanya gejala penyusutan medan magnet bintang neutron yang ditengarai
dikarenakan peristiwa akresi bintang neutron terhadap bintang kawanannya menjadi
alasan logis tentang bahwa umur medan magnet bintang neutron tidak mungkin
melebihi umur alam semesta. Di sini berarti alat ukur fisis yang digunakan untuk
menelaah medan magnet bintang neutron sudah benar, karena dengan alat ukur tersebut
fenomena medan magnet bintang neutron menjadi logis.

Berangkat dari kenyataan tersebut, cara untuk mengetahui penyusutan medan
magnet bintang neutron, diperlukan persamaan dinamika medan magnet pada bintang
neutron itu sendiri. Dalam rangka memperoleh persamaan dinamika medan magnetik
bintang neutron, para peneliti sebelumnya menggunakan beberapa model dan batasan.
Ada yang membatasi medan magnetik bintang neutron dalam dua dimensi (bintang
dianggap flat), ada yang membatasi untuk bintang neutron non-relativistik stasioner,
ada yang membatasi untuk bintang neutron relativistik berotasi lambat, dan ada juga
yang membatasi untuk bintang neutron non-relativistik berotasi cepat.

Di dalam penelitian ini, akan dikaji dinamika medan magnetik (yang
digambarkan oleh persamaan Maxwell) bintang neutron yang stasioner dalam kerangka
TRU. Ini dimaksudkan untuk memperoleh gambaran tentang bagaimanakah dinamika
medan elektromagnetik pada bintang neutron stasioner. Hasilnya diharapkan dapat
membantu untuk merumuskan persamaan penyusutan medan elektromagnetik
relativistik bintang neutron stasioner pada penelitian-penelitian berikutnya di masa

mendatang.



Tidak hanya itu, hasil rumusan yang diperoleh dalam penelitian ini nantinya
diharapkan dapat dipergunakan sebagai bahan kajian pengembangan perumusan
dinamika medan elektromagnetik relativistik pada bintang neutron non-stasioner, baik
berotasi lambat maupun berotasi cepat. Kajian tersebut diharapkan mengandaikan
bagian luar bintang terdapat materi sedemikian sehingga memungkinkan adanya proses
akresi. Hal ini dibutuhkan karena peristiwa akresi diduga menjadi penyebab utama

menyusutnya medan magnet di bintang neutron.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian latar belakang masalah di atas, maka permasalahan yang
akan diteliti dalam penelitian ini dirumuskan sebagai berikut:
Bagaimana rumusan persamaan dinamika medan magnet relativistik bintang neutron

stasioner?

1.3. Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah tersebut, maka penelitian ini memiliki tujuan,
yaitu untuk merumuskan persamaan dinamika medan elektromagnetik relativistik

bintang neutron stasioner.

1.4. Batasan Penelitian
Untuk mencapai tujuan yang diinginkan, maka batasan penelitian ini ditentukan
sebagai berikut:
1. Konduktivitas listriknya berhingga dan di dalam bintang bernilai seragam.
2. Medan magnet yang dikaji hanyalah medan magnet internal bintang
neutron.
3. Bintang neutron dalam keadaan stasioner.

4. Bintang neutron tidak mengakresi.



1.5. Manfaat Penelitian

Setelah penelitian ini sudah dilakukan, maka hasil yang diperoleh diharapkan

dapat memberikan manfaat, antara lain:

1. Memberikan pemahaman yang lebih luas khususnya kepada peneliti sendiri
tentang teori medan elektromagnetik relativistik dalam penerapannya
terhadap bintang neutron stasioner.

2. Dapat dipergunakan sebagai pedoman untuk memformulasikan persamaan
penyusutan medan magnet bintang neutron yang selama ini menjadi isu
krusial dalam astrofisika.

3. Dapat dipergunakan sebagai bahan kajian pengembangan perumusan
dinamika medan elektromagnetik bintang neutron relativistik non-
stasioner, baik yang berotasi lambat maupun berotasi cepat, serta
menyusutnya medan magnet bintang neutron yang diduga diakibatkan oleh

aktivitas akresi bintang.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan pada tujuan penelitian ini, maka rumusan dinamika medan
elektromagnetik relativistik bintang neutron stasioner disajikan oleh persamaan (4.94)
untuk komponen radial, persamaan (4.95) untuk komponen polar, dan persamaan
(4.96) untuk komponen toroidal. Penelitian ini hanya menghasilkan persamaan
dinamika medan elektromagnetik pada bintang neutron stasioner. Oleh karenanya
persamaan ini tidak dapat digunakan untuk menghitung penyusutan medan magnet
bintang neutron. Akan tetapi persamaan ini sangat penting, karena persamaan ini dapat
membantu para peneliti lain di masa mendatang untuk memformulasikan persamaan
penyusutan medan magnet pada bintang neutron yang selama ini menjadi isu krusial

dalam astrofisika.

5.2. Saran

Kajian penelitian ini masih dibatasi pada tiga ruang lingkup, yaitu medan
magnet internal bintang neutron, konduktivitas listrik di dalam bintang bernilai
seragam, dan bintang neutron dianggap stasioner. Oleh karena itu, maka peneliti
merekomendasikan beberapa saran untuk penelitian-penelitian berikutnya, yaitu:

1. Merumuskan persamaan penyusutan medan magnet bintang neutron
stasioner berdasarkan pada hasil persamaan dinamika medan
elektromagnetik relativistik bintang neutron stasioner di penelitian ini.

2. Merumuskan persamaan dinamika medan elektromagnetik relativistik pada
bintang neutron stasioner dengan menganggap konduktivitas listriknya di
dalam bintang tidak seragam.

3. Merumuskan persamaan dinamika medan elektromagnetik relativistik pada
bintang neutron stasioner dengan menggunakan ruang-waktu eksternal

bintang.
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4. Merumuskan persamaan dinamika medan elektromagnetik relativistik pada
bintang neutron stasioner bila dianggap ada perpindahan arus dari luar
bintang ke dalam bintang.

5. Merumuskan persamaan dinamika medan elektromagnetik relativistik pada
bintang neutron non-stasioner, baik berotasi lambat maupun berotasi cepat,
baik adanya perpindahan arus atau tidak.

6. Merumuskan persamaan dinamika medan elektromagnetik baik pada
bintang neutron stasioner maupun non-stasioner menggunakan ruang-
waktu bermetrik elipsoid, mengingat pada kenyataannya kontur bintang

bukanlah simetri bola, akan tetapi elipsoidal.
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LAMPIRAN A
PENURUNAN PERSAMAAN MAXWELL I

Geometri bintang neutron stasioner diberikan oleh

ds? = —e22Mdt? + 220 dr2 4+ 12de? + r2sin?6 do?

(A1)
dengan
9oo YJor YJoz YJos —e2¢() 0 0 0
_[910 911 G912 Y13 _ 0 e20® 0 0
Gap 920 921 Y22 Y923 0 0 r2 0
930 Y31 Y3z Y33 0 0 0 7r?sin?0
(A.2)
dan nilai tiap komponen tak-nolnya
900=_32¢(r)
911292A(r)
g2z =77
g3z = r2sin?6.
(A.3)

Dengan demikian, metrik skalarnya
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eZA(r) 0 0
— _ez¢(r) {e ZA(r)T4Sin2 9}

g =det |gap| = —ez“’(”[ 0 r? 0
0 0 r%sin%6

= —e2lo+A(Myr4gin2g

(A.4)
dan
J=g = e2@+DWrisin2g = el#+Ay25in g
(A.5)
Dari kenyataan bahwa
ds? = —c?dt? + dx? + dy? + dz*
maka diketahui kecepatan medan kovarian dan kontravarian
uy = e?(-1,0,0,0)
u® = e=%(1,0,0,0).
(A.6)

Sementara itu, Persamaan Maxwell | seperti ditunjukkan oleh persamaan
(2.131). Dari persamaan tersebut, dibutuhkan perhitungan tensor kuat-medan

elektromagnetik yang persamaannya diberikan oleh (2.141)

Fop = 2uqEpg) + nolﬁy(gu”B‘S = UgEp —ugky + wl—geaﬁy(gu”BS
Fgoq = 2ugEqy) + nﬁayauVB5 =ugEy —uqEp + 1/—geﬁ,]q,(gu”Bs

= —(uaEﬁ —ugk, + 1/—‘geaﬁy(gw’B‘S) = —Fyp
(A7)
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bersifat anti-simetrik. Berikut komponen-komponennya:
3. Untuka =p
Foo = UgEy —uyE, + \/—_geaay,guVB‘s = \/—_geaay(guVB‘g.
Karena simbol Levi-Civita untuk €44,5 = 0, maka

Foo =F11 =Fp; =F33=0

(A.8)
4, Untuk a #
Fop = 2uiqEp) + r]a[gy(gu”B‘S = uqEp —ugEy + \/—_geaﬁy(guVB‘s
e Untuka=0danpg =1
Fo1 = woEy —wEy + \/—_9(60123u233 — €0132U°B?)
Karena u; = 0, u? = 0 dan u3 = 0, maka
Fo1 = uEy = —e?VE, = —Fy,

(A.9)

e Untuka=0danp =2
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Fo, = uoEy —uzEp + v —!J(Eoz31u315’1 - 6021311133)

Foy = wok, = —ed)(r)Ea = —Fy

(A.10)
e Untuka=0danp =3
Foz3 = uoE3 —uzky + \/—_9(6031211132 — €9321u°B"Y)
Fos = upE3 = —e®ME, = —Fy
(A.11)

e Untuka=1danpg =2

Fi, =uE; —uyEy + 2V, —9(6123ou330 - 61203u033)

F, = By, —9(61203u033)

Dengan permutasi simbol Levi-Civita €503 = —€p213 = —(—€g123) =

+1, maka

Fip = el®t8My25in ge=¢MBP = eAMy25in § BY = —F,,

(A.12)

e Untuka=1danf =3

Fi3 =uEs —uzky + —g(€1302u’B? — €1350u*B°)
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Fi3 = 2V, —9(61302u032)

Dengan permutasi simbol Levi-Civita €139, = —€p312 = —(—€p132) =

—€p123 — _1, maka

Fi3 = —el9+A My 25in ge=¢M RO = —eAMy25in g B9 = —Fy,

(A.13)
e Untuka=2dan g =3
Fo3 = up B3 —uzkEp + —9(€2301u’B" — €3310u'B?)

Fy3 = By, —9(62301u032)

Dengan permutasi simbol Levi-Civita €,39; = —€g321 = —(—€p123) =

+1, maka
Fy3 = el®tAy25in ge=¢M BT = ¢Ay25in g BT = —F,,
(A.14)
Jadi, tensor kuat-medan elektromagnetik kovarian diberikan oleh
0 —e®(™
|re¢(r)E _e¢(r)Er _e¢(r)E9 e E<P -I
Fup =1 6 " 0 eMyr25in g B?  —eA0yr25in 0 BY |
ap le Eg _ery25in 9 BY 0 eArMr25in 9 BT J
e?ME, e’r25ing B®  —eAr25in g BT 0
(A.15)
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Turunan parsial tensor kuat-medan elektromagnetik adalah

5. Untuka =a =«

Karena F,,, = 0, maka

Foo,o = F11,1 = F22,2 = F33,3 =0

(A.16)
6. Untuka =p #y
Karena F,, = 0 yang mengimplikasikan F,, = 0, maka
Foo1 = Foo2 = Foo3 =0
Fi10=Fi12 =F113=0
Fy20 = F221 = Foo3 =0
F330 = F331 = F33, =0
(A.17)
7. Untuka =y #f
e Untuka=y=0
Denganf =1
o 0(Fp)) _9(=e?VE,) _ 0e?® p 0L, 4oy _ OB o) _ F
’ Jt Jat Jat Jat Jt ’
(A.18)

Dengan g =2
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—pd() o)
020 = a(FOZ) = a( € EQ) = —ae E9 — aEe ed’(r) — _a&e¢(7) = —F
' ot ot at ot ot 20,0
(A.19)
Dengan f =3
—_p®() o)
Ry, = I(Fo3) _0(=e®TE,) 0 g %o sy _ s 4
’ ot ot ot ¢ ot ot
= _F3o,o
(A.20)
e Untuka=y=1
Dengan g =0
a(F (e?ME
101 = ( 10) = ( T) = (e¢(r)E_r) = —F011
’ or or e '
(A.21)
Dengan g =2
a(F d(eryr2sin 6 B
Fipq = (671‘2) = ( o ) =sin6 (eA(r)rzB"’)’r =—Fy,
(A.22)
Dengan g =3
a(F. o(—e?ryr2gin g B
F13'1 == (6;3) == ( ar ) = —sin 9 (eA(r)TZBG),r = _F31,1
(A.23)
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e Untuka =y =2
Dengan f =0

= ed’(r)(Ee),e = _Foz,z

202790 06
(A.24)
Denganf =1
o(F. d(—erMy25in g B
Fy10 = (651) = ( 30 ) = —e2Mr2(sin g B?)g = —Fi5,
(A.25)
Dengan f =3
o(F d(er™r2sin @ B”
F23,2 == (6;3) == ( 69 ) - eA(T)T‘Z(Sl'n 9 BT)’Q = _F32,3
(A.26)
e Untuka=y=3
Dengan f =0
d(F5) 9(e?ME,)
30,3 = a;o = a(p L = ed)(r)(E(p),(p = —F03’3
(A.27)
Denganf =1
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h 0(F31) _ 9(e*®r2sin 6 BY)
3= "G, C 0

= e?Mr2sin 6 (BY) o = i3z

(A.28)
Dengan f = 2

0(Fs;) d(—erMr2sin g BT)
dp o

= —e?Mrsing (B"),p = —F233

(A.29)

8. Untuka#y #p
a=0danpg =1
e Dengany =2

_ a(F()l) _ a(_e¢(r)Er) _
0Lz ™ 959 FL) -

—e®™ (Er),H = _F10,2

(A.30)
e Dengany =3

a(F()l) _ a(_e('b(r)Er) _
dp do B

—e9® (Er),qo = —Fio3

(A.31)

a=0danp =2
e Dengany =1

(Fy,) 0(—e®ME
021 = 67?2 = ( 3 9)=—(6¢(r)E9)’r=—on,1
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(A.32)
e Dengany =3

a(F I—e®ME
(Fo2) _ (e 0) = —e?M(Ep) , = —Fa3

023 =

g do
(A.33)
a=0danpg =3
e Dengany =1
F03,1 = a:3 = ar 2 = _(e(b(r)E(p)'r = _F3O,1
(A.34)
e Dengany =2
_ 0(Fos) _ d(-e?ME,) = —e*®(E,) =-F
03,2 e 30 17 0 30,2
(A.35)
a=1danpg =2
e Dengany =0
(F,) 9(err2sin g B® .
20 = 622 _ ( = ) = eAMr25in 0 (B®) , = —Fy10
(A.36)

e Dengany =3
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0(Fiz) _ 9(e*®rsin 6 BY)

12,3 = FP F = eMrisin g (B(p),qo =—F13
(A.37)
a=1danp =3
e Dengany =0
d(F3) 0(—erMr2sin g BP _
130 = 623 - ( - ) — —eA26in 9 (B%), = ~Faro
(A.38)
e Dengany =2
d(F3) 9(—erMr2sin g BY ‘
132 = 6;3 - ( — ) = —eA®r2(sin g Be),e = —Fy,
(A.39)
a=2danpB =3
e Dengany =0
d(Fy3) 9(erMr2sing BT ,
23,0 = 6;3 = ( 9t ) = eAr2sin g (B"): = —Fs39
(A.40)
e Dengany =1
d(F. 3(erMyr2sin 6 BT
F23’1 = (6:3) = ( ar ) = Sin 9 (eA(r)TZBr)T = _F32’1
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(A.41)

Persamaan Maxwell | tidak lenyap jika a #y # . Maka komponen-

komponennya dapat dituliskan sebagai berikut
e Untuk permutasi 012

Fo12 + Fa01 + Fi20 =0
—e?M(E) g + (e?TEg) +e*Vr?sing (B?), =0

dB?
erMr2sin g FTa (e?MEy) r—ed’(r) (Er) g
(A42)
e Untuk permutasi 013
Fo13 + F301 + Fi30=0
—e?M(E) , + (ed’(r)E(p)'reA(r)rzsin 6 (Be),t =0
G):
erMr2sin g T (e¢(r)E¢,)'r—e¢(r) (En)
(A43)
e Untuk permutasi 023
Foz3 + F302 + F230 =0
—e?M(Ep) , + e‘l’(r)(Eq[,),(9 +e2Mr2sing (B™), =0
dB"
eAMr2gin g = e‘l’(r)(E(p),g —e?M(Ey) ,
(A.44)
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e Untuk permutasi 123

Fiz3+ F315+F31 =0
e’Mr2sin 6 (B?) , + €12 (sin 6 B?) | +sin 6 (e*r?B") =0

,r

(A.45)
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LAMPIRAN B
PENURUNAN PERSAMAAN MAXWELL 11

Tensor kuat-medan elektromagnetik diberikan oleh (A.15) di mana

determinannya

e?ME,  eMr25ing B?  —eAMr25in 9 BY
det |Fop| = 0 + e?E, | e?TE, 0 eAy2g5in 9§ BT
e?ME, —eMrising BT 0
[e¢E. 0 —eAMyr2gin 9 BY]
—e®MEy1e?ME, —eAr25in 0 B e2Mr2sin 6 BT
e?ME, eMrising BY 0
[e¢E. 0 eAMyr2gin g B |
+e?ME, [e?ME, —eArr2s5in g BY 0
e?ME, e DrlsingB%  —eAMr25in g BT

det |Fyp| = e?E,{e?TE, [0 + €22 (r2sin 6 B")?]
— eMMr25in 6 B|0
— el9+Ar25in 9 BTE,, | -2 Mr2sin @ B [—el¢+Ar25in 9 BTE,
)
—e®MEG{e9E [0 — 22 (r2sin 0 )2B"BY|
— 0—e*™r2sin g BO[el#*AMr25in g BOE,
+ elo+Alr25in g BYE,, |}
+e?ME, {e?E, [e?A") (r25in 6 )2BYB™ — 0] — 0
+ eAMr2sin @ B¢ [el®*Ar25in g BOE,

+ eldtAlr25in g B<"E(p]}
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det |Fop| = e?E,{el#+20® (+25in g BT)2E, + el#+2A") (r25in 9)2BYBE,,
— elo+20) (25in )2 B9 BTEy}
—ePMEy{—el#+2AM) (r25in 9)2BTBYE, — el¢+2A1 (r25in )2B9BOE,
— el#*2Al") (r25in 9)2BOBYE,,}
+e?E {el#+20 M) (r25in 9)2E,BPBT + el#+2M ™) (r25in 9)2BYBYE,

+ el#*2A") (r25in 9)2BPBYE,, }

det |Fyp| = {e2 M@ (r25in 6 )2B"BTE, E, + €9+ (+25in 0)2BYB"E ,E,
+ e2l+AM (25in )2 B9 BTE4™E, }
+{e2l#*AM) (+25in 0)2B"BOE, Eg + e?9+A ™ (r25in 6 )2B9BOE4E,
+ 2+ (r25in )2 B9 BYEyE,, }
+{e2#*A") (r25in 0)2BYBTE ,E, + e29+N™ (+25in 0)2B?BPE ,E,

+ 2P+ (r25in )2B?BYE ,E,, }

det |Fop| = e29+AM (r25in 0 E,)? + e2¢+AM (r25in 0 BQEQ)2
+ 20N (r25in g BYE,)” + 2e2+N® (r25in )2BY BTE, E,
+ 2?9+ (v25in 0)2BYBYE ,E,

4 2e2l0+81() (r25in 6)2B"BYE, E,

det |Fyp| = [ r25in (B"E, + BYE, + B“"E(p)]2
(B.1)

Matrik kofaktor dari tensor kuat-medan elektromagnetik F,z adalah
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COO CO 1 COZ CO3
ClO Cl 1 C12 C13
CZ 0 CZ 1 CZ 2 CZ 3
C3 0 C3 1 C3 2 C3 3

(B.2)
dengan nilai tiap-tiap komponennya
5. Baris pertama
0 eAMyr25in g B?  —eryr2gin 6 BY
Coo = |—eAMr2sin 6 B? 0 eAMr25in 6 BT
eAMr2sing B —eAMr25in g BT 0
Coo = [0 + 3 (r2sin ) B B"BY — 3" (r2sin 0)B°B"B?| — [0+ 0+ 0] = 0
(B.3)
e?ME,  eAr25ing B?  —eArMr25in g BY
Cor = — [e®TE, 0 eAMyr25in 6 BT
e?ME, —eMIrising BT 0

Cor = —{[0 + €2 (+25in )2BYBTE,, + !¢+2M) (r25in §)2B9 B"Ey |
— [0+ 0 — el#*2A1) (+25in 6)2B"B"E, |}
= —el#*2MM) (+25in 0)2B"(B"E, + B°E, + BYE,,)

(B.4)
e?™ME, 0 —eMMy2gin 9 BO

Cor = |e®PE; —eADr25in0 B®  eAr2s5in 0 BT
e?ME, e Mrising BY 0
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Coz = [0+ 0 — el¢+28) (325in )2 B9 BOE,]
— [el**2M® (+25in 6)2BPBYE,, + 0
+ elo+20M (25in 9)2B9BTE, |

= —el#+20® (r25in 0)2B9(B"E, + BEy + BYE,)

(B.5)
e?™ME, 0 eAMyr25in 6 B

Coz = — |e?ME, —erPr2sing B 0
e?ME, e MrisingB% —eArr2sing BT

Cos = —{[e!*2M ™) (+25in 0)2BPBTE, + 0 + el®*2M ™) (r25in )2BYBOEy |
— [—el#+20 ) (r25in 0)2BYBYE,, + 0 + 0]}
= —el®*2MM (25in 0)2B?(B"E, + BYE, + BYE,,)
(B.6)

6. Baris kedua

Cor = = | —eAMy25in g B 0 eAr2gin g BT
eAr2gin B8 —eAy2gin 9 BT 0

Cor = —{[0 — el®+2M D (r25in )2BOBTEy — el#*2A1) (+25in 9)2B"BYE,|
— [0+ 0 + el#*2A1) (+25in 6)2B"B"E, |}
= —el#*2MM) (+25in 0)2B"(B"E, + B°E, + BYE,,)

(B.7)
0 —e?ME, _e¢(T)E(p
Ci1=| e®ME, 0 eAy25in g BT
—e¢(T)E(p —eAyr2gin 9 BT 0
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C1y = [0 — e29*A D (r25in 9 )BTEGE,, + e2#*M® (+25in 0 )BTEHE )|

—[0+0+0]=0
(B.8)
0 —e?™ME, —e¢’(r)E(p
Cio = —|e?@E, —eADr25in9 B?  e2yr25in GBT
e?ME, e Mrisin gBb 0
Ciz = —{[0 — e!2¢*MMr25in 9 BTE, E,, — el2¢*A1-25in 6 BOEYE,)|
— [e2®*M™r25in 9 BYE,E, + 0 + 0]}
= el2¢+Ay-25in 0 E,(B"E, + B9Ey + BYE,,)
(B.9)
0 _e¢(T)ET _e¢(T)E9
Ci3 = |e®@E, —eAr25in g B 0
e?ME, eMDr2singB%  —eAMrZsin g BT

Ci3 = [0+ 0 — 28N (25in 9 )BOE,Ey |
_ [e[2¢+A](r) (r2sin 6 )B"’E(pEg + el29+A]() (r2sin 0 )BE, E, + 0]
= —el2¢+AMr25in 9 — 0 Ey(B"E, + B’Ey + B?E,,)
(B.10)

7. Baris ketiga

et et e,
Ca0 = 0 eAyr25in g BP  —eAMy25in 9B
eAr25in B8 —eAMy2gin 9 BT 0
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Cpo = [0+ €!*2M D (r25in 6)2B BYE, + 0]
_ [_e[¢+2A](r)(rzsin 3)2393¢E¢, +0
— el#+20(™) (r25in 9)2BOBTE, |

= el#+20™) (+25in 0)2BY(B"E, + BE, + BYE,,)

(B.11)
Cpy = —|e?@E,  eAWyr25in 9 B?  —e2r25in OBY
e?ME, —erMrlsin9B" 0
Cy1 = —{[0 + et r25in g BOEHE,, + el2¢+MMr25in 9 BTE,E,,|
— [—el2#*M®y25in g BYE,E, + 0 + 0]}
= —el20+Ar25in 0 E,(B"E, + BYEy + BYE,,)
(B.12)
0 _e¢(T‘)Er _e¢(r)E<p
Coy = [e®TE, 0 —e2Mr25in 9B
e¢(r)E(p ery25in 9B 0

Cy2 = [0+ 20+ r-25in g BOE, E,, — e!2¢+Mr25in 9 BOE,E,| — [0 + 0 + 0]
=0
(B.13)

0 _e¢(T)Er _e¢(T)Ee
C,s = —|e?ME, 0 e Myr25in GBP
e‘l’(r)E(p eAr2gin B9 —erMy25in BT

Cy3 = —{[0 — €12+ r25in g BPE,E, — e12¢*MNMr25in g BOEYE, |
— [0 + e!2¢+M"r25in g BTE,E, + 0]}
= el2¢0+M"y-25in 9 E,(B"E, + B’Ey + B¥E,,)
(B.14)
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8. Baris keempat

C30 = — 0 eAyr25in BP  —eAMy25in 9B
—eMMy26in gBe 0 eAyr25in BT

Cs0 = —{[—e!®*2A M (+25in )2BYBTE, — 29+ (+25in )2BYBYEy + 0]
— [e2#+M® (r25in )2B?BPE,, + 0 + 0]}
= —el2¢+AM) (+25in 0)2B?(B"E, + B°Ey + B?E,,)

(B.15)
0 _e¢(r)E9 _e¢(T)E(p
C31 = |e?@E, eAMr25in 9 B® —eAr25in B
e?ME, 0 eAMy2gin BT

C31 = [0+ e2HAr25in 9 BOEEy + 0]
— [—eemwmrzsin 0 BYE,Eq — e!29+Ar25in 0 BTE, Eg + O]

= el2¢0+M"y-25in 9 Ey(BTE, + BEy + BYE,,)
(B.16)

0 _e¢(T)Er —e¢(T)E(p
C3p = — [e?™E, 0 —eMMy25in 9B
e?ME, —erMr25in9B?  eAMr25in BT

Csp = —{[0 + e+ r25in g BOEHE, + el20+A1r25in g BYE,,E, |
— [0 — el2¢+M"y25in g BTE,E, + 0]}
= —el20+MMr25in 0 E,(BTE, + B9E, + BYE,,)
(B.17)
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0 _e¢(r)Er _e¢(T)Ee
C33 = |e?™E, 0 eAMy2gin B®
e?ME, —erMyr25in B? 0

Cs3 = —{[0 — e2¢*M 1250 § BPEGE, + el20+MMr25in 9 BYEHE, |

—[0+0+0]}=0
(B.18)
Maka transpos dari matrik kovaktornya diberikan oleh
Coo Cio Czo Csp [Cool Cio' Cao' C30’]
C C C C |C " Ciy' Cry' C ’|
Coz Ciz Cyp (s ( " o (p) Coz Ciz Cyy  Csy
C03 C13 CZ3 C33 C03’ C13, C23, C33,
(B.19)
dengan

Cool = C11’ = szl = C33' =0

Coy = —el®+2M M) (r25in 9)2B" = —(C,,

Coy' = —el®+28M) (125in 9)2BY = —C,,'

Cos' = —el®+2MM) (r25in 9)2B? = —C,,'
Cip' = e2PHAr25in 9 E, = —Cyy'
Crs' = —el20+ N 26in g Fy = ('
Cs,) = —el20+A(M)y25im 9 E, = —Cys'

(B.20)

sedemikian rupa sehingga tensor kuat-medan elektromagnetik kontravarian adalah
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T

FoB — C—
det |Faﬁ|

: [Cool Cio' Cao' C30']

T ! ! ! !

(B"E, + BYEg + B?E,)) |Coi' Cii' Car' Cai|

[e[¢+A](T)rZSin 2] (BTEr + BGEG + B(pE(p)]z | COZ: CIZ: sz: C32:|
lCos' Cis' Cos' Cs']

(B.20)

Dengan menuliskan g = [e[®*A1™r2sin 9 ]* dan memasukkan niai ini ke

dalam matriks (B.21), maka didapat

Coo’ Cio' Ca0' C3o']
BB B B
Coi' Cu' G’ GCsf
pef - 1 5B B B
(BrEr+BeE9+B"’Eq,) Coa' Cia' Cpp' C3)'
BB B B
Cos' Ciz' Cp3' Cs3'
Lg B B B
(B.21)
dengan
F'00 = CLO, =0
B
Cyi'
F'11 = =0
B
Coz'
F'22=—"2=9
B
F33 =22 =9
B
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Fo1 — Cor’ - el 2N 2sin 6)° BT = —e~9¢(pr = _Cl_ol = —F'10
B [elerAIMr2sing 2 ¢ B
F02 — Coz’ _ _e[¢+2A](r)(rzsm 6)239 = —e~ 9 po — _CLO, = —F'20
B [eletAlr2ging 2 ¢ B
Fr03 — Cos’ _ _e[¢+2A](r)(rzsm 6)*B? = —e~®(Npo — _CLO, = —F'30
B [eletAlMr2ging ]z ¢ B
) Cp,'  eleHAMr25in g E ~ o Cor' ,
Fi2 = = oz = ¢ Psine) e, = —— = —F'
B [elé+Al(Nr25in 6 ] B
Ci3'  —el2¢+Ay26in g E Cz1'
i3 =22 = : b = e MD(425in ) 1E, = — 2 = —F'31
B [eld+AlMy2gin 9 ]2 B
Cyp'  —el2+AMp26in g F Cy3'
Fr3z — 232 _ . r_ —e_A(T)(rzsinH )1E, = _ 2238 _ _[re3
B [elo+A1r25in 0 ]2 B
dan
(B"E, + B°Ey + BYE,) = (B'E;)
maka persamaan (B.21) menjadi
FIOO F110 FIZO F'30
ap 1 F'o1  pri1 pr21 i3l
F = (BLEL) FIOZ F112 F122 F132 '
FIO3 F113 F123 F'33
(B.22)

Dengan mensubstitusikan persamaan (B.22) ke persamaan (2.135), maka

didapatkan medan listrik, yaitu

EF = FHvy,,

(B.23)
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Mengingat kecepatan-4 u, = e®™, u; =0, u, =0 dan u; =0,

komponen medan listriknya adalah

4. Komponen radial

E" = E' = F"u, = F%, + F1'u; + F¥%u, + FB3u; = F1%,

5. Komponen polar

E® = E* = F%u, = F?%u, + F?'u; + F??u, 4+ F?3u; = F2%,

-¢p(r)Ro
6_° " B e
(B'E})

6. Komponen toroidal

E? = E? = F%u, = F3%u, + F3'u; + F¥u, + F¥Puy = F30u,
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E? = . r
BE)
B®
E? = —
(B'E})
(B.26)
Selanjutnya diketahui dari persamaan (2.136)
CouP 1 BEvé 1 BFvé
By = Fopu =§’7aﬁy8u F =§ —g €apysU" F
1
B, = Ee["b“‘](ﬂrzsin 0 €qpysufFre
(B.27)

Maka komponen medan magnetnya

4. Komponen radial
1
BT' == Bl == Ee[¢+A](r)T25in 9 (61023u0F23 + 61032u0F32 + 61203u2F03
+ €1230UPF30 4 €130,uPF % + €13,0u’F?°)

1
B, = Ee[‘p*A](r)rzsin 0 (€1023U°F?3 + €193,u’F3?)

Dengan €923 = —€p123 = —1dan €593, = —€1923 = —(—€p123) = +1, maka

1 [p+A](r) 2 e ?
— + r '
B, = Ee resin 0 (B'E)

(—e 2D (r25in 6)71E, — e A (r2sin 6 )71E,)
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e_‘p(r)

1
B, = 5el# N0 2sin 6 (—2e7 20 (r25in 6 )71E,)

(B'E;)
B, = Er
" (B'E;)
(B.28)
5. Komponen polar
1
BQ = Bz = Ee[¢+A](T)TZSin 9 (62013u0F13 + 62031uOF31 + 62103U1F03
+ €3130U F3% + €530, u3Ft + €553,,u3F10)
2310
1
B, = Ee["b“‘](r)rzsin 0 (€2013uU’F " + €503,u’F31)
Dengan €2013 = —€0213 = —(—€p123) = +1 dan €2031 = —€p231 =
_(_60132) = —€p123 = —1, maka

1 e_(p(r)
By = =el®tAMy25in g ——— (—e 2 (r2sin 0 ) "1Ey — e AW (r2sin 6 )T Ey)

2 (B'E;)

L el 2 g €00 AG) (72

By = —e!®tAlNy2g5in g — —2e M) (r25in 0 )7LE,
2 (B'E)) ( 0)
Eq
By = ——
°7  (B'E)
(B.29)

6. Komponen toroidal

1
B(P = B3 = Ee[¢+A](r)T25in 9 (63012u0F12 + E3021UOF21 + 63102u1F02

+ €3120U' F?° + €3501u*F°" + €3519u?F*°)
1
B, = Ee[‘i’“\](r)rzsin 0 (€3012UF'2 + €59,,u’F?1)
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Dengan €391, = —€g312 = —(—€p132) = —€p123 = —1dan €301 = —€g321 =

_(_60123) = +1, maka

1 e_d)(r)
B, = Ee.[¢>+A](r)rzsm 0 T (_e—A(r) (r2sin@)7E, — e A (r2sin 6 )_1E<p)
1 e_d)(r)
B, = Ee[‘i’“‘](”rzsin 0_ o T (—2¢=2®) (r25in 6)71E,,)
B, =
@ (B'E;)

(B.30)
Oleh karena itu, tensor kuat-medan elektromagnetik kontravarian adalah

FOO F10 FZO F30
F“ﬁ _ F01 Fll F21 F31
FOZ F12 FZZ F32
F03 F13 F23 F33
(B.31)

dengan

FOO — F11 — F22 — F33 =0
F’Ol e_¢(T)Br

FOl= —— = : — o~ T — _F10
BE) (BE)
FO02 — F'02 _ e—¢>(r)39 — e—¢(r)E9 = _F20
(B'E))  (B'Ey)
103 -¢(r)
F03 F ¢ By _ e~ PP — _E30

~(BE)  (BE)
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F2 e M0 (r25in 6)71E,

F12 = — = , e~ A (r2gin 0 )18 = —F21
(B'E)) (B'E;) e (r?sin6)7'B,,
F'13 —e A0 (r25in 0 )~1E,
F13 = (BLE) = (BLE) = e_A(r)(T.ZSin 0 )_139 — _F31
t l
F'32 _e—A(r) r2sin 0 )-1E
F32 = (BlE) = ((BLE) ) r_ e—A(T)(T.ZSin 0 )_1Br — _F23
¢ i
(B.32)

Dari persamaan (2.133), komponen rapat arus-4 adalah

J = peu® +j% = peu” + O-Faﬁuﬁ
(B.33)

5. Komponen waktu
JE = pou® + 0 (Foou® + Foul + Foou? + Fosu) = pou’ + aFyou® = pu®
— p,e=d®
(B.34)

6. Komponen radial
J7 = pout + o(Fyou® + Fyqut + Fiou? + Fi3ud) = 0F,0u® = 0e®E, e~ ™
= ok,

(B.35)

7. Komponen polar
J? = pou? + 0(Foou® + Fyyul + Foou? + Fpau®) = 0F,0u’ = ge®ME e 9™
=0okEy
(B.36)
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8. Komponen toroidal
J? = peu® + 0(F3u® + Fayul + Faou? + F33u®) = 0F30u’ = 0e?™E e~ ¢
=0k,

(B.37)

Dari semua hasil di atas, maka Persamaan Maxwell 11 pada (2.132) dapat

diturunkan
1
B _ _

Fp = \/?g(x/—g FeF) = 4mj*
atau

= (), =g 4

(B.38)
5. Untuka =0

N e ph
(75779, + (5 7, + (579, + (/5 %), =5 47
[(elé+MMy2gin H)O],t + [(ele+AMr25in g)e=¢MET)

+ [(el?*NWr25in )e~¢MEP]

T

+ [(el®+AMr25in g)e~¢PMEP] = 4 ld+AIMy25in g Jt
%
[eAMr2sin HET]I + [eAMr2sin GEH],Q + [eAMr2sin HE"’],(p

= 477 el®+Ay25in g It
[e2™r2sin OE| , = 4m elo+AMy2gin g Jt

(B.39)

6. Untuka =1
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F’ + Fi' + F¥ + 3’ = /=g 4nJ*
=g F°) , + (g F") + (=g F?),+ (=g F¥), =g 4n)!

[—(el+A1Mr25in H)e“l’(r)Er]’t + [(el¢+AMr25in 9)0]

,r

+ [_(e[¢+A](r)rZSin Q)e—A(T)(rZSin 2] )_1B(p] ,

+ [(el®+AMr25in 0)e =20 (r2sin 6 ) 1By | v

= 4el®+Al 25 g 7

[—eAMr2sin HET]'t + [—e‘l’(T)Bq,]l19 + [ed’(r)Be]'(p = 4me! P+ r2gin g J”

[—e¢™By] ot [e$B,] 0= [e*Pr2sin OET] , + 4m el®*NDr2s5in g |7

r
aEt + 4mel® M 2gin g J7

e®™ (Bglq, — B(pjg) = eMyr25in g
(B.40)

7. Untuk g = 2

F° +Fi' + F5 + F5* = \[—g 4n)?
(/=9 F20), + (= P21), + (=g F2),, + (=9 F), = /=g 4a”
[— (el D1 25in 6)e~*ES]
+ [(e!*NWr2sin 0)e "V (r2sin 6)71B,] |
+ [(elo+MMr25in 9)0]1 .
+ [-(e!*NDrZsin 0)e A (r2sin 6) 1B, ]

= 47 elo+A 255 g 1O
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[~(el+010r25in )0 Ee]
+ (el Dr2sin 6)e A" (r2sin 6 )7'B,]
+ [—(el#*MMy25in §)e =2 (r25in 6 ) 1B, | 0
= 47 el®+MMy25in g O
[p+Al(1)4-2 6 —A(r) i -
(!N W1 2sin 6)e =4 (r2sin )7 B, | |
+ [—(el M 125in 9)e =2 (r25in 6 ) 1B, | 0

= [~ (el?*AMr2sin g)e ¢ E?] 4 eld+Aly2gipn g Jo

(4008, ] +[-e?B,]

= [(el**MDr2sin 6)e~PMEC]  + 4mel?*Mr2sin g |0

oE?®
e®™ (B(p,r _ Bm,) =eMr2gin 0 Ty + 41 el+A 261 g o

(B.41)

8. Untuka =3

FI0 4 P34 EEE 4 FE = gt
( /_g F3O)’O +( /_g F31)’1 +( /_g F32)’2 +( /_g F33)'3 — /_g 47.[]3
[~ (el#+M 0 25n g)e~#gw]
+ [~ (el r2sin )e A" (r2sin 6 ) 7' By) |
+ [(el®+AMr25in 6)e =AM (r2sin 6 )‘1Br],9
+ [— (el My 2gin 9)0]@ = 47 el®+A 255 g @
[— (el r25in 9)e=2T) (r2sin 6 )_1B9],r
+ [(el#*MMr2sin §)e=2T) (r25in 6 )_1Br],9

= [(el?+AMr25in 9)e ¢ E?] T 4reld+AMy2gin g J@
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[-e*®B,] +[e*®B,],

7

= [(el0*MMr2sin 6)e~*ME] + am el®*+ADr25in g |9

0E?

(B.42)
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LAMPIRAN C
DINAMIKA MEDAN ELEKTROMAGNETIK RELATIVISTIK BINTANG
NEUTRON STASIONER

A. Medan Listrik
4. Komponen radial

Untuk medan listrik komponen radial, persamaan (B.35) disubstitusikan ke
persamaan (B.40), yaitu

BET
e?™(By, —B,pg) = eMMrising o

+ 41 MM 26in 9 GE,

0E™
477 elP+Nr25in 9 gE, = e97)(By, — Byg) — e2Dr2sin 6

1 9ET
= () — _ A2
417 eld+A (M r25in 0 o [e (Be,w B«p,e) e resin 0 P

E:

(C.1)

5. Komponen polar

Untuk medan listrik komponen polar, persamaan (B.36) disubstitusikan ke
persamaan (B.41), yaitu

oE?®
ed’(r)(B(p'T — Br,(p) = eA(r)TZSin 0 W + 4 e[¢+A](r)TZSiTl 7] O'Eg

oE?®
477 elP+NWr25in 9 gEy = @) (B, — By,) — e*r2sin  ——

1

5 — dE?
O 7 Amelé+A(r25in 6 ¢

e*™(B,, —B,,) — erMIrising —

(C.2)

6. Komponen toroidal
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Untuk medan listrik komponen polar, persamaan (B.37) disubstitusikan ke
persamaan (B.42), yaitu

0E?
e?™ (B, g — Bg,) = eAMrisin g T + 4mel®tMyr26in g oE,

0E?
4m #*MWr2sin 6 oE, = e?T(Byg — By,) — e r?sin —
! JE?
= ¢ _ _ A2
Fo 4 el#+AlMy2gin G o [e (Bro — Boy) — e r?sin 6 s ]
(C.3)

B. Dinamika Medan Magnet
4. Komponen radial
Untuk dinamika medan magnet komponen radial, persamaan (C.2) dan (C.3)

disubstitusikan ke persamaan (A.44), yaitu

JdB"
A2 i _
e’ Mr25in 6 = e¢(r)(E<p),9 _ ed)(r)(Ee)@
0BT
eAr2gin g
ot
1
= ¢(T) ¢(T) _
¢ (4-7'[ eld+AlMy25in 6 o [e (BT.H Be,r)
JE?
—eMMy2gin g — )
at 1),

1
—ef® o (g
e (4‘7'[ e[¢+1\](7’)r25in 0o Ie (B(p,r T',(p)

OE®
—erMr2sing —
Jat o

sehingga
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dB" — 1 e¢(r)( 1 [eqb(r)(B _B )
ot eMMr2sing 41 eld+A M r25in 6 o r0 ~ Dor

—eMr2sing ——

0E? )
ot 1/ 4

1
— e?™ ¢ (g —
¢ (47‘[ e[¢+A](r)r25in 6 o Ie (B(p'r r,(P)

dE?
—eMMy2gin g —
Jt v

(C.4)

5. Komponen polar
Untuk dinamika medan magnet komponen polar, persamaan (C.1) dan (C.3)
disubstitusikan ke persamaan (A.43), yaitu

oB°
A(T) 02 o _
Arisin® o= (e¥0E,), ~e* O (ED,

oB*
eA(r)T'ZSin 9 i

ot

e¢(r) ¢( )
_ . _
B <4-7'[ eld+AlMy25in 6 o [e (BT.H BH,r)

_ ory2gim g LETT) oo ( ! [e¢(r)(3
ot 1) 4meld+ANy25in g o 0.0

OE"
—B A A(T) 205 0 D
(p,g) e™\r4sin ot ),

sehingga

121



aBG 1 e¢(r)
= [e(p(r)(BrH — By r)
ot  eADr2ging [\4m eld+ADr25in g o ’ ’

_ oAy 2gm g OB _eqb(r)( L [e(l’(”)(B
ot 1) 41 eld+Mr25in § o o0

0E"
—Byg) — err2sin g ]) }
®

(C.5)

6. Komponen toroidal
Untuk dinamika medan magnet komponen toroidal, persamaan (C.1) dan (C.2)
disubstitusikan ke persamaan (A.42), yaitu

A(M) 2 ¢ 9B? o) o)
eresin 6 o = (e Eg)r—e (Er) g

0B¢
A yr2gin g —
at

= [ e?™ 1
41 elo+AMyr25in 0 o
oE® 1
o A®2em g 28| qb(r)( [ )
e resin 0 e B
ot Dr 47 A 25in g 5 | (B

0E™
A2 g
—Byp) — err2sin g 3% ])’9

R—

sehingga
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0B¢ 1 1
_ b (™) ¥ (B, . — B, ,)
ot  eAMMyr25in g 4t eld+A(My25in 9 o or e

— eMMrZsin g 9E7 —e®™ ( ! [e¢(r) (Bg
ot ]/ 41 el +Ar25in 6 o i

. OET
— Byp) — err2sin g o ])‘9}

(C.6)
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LAMPIRAN D
PENURUNAN PERSAMAAN GEODESIK

Geodesik adalah lintasan terpendek pada dua titik di sebuah permukaan. Pada
koordinat Cartesian, geodesik adalah garis lurus. Pada koordinat lengkung, geodesik
adalah garis lengkung.

Di dalam kalkulus variasi (Boas, 1983), prinsip Fermat menyatakan bahwa
lintasan cahaya dengan kecepatan v adalah sedemikian rupa sehingga waktu tempuh

dari satu titik ke titik lainnya minimum, atau

Bdv 1 (B
pe= [ T [ @ vyt
AV UV,
(C.1)
atau
At.v = ]ds =
(C.2)
Syarat agar | bernilai ekstrem (maksimum atau minimum) harus divariasikan,
yakni
6 =0
(C.3)
sehingga
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61=6fds=0.

(C.49)
Sementara itu, diberikan elemen garis dari ruang yang hendak kita tinjau adalah

ds? = g#,gdq”dqﬁ.
(C.5)

Variasi ds? adalah 8ds? atau &(ds.ds). Sebelum menghitungnya, kita
andaikan sebuah fungsi {x, y(x), y’(x)} atau F (x, y’, y”), di mana x tetap. Kita

translasikan fungsi tersebut, sehingga

AF =F(x,y + e,y + eu') —F(x,3,5).
(C.6)

Selanjutnya kita definisikan Y = y(x) + eu(x) atau Y = y(x) + Sy atau Y =
y(x)+ (y—yo).LaluY' = y'(x) + ep'(x) atau Y’ = y'(x) + 6dy' atau Y’ = y'(x) +
(dy' — dy"). Ide ini berasal dari Euler ketika memandang Gambar 2.3.

Y A 5)/
<y
y
X1 X2 =X

Gambar 2.3. Koordinat variasi Euler
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Pada grafik y = y(x) ini, jika y = yo, akan memenuhi nilai ekstrem baik di x1
maupun x2 atau §y = 0. Pada x tetap, maka Y = y(x) + eu(x) = y(x) dan Y' =
y'(x) + ey’ (x) = y'(x) (Soedojo, 1995). Kita gunakan deret Taylor untuk x = a, y =
bdany’ = ¢ (Boas, 1983).

dF(a b,c) dF(a b,c) dF(a b c)

(x—a)+ r—-b)+ 0=+

F(x,y +eny' +eu')=F(ab,c)+

dF(a b,c) (

—F(abc)+0+m(y y+eu) + y+eu’)+---...

dF(a b,c) dF(a,b,c)

dyr

=F(a,b,c) + eu + W

(C.7)

sehingga

AF =F(x,y+ewy +ep’) —F(x,y,y")
dF(a,b, c) dF(a b, c)
dy dy’

_ dF(a,b,c) e+ dF(a,b,c) .

=F(a,b,c) + ew' —F(x,y,y")

!

(C.8)

Ini disebut variasi F atau

_OF aF
ay ay

(C.9)

Kita tahu bahwa ey = 6y, maka variasi F dapat ditulis
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(C.10)

Dengan demikian, variasi ds? dapat diperoleh

d(ds.ds) d(ds.ds) _ ,
6(ds.ds) = 6y + oy

ay ay'
= (ds% + ds %) Sy + (dsa—df +ds adf) &y’
dy dy dy dy
=ds <% oy + %63/) +ds (6;0[;/: 5y + a—df&/’) = dsds + dsds
dy dy dy dy
= 2dsés.
(C.11)
Oleh karena itu, variasi ds? adalah
2dséds = §g,9dq"dq® + g,96dq*dq® + g,9dq*Edq®.
(C.12)

Tetapi kita tahu bahwa sifat § sama dengan sifat d dalam kalkulus dan di depan
sudah diketahui bahwa

ddy =dy —dy, =dy' —dy

(C.13)

atau dengan koordinat umum
ddq = dq' — dq.
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(C.14)
Dari kurva di atas, kita dapatkan §y = y — y,. Ini juga berlaku untuk éx = x —
Xo- Jika kita pakai koordinat umum, maka 6q = q —qo = q' — q atau q' = q + dq.

Masukkan hasil ini, maka

ddq =dq' —dq =d(q+ 6q) —dq = ddq.
(C.15)

Sehingga variasi ds? dapat ditulis

2dséds = 8g,9dq"dq® + g9,9d5q"dq® + g,9dq*dEq”.
(C.16)

Jika persamaan ini dibagi 2ds.ds lalu dikalikan ds dan diintegralkan, maka akan

kita dapatkan
1 U0 U0 u 9
§|ds= 3 {69,0d9"dq® + g,9d8q*dq® + g,9dq"dSq®}ds = 0.
(C.17)
Dari persamaan (2.74), maka memberikan
1 dq* dq? déq* dq® dq* dsq?
z] {WEEWWTS s Vw0 gs g j s =0
(C.18)

Dengan menggunakan hubungan
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aguﬁ
— %
6«9#19 = aqy o)
(C.19)
dan
d 5 Ldq’\ d dq® sk
ds \Iwo 0T~ ds \Iwo ~gg |04
dgus . ,dq” déq* dq® d*q® dgus . ,dq’
- — n_____ -t u _ u
ds oq ds Gus ds ds  9u904 ds? ds oq ds
d?q? déqt dq®
w1 _ =
T 9us4 dsz2 _ IM s ds
(C.20)

Maka persamaan (2.76) menjadi

1((09u . ,dqtdq® d dq® d dq®
— Sav¥ - — ) SgH* — — — s 9 ds =0
2f{aqy T s as ds\I7as )T Tas\ I s )OT ("

atau

1((09u . ,dq*dq® d dq® dq*

s Sa¥ _= sa’td

Z.f{aqV T s ds ds\9r0 s T 9w g )00 (45
1 ((0gu9dq” dq® d dq® dq*

= — _——-——— _ e 14 =
ZI{GqV ds ds ds\9 gs + Guy ds 0q"ds = 0.

(C.22)
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6qY secara umum tidak sama dengan nol, sehingga integrannya harus sama
dengan nol. Kita dapat menunjukkan hal ini dengan metode kontradiksi begini:
andaikan integrannya tidak sama dengan nol, maka integrannya >0 atau <0, sehingga
ruas kiri akan positif, dan ini bertentangan dengan kenyataan bahwa & [ ds = 0. Jadi

integrannya harus sama dengan nol

09,9 dg* dq® d dq19+ dq*
dq¥ ds ds ds 9o g5 T 9w g

(C.23)

Ini disebut persamaan geodesik. Untuk menghubungkan persamaan geodesik

dengan Simbol Christoffel, gunakan hubungan

d9uy _ 99uy da¥ 4. 49yo _ 39y9 da*
ds aqY ds ds aqt ds
(C.24)
sehingga memberikan
09ue dq* dq’  dgys dq” d?q® dg,, dg" d*q"
dq¥ ds ds ds ds 99 g5z ds ds Imgsz T
0gus dq* dq®  dgys dg* dq” d*q’ dg,, dq° dq* d*q* 0
0q¥ ds ds ds ds ds 9" 4s? dq? ds ds Iwrgsz =
aguﬁ dguy dgyz? dq# dq1L9 dzqﬁ dzq# _
aqv dq® dg* | ds ds Iro g5z ~ 9w Tggz T
0guo A9y dgyo)\dqdq’ __  d’q"
aqv  dq® dg* ) ds ds Gur gz
(C.25)
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Kalikan dengan g¥?, sehingga

vo(Qus _49uy _doyo\da"da® _, oy d'a"_, od'a
aqv dq® dq* ) ds ds K ds? K ds?
d2 a
— 21
ds?

atau

=0.

9" (0gus _dguy dgys\dqdq® d*q°
2 \dq¥ dq° dgq* ) ds ds  ds?

Dengan menggunakan Simbol Christoffel, maka

, dgtdq” d*q°

#Wds ds  ds? =0.

=295

dzqa
ds?

(C.26)

(C.27)

Ini adalah persamaan geodesik di mana Simbol Christoffel menjadi koefisien

kecepatan (Purwanto, 2009).
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LAMPIRAN E
PENURUNAN RUANG-WAKTU SCHWARZSCHILD

Diberikan sebuah elemen garis

ds? = dr? + r2(d6? + sin?6dgp?).
(D.1)

Ini adalah elemen garis koordinat bola tak bergantung waktu. Sedangkan

elemen garis koordinat bola bergantung waktu adalah

ds? = c?dt? — {dr? + r?(d6? + sin?0d¢?)}.
(D.2)

Ruang-waktu ini disebut sebagai ruang waktu Minkowski, dengan metrik
Joo = €%, g11=—1, gy = -T2, g33 = —r?sin?6. Ruang-waktu ini terbentuk
dengan distribusi massa tidak ada (M = 0), sehingga bentuk ruang-waktunya datar. Jika
ada distribusi massa (M #0), maka ruang menjadi melengkung. Oleh karena itu, kita
perlu memperumum ruang-waktu pada koordinat simetri bola. Ruang-waktu tersebut
berbentuk

ds? = eVdt? — etdr? — r2(d0? + sin?*0d¢p?)
(D.3)

dengan v = v(r), A = A(r) dan tensor metriknya
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_[ 0 —e? 0
Gw=\ 0o o -2 0
0 O 0 —r2sin%0
e’V 0 0 0
gﬂv — 0 _e_l 0 0
0 0 —r2 0
0 0 0 -—r2sin™%60
(D.4)
Determinannya adalah
e 0 0 0
0 —e* o0 0
etgw=9=\ o o _y2 0

0 0 0 —7r2sin%6
= (e¥.[-e?].[-1?].[-7?sin?8] + 0+ 0 + 0) — (0 + 0 + 0 + 0) = —e¥*r*sin?4.
(D.5)

Untuk menentukan nilai e” dan e, kita mesti menentukan semua komponen
Simbol Christoffel dan tensor kurvatur Ricci. Adapun komponen Simbol

Christoffelnya adalah sebagai berikut

re — gaﬁ {agvﬁ agau _ ag;w
uv

g%
2 (ogH aqV? aqﬁ } = 2 {augw + avgaﬂ - aﬁguv}

(D.6)
(Hidayat, 2010).
1. Untuku=v=a

p guB
Ly = T{auguﬁ + 0uGup — aﬁguu}'
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Tetapi dalam kasus ini, karena komponen tensor metrik non-diagonalnya
bernilai nol (g*# = 0), sehingga komponen tensor metrik yang ada harganya hanya

yang diagonal saja (g** # 0), maka

. gH- gt 1
Luu = T{auguu + 0uGun — OuGun} = Tauguu = %auguu'

Dari fi—u = In|u| + C, maka

10,9 1 0,9 1
uo HI UYL wapp | _
Fuu—zm—zau <J—>——6Hlnglm.

Maka untuk '), adalah

0 1 J v
FOO = anln goo = E%ln e”.
Dari In (e¥) = y, maka
[ 1ov(r)
072 ot
Untuk T'}, adalah
10 10A(r)
1 =__ A=_ =
M =30ngn =55 e =57

Untuk T', dan mengingat :_xl" X = iadalah
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2 _1 0 2
'3, =562an22 =E%lnr =0.

Untuk T3,
; 1 10 ., .,
I35 = 563ln g3z = E_C')(p (r“sin“0) = 0.

2. Untukuy=v+adimanaf =«

aa

g g
Tip = T{augua + 0uGay — aaguu} = T{zaugua - aaguu}'

Karena u # a, sedangkan kita mencari metrik diagonalnya, maka 20,9,, =

20,0 = 0. Sehingga

aa

pp = _Taagﬂu'
Untuk T,
ry = _gTOangn = _%9_0%(_6_/1) = 0.
Untuk T'9,
I3, = —970060922 =T3¢ A% —r%) =0
Untuk '3,
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00

g 1,0 ,
r3; = _760933 = _Ee Ag(_rzsng) = 0.
. det d
Untuk T'§, dan mengingat — = e* =
11 -1 v -1 /
g e " de e v 1 , v
foo = =5 000 =5 5 = 7 ¢ gy ~g (e e =g e
Untuk T},
Fl =_g_1la g =e_la(e_l) =e_le_lgzlﬂ_
1 2 M2 or 2 or 20r
Untuk T'%,
11 -2 3(y2 )
g e *d(r°) e tor B
[ = —=5-01922 = = =re A
2 2 or 2 or
Untuk T'i,
11 A 3(y2cin -2 2 2
g e " d(rssin“0) e ar< dsin-0
I35 = _761933 == 3 == \3 sin?@ + r? 3
o2
== (2rsin?6 + 0) = r sin?0 e~
Untuk T'3,
22 -2 v
g (r=%)ode
[0 = _Tazgoo =72 90
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Untuk T2,

22 -2y 5,4
2 o 95 (0T
Iy = > 02911 = > 00 0.
Untuk T'%,
22 -2y 3,2
g (r—")or
I3, = _762922 =72 90 0.
Untuk I'3,
22 -2 2cin2 2 P2
g (r=%)d(r*sin-0) 1 [or® | dsin“f
(s = =75 0:95 = 30 " z2\ag SOt 5
1 ,0sin?0\ _ 10sin*6
22\ Tae )T 2 a0

Misalkan y = u?dengan u = sinf, maka Z—i = 2u dan Z—Z = cos 0, sehingga

LW 5y cos O = 2sin Ocos 6. Dengan begitu
a6 dudé
1. .
ri; = EZSlTL Ocos 6 = sin cos 6.
Untuk T3,
33 -2 v
g (r—) ., 0(e")
r3, = —763g00 = sin%6 00 = 0.
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Komponen '3, = T3, = I'3; = I, = 0, karena g,,,, bukan fungsi ¢.
3. Untukv=a#pudimanag =v

g% g 10,9
FZv = _{augvv + avgau - avg;w} = —-£
2 2 Gov

1 0,9"" 1
= Eaﬂ <f T = Eau In gy,,.

Untuk T'9, dan mengingat In (¢¥) =y

T augvv -

o 19(lne*) 1ov vV
Mo=30nge =55 — =357

Untuk T'9,
1 1d(lne?)
I3 = 50210 g =5—77—=0
Untuk T'9,
1 1d(lne?)
I3 = 563 In goo 2 P
Untuk g,
1 1 10(In —e?)
Fo1 = an Ingy; = 27 o9t =

Dengan cara yang sama, I's; = T'3; = 0.
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Untuk T3,

r a1 19(In —12)
02 = 500N gaz = > ot =
Untuk I', serta mengingat u = r?dan —Inu = —;—xu

- —16 l 10(In—r?) 110> 2r _
2 =% M2 =575, 2r2 or  2r? r
Untuk T3,
1 19(In —r?)
F32—203ln922—§T:
Untuk T3,
, 1 19(Inr3sin?0)
Fo3:§ao lng33:§T:0
Untuk T'3,
e az 16(lnr5m9)_1(al 2+6l .29>
13750 M3 =5 ot —2\r T Tt
1 1
=—+0=-.
r r

Untuk T3,

139



, 1 19(Inr? + Insin?8) 109(In sin?0)
F23=§azln933=_ =5

2 a0 2 06
dengan memisalkan y = u? dan u = sin?#, maka 2 = 2u, E = cos 6, serta 22 Zg =
2sin 0 cos 0, sehingga
3 16(lnu2)_11du2_1 1 d _20_1 1 2sin 6 9_0050
372700  2uzdo  2sin20de " 2sin20 Y Y T sing
= cot 0.
4. Untuku #v #adimanaf =«
gaa
Fﬁv = T{augva + avgau - aag;w} = 0.
Jadi, ada 9 komponen Simbol Christoffel tak nol, yaitu
% =2 Ty =24 I, =2 I§y =1 I =22 %, = sinfcoso
I3, =coth, Ti, =re ™, T, = rsinzee"l.
(D.7)
Nilai-nilai tersebut, kita masukkan ke dalam tensor Ricci
— B B
R;u? = aaFZﬁ - alir + Fuﬁ ap Faﬁ Ij‘l{ﬁ'
(D.8)
Semua suku non-diagonalnya (uv) lenyap, sementara suku diagonalnya (uu)
adalah
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— B
Rup = aarﬁu - aurgu + Fu# gﬁ o Faurgﬁ'

(D.9)

5. Untuk Ry,

Roo = 0oI'g + 0150 + 02150 + 83T
—0oI'50 — 9T’ — 9T’z — 9o l'G3
+T90T00 + Tool'51 + [ool52 + [0oT53
+Tgo0 + Tgol'ts + Tgol'z + Tool'is
+5ol20 + T5ol'21 + [Gol'%2 + [oT33
+T50I'30 + Tol31 + TooT32 + [ool'3s
—T30T90 — To1%0 — [62I50 — I'3a 0
—T500 — I'61T10 — To2T'%o — [Galo
—T§ol20 — T51%0 — [621%0 — I3 T30
—T50T30 — T5130 — [62I%0 — IoaT30
=0+ 0T +0+0
—-0-0-0-0
+0+0+0+0
+Tgo 0 + Tgol'ts + Tgol'z + Tgol'is
+0+0+0+0
+0+0+0+0
—0-T3Ty—0—-0
I3, r% —-0-0-0

-0-0-0-0
-0-0-0-0
= 0,1 + Tgo(T7p + 1y + [, + TF3) — T T50 — Tgel'To
0 ov .\ 1ov __,/10v 104 2 lov ,_,10v
—a(ﬁ"’ ) 20r € (ﬁ*ﬁ*?)‘ 2or¢ 2ar
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! -1 ! ’ ! 2
a—ve”"1+v'aev + 2ol 4 +E L v,
r 2 r

=
o
o
Il
aQ
5
~
+
Q\
5
PNy
Q
~
<
|
N
—/
+
| <.
aQ
5
~
-~
S IN
G\
+
i
N~
|
|t¢
I\
aQ
5
PNy

6. Untuk R,

Ry = 019 4 01T + 0,15, + 0373,
—0,1% — 0T}, — 01T%, — 04133
+T91T90 + 1151 + 945, +9:T53
+T11 M0 + 11111 + 1145, + T14T3s
+T$ 90 + 5,15, + T3 T3, + T3, 155
+T3, 190 + 31131 + T35, + 3173,
—T9oI01 — 161 — 9,15 — Ial5,
e ST LTl ETD ETID EPY KTl B )
—T$oI3; — %, — [3,T5, — 5575,
—T3oI3; — 3.0 — 303, — 573,
-0, — 0,T}; — 0:T%, — 0,T3;
+0+04+04+0
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+T110% + 1411y + 1477, + 1414

+0+0+0+0
+0+0+0+0

- ry,—0-0-0

—0-T4,T, —0—-0

—0—0—T%I2, -0

—0—0—-0-T3,T3,

= 0;T1; — 01 (T + [y + T, +T33) + T (T + 1y + T3, +T83) — (300,
+ 14Ty + T5,0% +T35T50)
B (16/’1) 9 (1av 101 g) 16v<16v 102 g) (1617)2

7o) TaCa ety T2z t2ar T T 2ar
2 2

“(z3) + () )

7. Untuk R,,
Ryz = 0ol'3; + 0173, + 0,13, + 0575,
—0,190 — 02131 — 0,13, — 8,133
+T25T00 + T22T01 + T22T5; + 22153
+T3,0%0 + T30 + T30, + T30,
+T5,0%0 + 3,131 + 3,15, + 3,155
+T355T30 + T32T31 + T3,T5; + 22155
—T2000z — [21T5; — [2,T5, — I3,

1 10 1 r1 1 2 1 3
_F20F12 - l-‘211-‘12 - I-‘221-‘12 - I-‘231-‘12
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—T3002; = [3:1T3; — [3,05; — 3505,
—T30T%, — T3iT%, — T3,T%, — T,
=0+0,I3,+0+0
—0—-0—0—0,I3;
+0+0+0+4+0
+T3,00 + T3 + T30 + 3205
+0+0+0+0
+0+0+0+0
—-0-0-0-0
—0—-0-T%,I%, -0
—0-T3ri,-0-0
—0—0—0-T3,T3,
= 0113, — 0,135 + [3,([% + 1y + 5, +55) — ([3,T%; + 5103, + T3373,)
d cos 6 3 (161} 16/1+2)—2<—re"1%>—c0t20

_ 0 ( -1 n
 or re 00 sin 6 re 20r 20r r
de=4 or sin @ —a(caog 0) —cos O —a(salg 0)
=(- r—et—|—
( ar 6r> sin26
. 2+/1’+v' 4 202 cos?6
re T 2 ¢ sin%@
2 _A+sin65in9—c0590059 2 2+/'1'+v’ e cos?6
~or re ¢ sin%6 re T 2 € sin%6

1 2 A+ cos?6
_ - 1., —A .y} -1
=—e "+ Are 4+ —re -+ + 2™ —
sin?0 <T 2 ) sin26

_a , 2 A+v 2\ [(1—cos®6
=—e+r|Ad—=—- t-le "t ——F7
r r sin<0

2
ey 21/ =2 = _A+sin29
- r 2 ¢ sin%6
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8. Untuk R3;3
Ry3 = 0ol'35 + 01733 + 0,133 + 053
—03T30 — 053y — 0313, — 053
+T35000 + 35Ty + 35T, + 35T
+T33T70 + T35y + T33T, + 35T,
+T350%0 + 3303y + 33T, + [35T5;
+I33T30 + [33T3 + 3515, + [33T5
—I30T0s — [311%s — [3206s — 33103
—T30I%5 — [31T13 — T3,0%5 — 35743
—I30r95 — [511%5 — [3,%5 — 5503
—T5ol'3s — [3,T33 — 3,155 — 3303,
=0+ 0,33+ 0,T%;+0
—-0-0-0-0
+0+0+0+0
+33T00 + 3301y + 3307, + 35045
+0+ 0+ 0 +TI3,T3,
+0+0+0+0
—-0-0-0-0
—0—0—-0-T%r3,
—0—0—0-T%T3,
—0 —T3,T33 —3,%; — 0
= (0,733 + 0,T33) + [35(T9p + Iy + 5, +I93) + [35T55 — 35075 — 5503
— (I3:T33 + I3,T3%3)
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d 0 lov 101 2
= Z (—rsin20e—1) 4+ — (—si —rsin20e At L 2202
ar( rsin®fe™) + 66( sin Ocos 0) —rsin“fe (2 5t r)
2rsin?fe™*
———  + sin6 cosf cotd

or de~* d(—sin 6) d(cos 6)
(T 2p, -2 _ Y S\ Y i g oA\EEO )
—( arsm Oe o >+( 20 cos @ —sin 0 Y )

v+ A sin 0 cos 0 cosO

—sin%0e | r :
sin @

+ 2) + 2 sin?0e " +

v, + !
= —sin?fe " + r sin?0 Ve — cos?6 + sin?0 — sin?fe=* <2 +7r B 2

+ cos?6
2 -2 / v, , 2
= —sin“fe 1—1rA"+ + sin<0
_ —ain20e (1 2r/1’+r/1’+rv’ 4 sin6
= —sin“fOe > > > sin

r
R33 = —sin?0e™* {E -1+ 1} + sin?0 = sin?0R,,.

Kompoen Ricci di atas akan jadi tiga persamaan diferensial dengan suku
eksponensial pada Ry,e® ° = 1. Sementara itu, Rs; tidak diperlukan, karena hanya

dibedakan oleh suku sin?8 dengan R,,. Ketiga persamaan tersebut adalah

U” + vl vlll + ,UIZ 3 O
2 r 4 4
vll 2., U,A, 2

(D.10)

Selisih dua persamaan pertama (2.105) memberikan
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v+ A

0
r
atau
vV+21 =0
sehingga
v'=-2.
Kita integralkan
j (av N 61) dr =
or Or "=
v+ A = Cl
Lalu
!/ _ /1!
e-A{MJr 1}— 1=0
2
A fr(=A-2)
¢ {—2

e * {_r(ZA') + 1} -1=0

2
eM1-r1}=1
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+1}—1=0

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)



d
—_ -2 =
5 {re } 1.

(D.15)
Kita integralkan
4 -2
fa{re }drzfldr
re*=r+¢,
C
e t=1+-=2
r
(D.16)

Untuk menentukan solusi konstanta integrasi C;, Kita berikan syarat batas

(r ~ ), sehingga elemen garis ds? di atas haruslah mereduksi ke bentuk
Minkowskian. Dengan kata lain

Goo(r = ) =e” =1

gu(r =~ o) =et=-1

(D.17)

yang hanya dipenuhi bila v(r ~ ©) = 0 dan A(r = ©) = 0, karena e® = e° = 1.

Sehingga C; = 0 dan

(D.18)
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Untuk menentukan C,, kita berikan apa yang disebut sebagai limit medan lemah

(yaitu limit Newtonian dari TRU)

2
90051"‘6_2(3

(D.19)

di mana c adalah kecepatan cahayadan @ = — % adalah potensial gravitasi. Sementara

itu kita tahu bahwa g,, = e? dan v = —A4, sehingga

s14ig=er=1422
Joo = o2 =e = -

atau
2rGM 2GM
2mTey T T
Akhirnya didapat
C (— ZGM) 2GM
2
e'=1+—=14+—"E =12
r r cer
dan

149

(D.20)

(D.21)

(D.22)



er=1+2=1+ =1-=
r r cer
1
2
¢ = (1 B ZGM)'
c?r
(D.23)
Dengan demikian, ruang-waktu Schwarzschild kita dapatkan, yakni
2GM dr?
2 _ _ 2 _ 2 2 i 2 2
ds —(1 czr)d (1_2GM r*(dO0° + sin“6d¢p*).
c?r
(D.24)

Metrik ini menggambarkan medan gravitasi di luar objek simetri bola yang
tidak bergantung pada distribusi materi di dalam objek (Hidayat, 2010; Purwanto,
2009).
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