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ABSTRAK

Ruang metrik —S merupakan himpunan tak kosong X yang dilengkapi
dengan fungsi yang memetakkan setiap tiga pasang elemen berurutan ke suatu
bilangan real tak negatif dan memenuhi dua kondisi. Ruang metrik — S adalah
hasil modifikasi antara ruang metrik — G dan ruang metrik - D*. Ruang metrik
— G pertama kali diperkenalkan oleh Mustafa dan Sims (2006). Selanjutnya,
Sedghi (2007) mengubah beberapa kondisi pada ruang metrik — G dan

memperkenalkan konsep ruang metrik - D*.

Skripsi ini membahas konsep ruang metrik — S dan beberapa sifat yang
berlaku di dalamnya, serta membuktikan beberapa teorema ketunggalan titik tetap
pada pemetaan terhadap dirinya sendiri di ruang metrik — S lengkap dan sifat

kekontinuan di titik tetapnya.

Kata kunci: Titik tetap, Ruang metrik, Ruang metrik — S.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori titik tetap merupakan salah satu objek penelitian dalam
matematika analisis yang terus mengalami perkembangan dan berperan
penting baik di bidang matematika itu sendiri maupun dalam bidang-bidang
lain, seperti bidang ekonomi dan kesehatan. Salah satu kegunaan teori titik
tetap dalam bidang matematika adalah untuk menyelesaikan persamaan
linear dan persamaan integral. Penelitian mengenai teori titik tetap berawal
dari munculnya Prinsip Kontraksi Banach (Banach Contraction Principle)
pada tahun 1922, yang menjamin eksistensi dan ketunggalan titip tetap
untuk pemetaan kontraksi (Contraction) yang terdefinisi pada ruang metrik
lengkap. Selanjutnya, para ahli mengembangkan penelitian tentang teori
titik tetap pada umumnya terfokus pada dua hal, yaitu jenis fungsinya dan

ruang yang merupakan domain dari fungsi tersebut.

Ruang merupakan salah satu konsep penting yang dipelajari dalam
ilmu matematika, khususnya dalam bidang analisis. Dikenal berbagai
macam ruang, di antaranya adalah ruang metrik. Ruang metrik merupakan
himpunan tak kosong X, yang dilengkapi dengan fungsi yang memetakkan
setiap anggota X x X ke suatu bilangan real tak negatif dan memenubhi
aksioma-aksioma tertentu. Fungsi inilah yang kemudian dinamakan metrik

pada X.



Banyak ahli yang mencoba untuk mengembangkan konsep ruang
metrik. Misalnya saja, Gahler yang pada tahun 1963 mengenalkan tentang
ruang metrik — 2, Gahler mengklaim bahwa ruang metrik — 2 merupakan
perumuman dari ruang metrik biasa. Akan tetapi tahun 1984, Dhage dalam
tesisnya mengidentifikasi kelemahan teori Gahler tentang ruang metrik — 2.
Sebagai solusi masalah tersebut, Dhage kemudian mengenalkan konsep

ruang metrik — D.

Tahun 2003, Mustafa dan Sims dalam jurnalnya yang berjudul “Some
result concerning D — metric spaces” menjelaskan kelemahan ruang metrik
— D. Selanjutnya tahun 2006, Mustafa dan Sims mempublikasikan jurnalnya
yang berjudul “4 New Approach to Generalized Metric Spaces” tentang
ruang metrik —G yang merupakan generalisasi dari ruang metrik dan
mengenalkan teorema titik tetap pada pemetaan kontraksi dalam ruang

metrik — G.

Penelitian selanjutnya dilakukan oleh Sedghi, dkk tahun 2007 tentang
ruang metrik — D*, yang merupakan hasil modifikasi dari definisi ruang
metrik —D. Lebih lanjut, pada tahun 2012 Sedghi, dkk menemukan
kelemahan dari ruang metrik —G dan ruang metrik —D*, kemudian
mengenalkan perumuman baru dari ruang metrik yang dikenal sebagai
ruang metrik — S dalam jurnalnya yang berjudul “4 Generalization of Fixed

Point Theorems in S —Metric Spaces”. Jurnal tersebut juga menjelaskan



mengenai teorema titik tetap untuk pemetaan terhadap dirinya sendiri (self-

mapping) pada ruang metrik — S lengkap.

Selanjutnya, pada tahun 2014 Sedghi, dkk mengembangkan
penelitiannya tentang teorema titik tetap yaitu tentang ketunggalan dan sifat
kekontinuan di titik tetap pada ruang metrik — S lengkap. Hasilnya, banyak
didapatkan kesamaan mengenai teorema titik tetap dari ruang metrik untuk
ruang metrik —S. Pada tahun 2016 K. Prudhvi dalam jurnalnya yang
berjudul “Some Fixed Point Result in S — Metric Spaces” membuktikan
beberapa teorema titik tetap pada ruang metrik — S lengkap yang merupakan

pengembangan dari jurnal sebelumnya.

Berdasarkan perkembangan penelitian ruang metrik dan teori titik

tetap, menarik untuk dipelajari lebih lanjut tentang ruang metrik — S, yang

merupakan hasil modifikasi antara ruang metrik - D* dan ruang metrik
— G. Penelitian ini merupakan penjabaran dari jurnal yang ditulis oleh K.
Prudhvi, serta melengkapi langkah-langkah pembuktian beberapa teorema

titik tetap pada ruang metrik — S lengkap yang belum disajikan.

1.2 Batasan Masalah

Pembatasan masalah dalam penelitian sangatlah penting agar lebih
fokus dan terarah sesuai dengan tujuan yang dimaksud. Penulisan skripsi ini
dibatasi pada teorema titik tetap di ruang metrik —S lengkap, yaitu lebih
dikhususkan untuk menyelidiki ketunggalan dan sifat kekontinuan fungsi di

titik tetap tersebut.



1.3 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan
di atas, maka permasalahan yang dibahas dalam skripsi ini adalah
bagaimana pembuktian teorema titik tetap di ruang metrik — S lengkap dan

sifat-sifat apa saja yang mendukung pembuktian tersebut.

1.4 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini
adalah untuk mengkaji dan menjelaskan langkah-langkah pembuktian
teorema titik tetap di ruang metrik —S lengkap dan sifat-sifat yang

mendukung pembuktian tersebut.

1.5 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai
berikut:
1. Memberikan pengetahuan tentang teorema titik tetap di ruang
metrik — S lengkap beserta langkah-langkah pembuktiannya.
2. Memberikan motivasi kepada pembaca untuk mempelajari
perkembangan ruang metrik.
1.6 Tinjauan Pustaka
Penelitian ini berawal dari jurnal yang ditulis oleh Sedghi, dkk tahun
2012 yang berjudul “A Generalization of Fixed Point Theorems in S —

Metric Spaces”. Jurnal tersebut menjelaskan konsep ruang metrik —S dan



teorema titik tetap pada ruang metrik —S. Selanjutnya, pada tahun 2014
Sedghi, dkk mencoba mengembangkan penelitian mereka sebelumnya yang
ditulis dalam jurnal “Fixed Point Theorems on S — Metric Spaces”. Dalam
jurnal yang kedua ini mereka membuktikan teorema titik tetap pada ruang
metrik —S, yaitu tentang ketunggalan dan sifat kekontinuan di titik
tetapnya.. Selain itu, penelitian mereka juga membuktikan bahwa banyak
persamaan tentang teorema titik tetap dari ruang metrik untuk ruang metrik
-S.

Lebih lanjut pada tahun 2016, K. Prudhvi menulis jurnal yang
berjudul “Some Fixed Point Result in S —Metric Spaces” yang berisi tentang
pembuktian beberapa teorema titik tetap pada ruang metrik —S lengkap
yang merupakan hasil perluasan dan pengembangan penelitian yang
dilakukan Sedghi, dkk tahun 2014. Jurnal inilah yang digunakan sebagai
acuan utama dalam penulisan skripsi.

Selain jurnal tersebut, digunakan juga beberapa referensi pendukung
yang lain untuk memudahkan penelitian ini. Di antaranya adalah buku
“Introduction to Real Analysis” edisi ketiga pada tahun 2000 karya Bartle
dan Sherbert yang membahas tentang dasar-dasar analisis real. Pembahasan
tentang ruang metrik dijelaskan oleh Shirali dan Vasudeva dalam bukunya
“Metric Spaces” pada tahun 2006. Selanjutnya, untuk memahami tentang
teori titik tetap, digunakan buku “Fixed Point Theory and Applicattions”
yang ditulis oleh Ravi Agarwal, Maria Meehan, dan Donal O’regan pada

tahun 2004.



1.7  Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan skripsi ini terdiri dari empat bab sebagai
berikut:
BAB | PENDAHULUAN
Bab ini membahas mengenai latar belakang, batasan masalah,
rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan
pustaka, sistematika penulisan, dan metode penulisan.
BAB || LANDASAN TEORI
Bab ini membahas tentang teori-teori yang akan menjadi dasar
dalam memahami bab-bab selanjutnya, yaitu dasar-dasar analisis real,
definisi ruang metrik, teorema-teorema yang berlaku di dalamnya, dan
teori titik tetap pada ruang metrik beserta contohnya.
BAB Il PEMBAHASAN
Bab ini menjelaskan secara rinci mengenai dasar ruang metrik
— S dan teorema titik tetap pada ruang metrik — S lengkap beserta
langkah-langkah pembuktiannya.
BAB IV PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan umum dan saran-saran yang
membangun dari hasil penelitian studi literatur yang dilakukan.
1.8 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penyusunan skripsi ini adalah studi

literatur, yaitu mempelajari beberapa sumber tertulis tentang ruang metrik



— S sesuai dengan tema penelitian. Adapun sifat penelitian dalam skripsi ini
adalah kualitatif.

Sebelumnya, dijelaskan dasar-dasar analisis real dan konsep ruang
metrik sebagai landasan teori. Konsep kekonvergenan, barisan Cauchy pada
ruang metrik, dan pemetaan kontraktif juga dijelaskan untuk memudahkan
dalam memahami teori titik tetap pada ruang metrik. Selanjutnya diberikan
definisi ruang metrik — G dan ruang metrik - D* sebagai landasan dalam
mempelajari ruang metrik — S.

Pembahasan inti dalam penelitian ini adalah tentang teorema titik
tetap pada ruang metrik —S. Dijelaskan langkah-langkah pembuktian
teorema titik tetap pada ruang metrik — S yang mengacu pada jurnal yang
ditulis oleh K. Prudhvi tahun 2016 yang berjudul “Some Fixed Point Result
in S — Metric Spaces”. Beberapa langkah pembuktian teorema tidak
dijelaskan dalam jurnal tersebut sehingga digunakan jurnal-jurnal lain yang

berkaitan sebagai rujukan.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat disimpulkan bahwa fungsi yang

terdefinisi di ruang metrik — S lengkap dan dipetakkan ke dirinya sendiri serta
memenuhi pertidaksamaan (3.10), memiliki titik tetap apabila fungsi tersebut
memenuhi pertidaksamaan (3.11) dan kondisi (C1). Selanjutnya, titik tetap pada
fungsi tersebut dijamin ketunggalannya oleh kondisi (C2) dan kekontinuan fungsi

di titik tetapnya dijamin pula pada fungsi tersebut yang memenuhi kondisi (C3).

Selain itu, ketunggalan titik tetap dan kekontinuan fungsi di titik tetapnya
masih berlaku dengan mengubah fungsi kontinu lima variabel pada
pertidaksamaan (3.10) menjadi beberapa kondisi pada pertidaksamaan (3.17),
(3.18), atau (3.19). Lebih lanjut, fungsi yang memenuhi kondisi (C3) pasti
memenuhi kondisi (C1) dan (C2). Akan tetapi kebalikannya dari sifat tersebut

tidak berlaku.

Sifat — sifat yang berlaku pada ruang metrik juga berlaku untuk ruang
metrik — S akan tetapi berbeda dalam pendefinisiannya, seperti ketunggalan limit
barisan, hubungan barisan konvergen dan barisan Cauchy, kelengkapan, dan
kriteria barisan untuk kekontinuan fungsi pada ruang metrik — S. Sifat — sifat
tersebut digunakan sebagai pendukung dalam pembuktian beberapa teorema titik

tetap di ruang metrik — S lengkap.
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4.2 Saran

Berdasarkan proses penelitian yang telah dilakukan, maka saran-saran

yang dapat disampaikan penulis adalah:

1. Penelitian ini hanya membahas tentang konsep dasar ruang metrik — S dan
beberapa teorema titik tetapnya. Oleh karena itu penelitian ini dapat
dikembangkan lagi, misalnya dengan mengkaji hubungan ruang metrik
dengan ruang metrik - S.

2. Selain itu, dalam penelitian ini belum ada contoh — contoh penerapan titik
tetap di ruang metrik — S sehingga perlu adanya penelitian lebih lanjut
mengenai hal ini.

Demikian saran-saran yang dapat disampaikan penulis, semoga tugas akhir
ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk mengembangkan lagi penerapan
titik tetap di ruang metrik — S khususnya dan di ruang — ruang lain pada analisis

fungsional pada umumnya.
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