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“Maka nikmat Tuhanmu manakah yang kau dustakan”. (QS. 55: 13)  

“Kita punya seribu alasan untuk menyudahi, tetapi ingatlah kita masih punya 

sejuta alasan untuk melanjutkan”. (Fiersa Besari)  
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+ − 𝑚𝑒 : Graf matahari luka dengan titik sebanyak 2n-m titik 

 ∎  : Akhir pembuktian  



 
 

xiv 
 

PELABELAN E-SUPER VERTEX MAGIC PADA GRAF SAPU, GRAF 

LABA-LABA DAN GRAF MATAHARI LUKA 

 

Oleh: Wayan Syafi’i 

13610042 

ABSTRAK 

 

 Pelabelan E-super vertex magic merupakan salah satu pokok bahasan 

dalam teori graf. Pelabelan E-super vertex magic adalah pemetaan bijektif dari 

elemen sebuah graf berupa titik dan sisi ke dalam bilangan bulat yang disebut 

label, dengan ketentuan terdapat konstanta ajaib 𝑘 = 𝑓(𝑢) + ∑ 𝑓(𝑢𝑣)𝑣𝜖𝑁(𝑢)  dan 

pada label sisinya memenuhi 𝑓(𝐸(𝐺)) = {1,2, … , 𝑞}. Dimana u dan v merupakan 

titik pada graf dengan ketentuan v adalah titik yang berdekatan dengan u. 

 Graf sapu 𝐵𝑛,𝑑 merupakan penggabungan dari ujung sebuah path 𝑃𝑑 

dengan 𝑛 − 𝑑 sisi sehingga terbentuk graf baru yang disebut sebagai graf sapu. 

Graf laba-laba 𝑆𝑛 merupakan graf lebih lanjut dari sebuah graf bintang yang 

dihapus setiap sisinya, kemudian menambahkan titik diantara titik utama dan titik-

titik ujungnya, selanjutnya menambahkan lagi sisi-sisi dari titik utama ke setiap 

titik baru dan dari titik-titik baru ke titik ujung. Graf Matahari luka merupakan 

Graf matahari yang dihapus beberapa titik ujungnya dan sisi yang berkaitan 

langsung dengan titik ujung tersebut. 

 Tujuan dari penelitian ini adalah membuktikan bahwa pada graf sapu, graf 

laba-laba dan graf matahari luka dapat diberikan pelabelan yang E-super vertex 

magic. Sedangkan metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi 

literatur. 

 Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh bahwa pelabelan E-super vertex 

magic pada graf sapu 𝐵𝑛,𝑛−2 dengan 𝑛 adalah ganjil, terdapat konstanta ajaib 𝑘 =

2𝑛 − 2 +
𝑛+2

2
. Untuk graf Laba-laba 𝑆𝑛 dengan 𝑛 ≤ 4, terdapat konstanta ajaib 

𝑘 = 5𝑛 + 1. Sedangkan pada graf Matahari luka 𝐶𝑛
+ − 3𝑒 dengan 𝑛 ≥ 3, terdapat 

konstanta ajaib 𝑘 = 5𝑛 − 6. 

Kata kunci : E-super vertex magic, Graf sapu, Graf Laba-laba, Graf Matahari 

Luka. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang digunakan 

untuk mempermudah menyelesaikan suatu permasalahan. Teori graf pertama kali 

diperkenalkan oleh matematikawan Swiss yang bernama Leonhard Euler untuk 

memecahkan masalah jembatan Konigsberg pada tahun 1736. Perkembangan teori 

graf saat ini menjadi sangat pesat, karena teori graf dapat diaplikasikan dalam 

kehidupan sehari-hari maupun berbagai bidang ilmu yang lain. 

Salah satu kajian dalam teori graf adalah pelabelan graf. Pelabelan graf 

merupakan sebuah pemetaan injektif dari elemen sebuah graf yaitu himpunan titik 

(vertex) atau himpunan sisi (edge) mungkin bahkan keduanya (titik dan sisi) ke 

dalam bilangan bulat yang disebut label. Pelabelan graf pertama kali 

diperkenalkan oleh Sedlacek pada tahun 1963, dilanjutkan dan dikembangkan 

oleh Stewart di tahun 1966, serta Kotzig dan Rosa pada tahun 1967. 

Perkembangan pelabelan graf saat ini sangat pesat, dapat dijumpai pada 

kriptografi, x-ray, radar astronomi, sistem biometrik sidik jari serta desain 

jaringan komunikasi. 

Menurut Wallis (2001), berdasarkan domain pemetaannya pelabelan graf 

dapat dibedakan menjadi tiga. Pertama jika pelabelan graf domain pemetaannya 

adalah himpunan titik disebut sebagai pelabelan titik (vertex labelling), kedua jika
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pelabelan graf domain pemetaannya adalah himpunan sisi disebut sebagai 

pelabelan sisi (edge labelling), ketiga jika domain pelabelan graf adalah keduanya 

yaitu titik dan sisi maka pelabelan tersebut disebut sebagai pelabelan total (total 

labelling). 

Terdapat beberapa jenis pelabelan graf yang dikenal hingga saat ini, antara 

lain pelabelan graceful (graceful labelling), pelabelan harmoni, pelabelan total tak 

beraturan (irregular total labelling), pelabelan ajaib (magic labelling), serta 

pelabelan antiajaib (antimagic labelling). Pelabelan ajaib (magic labelling) bisa 

dibedakan menjadi beberapa kategori menurut domainnya, antara lain pelabelan 

titik ajaib total (vertex magic total labelling), pelabelan sisi ajaib total (edge 

magic total labelling) dan pelabelan total ajaib (totally magic labelling). 

Pelabelan E-super vertex magic merupakan penelitian lanjutan dari 

pelabelan vertex magic total, kajian terhadap masalah tersebut masih belum terlalu 

banyak dilakukan pada saat ini. Oleh karena itu, peneliti ingin melakukan kajian 

terhadap masalah tersebut. Sebelum membahas pelabelan E-super vertex magic, 

terlebih dahulu dijelaskan pelabelan vertex magic total. Pelabelan vertex magic 

total adalah pelabelan titik yang terdapat kontanta ajaib 𝑘 dan label pada setiap 

titik serta sisinya memenuhi 𝑓(𝑉 ∪ 𝐸) = {1,2, … , 𝑝 + 𝑞}. Konstanta ajaib 𝑘 

merupakan penjumlahan dari sebarang titik 𝑢𝑛 dengan setiap sisi yang terkait 

langsung dengan titik tersebut. 

Pada tahun 2004, MacDougall dkk memperkenalkan super vertex magic 

total labelling, mereka menganggap bahwa pelabelan vertex magic total akan 

menjadi super jika 𝑓(𝑉(𝐺)) = {1,2,3, … , 𝑝), akan tetapi pada tahun 2003 ternyata 

Swaminathan dan Jeyanthi telah lebih dahulu memperkenalkan pelabelan super 
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vertex magic dengan notasi yang berbeda. Swaminathan dan Jeyanthi 

menganggap bahwa pelabelan vertex magic total akan menjadi super apabila 

𝑓(𝐸(𝐺)) = {1,2,3, … , 𝑞}. Untuk menghindari kebingungan tersebut, pada tahun 

2012 Marimuthu dan Balakrishnan menamakan sebuah pelabelan total akan 

menjadi pelabelan yang E-super vertex magic jika 𝑓(𝐸(𝐺)) = {1,2,3, … , 𝑞}. 

Dalam pelabelan suatu graf, tidak semua graf dapat memenuhi teorema 

pelabelan E-super vertex magic, hanya graf tertentulah yang dapat dikatakan E-

super vertex magic. Oleh karena itu peneliti tertarik untuk mengkaji beberapa graf 

yang mampu memenuhi teorema E-super vertex magic antara lain adalah graf 

sapu, graf laba-laba dan graf matahari luka. 

Graf sapu, graf laba-laba dan graf matahari luka merupakan bentuk 

perkembangan dari suatu jenis graf. Graf sapu 𝐵𝑛,𝑑 merupakan graf yang 

terbentuk dengan menempelkan ujung dari path 𝑃𝑑 dengan suatu ujung dari 𝑛– 𝑑 

sisi sehingga akan terbentuk graf baru. Kemudian graf laba-laba merupakan graf 

yang dihasilkan dari penghapusan suatu sisi pada graf bintang, menambahkan  

titik di antara titik ujung dan titik utamanya dan menambahkan lagi satu sisi dari 

titik ujung ke setiap titik baru dan satu sisi baru dari titik utama ke titik baru. 

Terakhir graf matahari luka merupakan modifikasi dari graf matahari. Graf 

matahari yaitu graf cycle yang pada setiap titiknya dilampirkan sebuah sisi yang 

berujung pada titik dengan derajat satu. Selanjutnya graf matahari dihapus 

beberapa titik ujung dan sisi yang terhubung dengannya. 

Penelitian ini akan menjelaskan tentang pelabelan yang E-super vertex 

magic. Pada graf sapu, graf laba-laba dan graf matahari luka merupakan pelabelan 

yang E-super vertex magic apabila memenuhi keadaan tertentu. Sumber utama 
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karya ilmiah ini adalah jurnal yang ditulis oleh G. Marimuthu, B. Suganya, S. 

Kalaivani dan M. Balakrishnan pada tahun 2015 yang berjudul “E-super vertex 

magic labelling of graphs and some open problems”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah dalam penelitian ini 

yaitu. 

1. Bagaimana pembuktian teorema pelabelan E-Super Vertex Magic? 

2. Bagaimana mencari konstanta ajaib pada pelabelan E-super vertex 

magic? 

3. Bagaimana pembuktian teorema dari suatu pelabelan E-super vertex 

magic pada graf sapu? 

4. Bagaimana pembuktian teorema dari suatu pelabelan E-super vertex 

magic pada graf laba-laba? 

5. Bagaimana pembuktian teorema dari suatu pelabelan E-super vertex 

magic pada graf matahari luka? 

1.3 Batasan masalah 

Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah di atas, batasan masalah 

dalam penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Definisi dan teorema-teorema pelabelan E-super vertex magic. 

2. Definisi graf sapu serta pelabelan E-super vertex magic pada graf sapu 

𝐵𝑛,𝑛−2 dengan n adalah ganjil. 
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3. Definisi graf laba-laba serta pelabelan E-super vertex magic pada graf 

laba-laba 𝑆𝑛 dimana 𝑛 ≤ 4. 

4. Definisi graf matahari terluka serta pelabelan E-super vertex magic 

pada graf matahari luka 𝐶𝑛
+ − 3𝑒 dimana 𝑛 ≥ 3. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Membuktikan teorema-teorema pelabelan E-Super Vertex Magic. 

2. Membuktikan bahwa graf sapu 𝐵𝑛,𝑛−2 dimana n adalah ganjil dapat 

diberikan pelabelan E-Super Vertex Magic. 

3. Membuktikan bahwa graf laba-laba 𝑆𝑛 dimana 𝑛 ≤ 4 dapat diberikan 

pelabelan E-Super Vertex Magic pada. 

4. Membuktikan bahwa graf matahari luka 𝐶𝑛
+ − 3𝑒 dimana 𝑛 ≥ 3 dapat 

diberikan pelabelan E-super vertex magic. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai 

berikut. 

1. Memberikan pengetahuan tambahan tentang salah satu kajian dalam 

teori graf yaitu pelabelan E-super vertex magic. 

2. Memberikan pengetahuan bahwa pelabelan yang E-super vertex magic 

dapat dilakukan pada graf sapu 𝐵𝑛,𝑛−2 dimana n adalah ganjil, graf 
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laba-laba 𝑆𝑛 dimana 𝑛 ≤ 4 dan pada graf matahari luka 𝐶𝑛
+ − 3𝑒 

dimana 𝑛 ≥ 3. 

1.6 Tinjauan Pustaka 

Pelabelan E-super vertex magic pertama kali diperkenalkan dengan nama 

super vertex magic labelling yaitu pelabelan bijektif dari 𝑉(𝐺) ∪ 𝐸(𝐺) ke suatu 

bilangan bulat 1,2, … , 𝑝 + 𝑞 dimana terdapat konstanta ajaib 𝑘 yaitu jumlah bobot 

(label) pada sebarang titik 𝑢𝑛 ditambah sisi yang terkait langsung adalah konstan, 

serta memenuhi 𝑓(𝐸(𝐺)) = {1,2, … , 𝑞} dan 𝑓(𝑉(𝐺)) = {𝑞 + 1, 𝑞 + 2, … , 𝑞 + 𝑝}. 

Konsep super vertex magic labelling diperkenalkan dalam jurnal yang ditulis oleh 

Swaminathan dan Jeyanthi (2003). 

Dalam penelitiannya Swaminathan dan Jeyanthi menjelaskan teorema 

super vertex magic labelling pada graf path, cycle, graf bintang dan juga disjoint 

union sebanyak 𝑚 cycle dengan sisi sebanyak 𝑛. Kemudian pada tahun 2013 

Rahmalia Yuliarni membuat skripsi dengan meneliti jurnal dari Swaminathan dan 

Jeyanthi. Dalam skripsinya Rahmalia menjelaskan secara rinci jurnal tersebut. 

Sebelumnya pada tahun 2004 terdapat penamaan yang sama yaitu super 

vertex magic akan tertapi dengan konsep yang berbeda yaitu pelabelan vertex 

magic total akan menjadi super jika labelnya memenuhi 𝑓(𝑉(𝐺)) = {1,2, … , 𝑝} 

oleh MacDougall dkk (2004). Karena alasan perbedaaan tersebut, Marimuthu dan 

Balakrishnan menamakan super vertex magic labelling dengan nama E-super 

vertex magic labelling jika pelabelannya memenuhi 𝑓(𝐸(𝐺)) = {1,2, … , 𝑞} 

Marimuthu dan Balakrishnan (2012). Pada jurnalnya, Marimuthu dan 

Balakrishnan menjelaskan teorema E-super vertex magic pada graf kipas. 
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Pada tahun 2015 Marimuthu dkk melakukan penelitian lanjutan teorema 

E-super vertex magic labelling. Berbeda dengan penelitian sebelumnya, dalam 

penelitian ini mereka membahas E-super vertex magic labelling pada graf sapu, 

graf laba-laba dan graf matahari luka. Jurnal karya Marimuthu dkk (2015) 

meupakan jurnal yang dijadikan acuan utama oleh penulis dalam menulis tugas 

akhir ini. Dalam tugas akhir ini penulis akan menjelaskan lagi secara rinci 

mengenai pelabelan E-super vertex magic serta memberikan contoh dalam setiap 

pembahasannya. 

1.7 Sistematika Penulisan 

Penulisan skripsi ini terdiri dari 4 bab dengan sistematika sebagai berikut 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini berisi tentang latar belakang rumusan masalah, batasan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, sistematika penulisan serta 

metode penelitian. 

 

 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini berisi tentang dasar-dasar teori yang melandasi penulisan skripsi 

agar lebih mudah dalam memahami pembahasan yang akan dikaji dalam bab 

selanjutnya. Dasar teori yang ditulis seperti dasar teori graf, definisi pohon, 

definisi pemetaan dan jenisnya, definisi pelabelan dan pembuktian teorema 

pelabelan vertex total magic. 

BAB III PEMBAHASAN 
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Bab ini berisi tentang pembuktian teorema E-super vertex magic labelling, 

pelabelan pada graf sapu, graf laba-laba dan graf matahari luka. 

BAB IV PENUTUP 

Bab penutup ini berisi tentang kesimpulan dan saran yang diambil 

berdasarkan materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya. 

1.8 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah studi 

literatur. Studi literatur adalah penelitian yang dilakukan dengan mengkaji 

sumber-sumber tertulis seperti jurnal penelitian, buku ilmiah, buku ajar dan 

lainnya. Penelitian menggunakan metode studi literatur termasuk jenis penelitian 

kualitatif. 

Rujukan utama yang digunakan dalam penelitian ini adalah jurnal yang 

berjudul “E-Super Vertex Magic Labelling of Graph and Some Open Problems” 

yang ditulis oleh G. Marimuthu, B. Suganya, S. Kalaivani dan M. Balakrishnan 

(2015). Penelitian ini dimulai dengan mempelajari konsep-konsep dasar teori graf. 

Selanjutnya dipelajari konsep pelabelan dalam graf, pelabelan magic, pelabelan 

vertex magic, pelabelan super vertex magic, serta pelabelan E-super vertex magic. 

Objek pada penelitian ini adalah graf sapu, graf laba-laba dan graf matahari luka. 

Secara singkat dijelaskan alur penelitian dalam diagram alir sebagai berikut. 
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Pendahuluan 

Mempelajari konsep dasar graf dan pemetaan 

Mempelajari pelabelan dalam graf, pelabelan magic, 

pelabelan vertex magic, pelabelan super vertex 

magic 

Pembuktian teorema E-super 

vertex magic labelling 

Membahas teorema pelabelan E-super vertex magic pada 

graf sapu 𝐵𝑛,𝑛−2; 𝑛 = 2𝑛 − 1, pada graf laba-laba 𝑆𝑛; 𝑛 ≤ 4 

dan pada graf matahari luka 𝐶𝑛
+ − 3𝑒; 𝑛 ≥ 3. 

Kesimpulan dan Saran 

Mulai 

Selesai 

Gambar 1.1 Diagram Alir Penelitian 

ajwhiweduowjqkwdjkwjdliwjdliwjd 

aAlurhkJHjn      Pe Penelitian 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1. Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat diambil beberapa 

kesimpulan sebagai berikut. 

1. Pembuktian teorema pelabelan E-super vertex magic adalah dengan 

cara melihat labelnya. Setiap sisinya harus memuat himpunan bilangan 

bulat dari 1 hingga 𝑞 dan terdapat konstata ajaib 𝑘, dengan              

𝑘 = 𝑞 +
(𝑝+1)

2
+

𝑞(𝑞+1)

𝑝
. 

2. Konstanta ajaib 𝑘 diperoleh dengan cara menjumlahkan sebarang titik 

𝑢𝑛 dengan sisi yang terkait langsung terhadap titik 𝑢𝑛.  

3. Pembuktian teorema pelabelan E-super vertex magic pada graf sapu 

𝐵𝑛,𝑛−2 dengan 𝑛 ganjil adalah dengan cara melihat labelnya. Pada 

setiap sisi graf sapu harus memuat himpunan bilangan bulat dari 1 

hingga 𝑞 dan terdapat konstanta ajaib 𝑘 = 2𝑛 − 2 +
𝑛+2

2
. 

4. Pembuktian teorema pelabelan E-super vertex magic pada graf laba-

laba 𝑆𝑛 dengan 𝑛 kurang dari sama dengan 4 adalah dengan cara 

melihat labelnya. Setiap sisinya harus memuat himpunan bilangan 

bulat dari 1 hingga 𝑞 dan terdapat konstanta ajaib 𝑘 = 5𝑛 + 1. 

5. Pembuktian teorema pelabelan E-super vertex magic pada matahari 

luka 𝐶𝑛
+ − 3𝑒 dengan 𝑛 lebih dari sama dengan 3 adalah dengan cara
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melihat labelnya. Pada setiap sisinya harus memuat himpunan bilangan 

bulat dari 1 hingga 𝑞 dan terdapat konstanta ajaib 𝑘 = 5𝑛 − 6. 

 

4.2. Saran 

Pada penelitian selanjutnya diharapkan dapat: 

1. Melakukan penambahan berupa program aplikasi pelabelan E-super 

vertex magic pada ketiga graf yang telah dibahas. 

2. Melakukan pembuktian pelabelan E-super vertex magic pada graf-graf 

lainnya misalnya graf kipas, graf hamiltonian dan disjoin union m𝐶𝑛 

yang belum dibahas sebelumnya. 

3. Melakukan penelitian pada jenis pelabelan yang lain seperti pelabelan 

V-super vertex magic dan pelabelan Super edge magic. 
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