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INTISARI

Kesemiprimaan Aljabar Lintasan atas Lapangan

Oleh

ISMAIL ADJI NURFAUZAN

15610046

Quiver merupakan himpunan beranggotakan 4 tupel yang ditulis
Q = (Q0, Q1, s, t) dimana Q0 merupakan himpunan titik atau verteks, Q1

merupakan himpunan garis atau edge atau sisi, dan s, t merupakan pemetaan dari
himpunan sisi ke himpunan verteks, yaitu s, t : Q1 → Q0 dimana untuk setiap
α ∈ Q1 berlaku s(α) ∈ Q0 merupakan fungsi sumber atau source dan untuk setiap
α ∈ Q1 berlaku t(α) ∈ Q0 merupakan fungsi target. Suatu himpunan barisan
verteks dan sisi yang berawal dari suatu verteks dan berakhir pada suatu verteks
lainnya atau dimungkinkan hanya verteks itu sendiri disebut sebuah lintasan.

Himpunan semua lintasan pada quiver Q dinyatakan dalam Path(Q). Jika
diberikan suatu definisi operasi perkalian, himpunan semua lintasan dalam sebuah
quiver Q membentuk suatu struktur semigrup. Sebarang struktur semigrup
Path(Q) dan sebuah lapangan K akan membentuk struktur bsru disebut semigrup
lapangan KPath(Q) atau ditulis secara sederhana dengan KQ. Semigrup
lapangan KQ ternyata merupakan sebuah K-aljabar. Layaknya aljabar atas
lapangan K memiliki ideal pembangun, aljabar lintasan atas lapangan pun
memiliki ideal pembangun. Ideal dalam aljabar lintasan yang memuat sisi-sisi
pada quivernya disebut ideal panah. Ideal panah dapat diperumum menjadi ideal
IH yang dikontruksi dari subhimpunan herediter H dalam Q0.

Ideal IH yang bersifat semiprima pada aljabar KQ mengakibatkan adanya
syarat perlu dan cukup suatu ideal semiprima pada aljabar lintasan atas lapangan.
Ideal nol yang semiprima pada aljabar lintasan atas lapangan mengakibatkan adanya
syarat perlu dan cukup kesemiprimaan aljabar lintasan atas lapangan.

Kata kunci : Quiver, K-Aljabar, Aljabar Lintasan Atas Lapangan, Ideal Semiprima

xvi



BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika tak pernah lepas dari kehidupan manusia. Sekalipun beberapa

bidang dalam matematika tidak bisa benar-benar diimplementasikan secara real

dalam kehidupan. Kajian matematika begitu beragam dari bidang matematika

terapan hingga bidang matematika murni. Hal ini menjadikan penelitian di dalam

matematika sangat beragam pula.

Matematika terapan memiliki banyak sekali macamnya. Teori graf pada

bidang matematika terapan menjadi suatu penemuan yang membawa banyak

kemudahan dalam kehidupan. Teori ini pertama kali diperkenalkan oleh Euler di

Jerman (Rosen,2012. Ia berniat memecahkan suatu masalah pada sebuah jembatan

di kota Königsberg pada tahun 1735 (Rosen, 2012). Ia membuat ilustrasi dalam

sebuah graf untuk mencoba memecahkan teka-teki di kota itu. Terbukti ilustrasi

yang dibuat Euler memecahkan teka-tekinya. Penemuan ini dikembangkan dan

dikenal dalam sebuah teori bernama graf (Rosen,2012).

Aljabar merupakan salah satu bidang matematika yang mengajarkan

kemampuan berfikir logis dan terbuka. Istilah aljabar diperkenalkan oleh Herman

Weyl pada tahun 1933 setelah dia mempelajari lebih lanjut tentang teori lie atas

grup kontinu (Kleiner , 2007). Aljabar abstrak dikembangkan pada abad ke-19

(Kleiner , 2007). Klasifikasi aljabar secara garis besar dapat dibagi dalam empat

kategori; Pertama aljabar elementer, aljabar elementer berbicara sifat-sifat operasi

pada bilangan riil yang ditunjukan dalam bentuk simbol berupa konstansa dan

1
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variabel. Kedua aljabar abstrak, aljabar ini sering disebut juga aljabar modern.

Aljabar ini mempelajari struktur aljabar yang didefinisikan secara aksiomatis.

Ketiga aljabar linear, bidang ini mempelajari sifat-sifat khusu dalam ruang vektor.

Terakhir aljabar universal, aljabar ini mempelajari sifat-sifat bersama dari semua

struktur aljabar.

Graf merupakan objek penelitian dalam bidang terapan (Matematika

diskrit). Seiring berkembangnya pengetahuan dan penelitian dalam matematika,

kini graf juga merupakan objek penelitian dalam bidang aljabar. Graf dapat

dipandang secara aljabar sebagai pasangan 4 tupel yang terdiri atas himpunan titik,

himpunan sisi dan dua buah fungsi.

Graf merupakan objek kombinatorial yang terdiri atas dua himpunan yaitu

himpunan vertex atau titik dan himpunan edge atau garis. Salah satu jenis graf

dipandang dari sisinya adalah graf berarah. Graf berarah dalam beberapa litersai

aljabar disebut quiver. Quiver merupakan pasangan 4 tupel yang ditulis

Q = (Q0, Q1, s, t) dimana Q0 merupakan himpunan titik atau verteks, Q1

merupakan himpunan garis atau edge, dan s, t merupakan pemetaan dari

himpunan sisi ke himpunan verteks, yaitu s, t : Q1 → Q0 dimana untuk setiap

α ∈ Q1 berlaku s(α) ∈ Q0 merupakan fungsi sumber atau source dan untuk setiap

α ∈ Q1 berlaku t(α) ∈ Q0 merupakan fungsi target. Suatu himpunan barisan

verteks dan sisi yang berawal dari suatu verteks dan berakhir pada suatu verteks

lainnya atau dimungkinkan hanya titik itu sendiri disebut sebuah lintasan.

Quiver Q mendefinisikan semua lintasan dalam quiver Q yang dinotasikan

dalam Path(Q). Jika himpunan semua lintasan dalam Path(Q) diberikan suatu

definisi operasi perkalian, himpunan tersebut akan membentuk suatu struktur

semigrup. Struktur semigrup Path(Q) dan sebarang lapangan K akan membentuk

strukur baru disebut semigrup lapangan yang dinotasikan dengan KPath(Q) atau
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ditulis secara sederhana dengan KQ. Semigrup lapangan ternyata merupakan

sebuah K-aljabar.

Semigrup yang terbentuk dari quiver dan sebarang lapangan K akan

membentuk struktur yang dinamakan aljabar lintasan atas lapangan. Tentunya

struktur ini sangat dipengaruhi oleh struktur quivernya.

Seperti halnya K-aljabar, aljabar lintasan juga memiliki sifat-sifat tertentu.

Pengembangan dari sifat aljabar dan quivernya sehingga terdapat sifat-sifat yang

dimiliki oleh aljabar lintasan atas lapangan serta representasi quivernya

(Kurniawan, Indah Emilia , 2012). Barangkat dari sifat aljabar, aljabar lintasan

memiliki perluasan yang disebut aljabar lintasan Leavitt, dari keduanya dapat

dilihat sifat kesemiprimaannya. Sifat kesemiprimaan ini disebabkan karena sifat

struktur aljabarnya yang memiliki sifat non-degenerate (Molina , 2009). Aljabar

lintasan dan aljabar lintasan Leavitt diperumum dengan aljabar lintasan dan

aljabar lintasan Leavitt atas ring komutatif. Sifat kesemiprimaannya ternyata dapat

dilihat dari ideal nolnya yang memiliki sifat semiprima pula, dengan demikian

sifat ini benar-benar dipengaruhi oleh struktur quivernya (Wardati,2017).

Termotivasi dari penelitian yang telah dilakukan sebelumnya dalam

penelitisn Molina pada tahun 2009 dan Wardati pada tahun 2017, penelitian ini

akan membahas kesemiprimaan aljabar lintasan atas lapangan. Pada penelitian ini

akan melakukan pendekatan dengan melihat ideal-ideal pada aljabar lintasan,

dengan begitu ideal nol yang semiprima menyebabkan aljabar lintasannya

memiliki sifat semiprima.

1.2. Batasan Masalah

Pembatasan masalah dalam suatu penelelitian diperlukan untuk membatasi

permasalahan dari objek penelitian yang dilakukan. Hal ini bertujuan untuk
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memfokuskan arah pembahasan objek penelitian. Berdasarkan latar belakang di

atas, penelitian ini akan difokuskan pada kesemiprimaan aljabar lintasan atas

lapangan, dengan mempelajari ideal-ideal yang semiprima.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah, selanjutnya akan

dirumuskan permasalahan sebagai berikut :

1. Bagaimana konsep aljabar lintasan atas lapangan dan sifatnya berdasarkan

struktur quivernya?

2. Bagaimana syarat perlu dan cukup kesemiprimaan aljabar lintasan atas

lapangan dilihat dari struktur quivernya?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengetahui konsep aljabar lintasan atas lapangan dan sifatnya berdasarkan

struktur quivernya.

2. Mengetahui syarat perlu dan cukup kesemiprimaan pada aljabar lintasan

dilihat dari struktur quivernya.

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Memberikan pengetahuan tentang konsep aljabar lintasan atas lapangan.

2. Sebagai tambahan literasi bidang aljabar di UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta.
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1.6. Tinjauan Pustaka

Referensi utama penelitian ini adalah buku berjudul ”Elements of the

Representation Theory of Associative Algebras. Volume 1. Techniques of

Representation Theory” yang disusun oleh Ibrahim Assem dkk pada tahun 2006.

Buku ini membahas struktur yang ada pada aljabar. Penulis mengacu pada

Chapter 1 : Algebras and Module dan Chapter 2: Quiver and Algebras.

Aljabar lintasan atas lapangan memiliki sifat-sifat seperti K-aljabar. Selain

itu teori representasi dapat menjadi bahasan dalam representasi quiver pada aljabar

lintasannya (Kurniawan, Indah Emilia,2012).

Kesemiprimaan pada aljabar lintasan atas lapangan menjadi bagian yang

dibahas dalam jurnal yang berjudul ”Algebras of Quotiens of Path Algebra”.

Jurnal ini (Molina , 2009) membahas aljabar faktor pada aljabar lintasan,

kesemiprimaan aljabar lintasan Leavitt dan aljabar lintasan atas lapangan.

Kesemiprimaan dilihat dari sifat aljabar yang non-degenerate, sehingga dapat

ditemukan syarat perlu dan cukup suatu aljabar lintasan atas lapangan memiliki

sifat semiprima (Molina,2009). Mercedes Siles Molina membahas ideal IH dalam

aljabar lintasan leavitt atas lapangan yang dibentuk oleh subhimpunan vertex H

yang herdediter, dimana berlaku IH = IH̄ , dengan H̄ merupakan penyaturasi dari

H .

Ideal IH dalam aljabar lintasan Leavitt atas lapangan dapat diperumum dan

digunakan dalam aljabar lintasan atas ring komutatif. Penelitian yang berjudul

”Kesemiprimaan Aljabar Lintasan dan Aljabar Lintasan Leavitt” (Wardati, 2017)

membahas aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt yang diperumum menjadi

aljabar lintasan atas ring komutatif dengan elemen satuan. Layaknya K-aljabar,

aljabar lintasan dapat dilihat ideal-ideal yang membangunnya (Wardati , 2017).

Penelitian ini membahas ideal IH dalam aljabar lintasan yang memiliki sifat
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semiprima. Ideal nol yang semiprima berakibat adanya syarat perlu dan cukup

aljabar lintasan atas ring komutatif memiliki sifat semiprima.

Terinspirasi dari referensi-referensi di atas, penelitian ini akan membahas

tentang kesemiprimaan aljabar lintasan atas lapangan dan quiver yang

membangunnya. Pertama akan dibahas ideal IH dalam aljabar lintasan atas

lapangan yang dikontruksi dari subhimpunan vertex yang herediter, setelah itu

dibahas adanya syarat perlu dan cukup suatu ideal yang semiprima pada alajabar

lintasan atas lapangan. Ideal nol yang semiprima akan mengakibatkan syarat perlu

dan cukup suatu alajabar lintasan atas lapangan bersifat semiprima.

1.7. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi litaratur.

Pengumpulan dan pembahasan dikumpulkan dari berbagai macam literatur yang

berkaitan mulai dari definisi, pembuktian teorema dan lema serta contoh yang

bersumber dari buku, jurnal, thesis, catatan perkuliahan hingga internet. Penelitian

juga dilakukan dengan diskusi bersama peneliti-peneliti yang berhubungan dengan

aljabar lintasan atas lapangan.

Penelitian akan membahas aljabar atas lapangan dan semigrup lapangan

sebagai motivasi terbentuknya aljabar lintasan atas lapangan. Aljabar lintasan atas

lapangan dari struktur quivernya memiliki sifat-sifat tertentu dan akan dibahas

ideal-ideal semiprima yang dikontruksi dari subhimpunan verteks yang herediter.

1.8. Sistematika Penulisan

Bagian ini berisi tentang paparan garis-garis besar isi tiap bab. Penyusunan

pada penelitian dibagi dalam lima bab yang disusun secara runtut dan sistematis.

Berikut rincian dalam setiap bab akan dijelasakan secara umum
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1. BAB I (Pendahuluan): Bab ini membahas tentang latar belakang masalah,

batasan masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,

tinjauan pustaka, metode penelitian dan sistematika penulisan.

2. BAB II (Dasar Teori): Bab ini membahas teori-teori dasar yang digunakan

dalam pembahasan mulai dari beberapa teori dalam graf, struktur aljabar dari

grup, ring hingga lapangan serta ruang vektor.

3. BAB III (K-aljabar dan Semigrup Lapangan): Bab ini membahas teori

lanjutan terbentuknya aljabar lintasan atas lapangan. Bab ini membahas

K-aljabar dan semigrup lapangan.

4. BAB IV (Kesemiprimaan Ideal dalam Aljabar Lintasan Atas Lapangan):

Bab ini merupakan isi dari penelitian. Bab ini membahas tentang quiver,

aljabar lintasan atas lapangan, ideal pada aljabar lintasan atas lapangan,

kesemiprimaan aljabar lintasan berdasarkan struktur quivernya. Akan

disertakan pula contoh sebagai ilustrasi.

5. BAB V (Penutup) : Bab ini merupakan penutup dari penelitian, berisi tentang

kesimpulan dari penelitian dan saran bagi pembaca.



BAB V

PENUTUP

Pada bab ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat diambil

berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

5.1. Kesimpulan

Aljabar lintasan KQ atas lapangan K dikontruksi oleh himpunan semua

lintasan dari quiver Q dengan sebarang lapangan K yang membentuk semigrup

lapangan. Semigrup lapangan merupakan suatu aljabar atas lapangan K atau

K-aljabar, sehingga suatu aljabar lintasan merupakan suatu struktur aljabar.

Layaknya aljabar atas lapangan K memiliki ideal pembangun, aljabar lintasan atas

lapangan KQ pun memiliki ideal pembangun. Ideal dalam aljabar lintasan disebut

ideal panah. Ideal panah dalam aljabar lintasan atas lapangan dapat diperumum

menjadi ideal IH , yaitu ideal yang dikontruksi dari subhimpunan herediter dalam

Q0.

Ideal IH yang bersifat semiprima pada aljabar KQ mengakibatkan adanya

syarat perlu dan cukup suatu ideal semiprima pada aljabar lintasan atas lapangan.

Diberikan aljabar lintasan atas lapangan KQ dan subhimpunan herediter H ⊂ Q0.

Ideal IH ⊆ KQ adalah ideal semiprima jika dan hanya jika untuk setiap lintasan µ

dengan t(µ) ∈ M dimana M = Q0 \ H , terdapat v ∈ Path(Q) sedemikian

sehingga t(µ) = s(v) dan s(µ) = t(v). Ideal nol yang semiprima pada aljabar

lintasan atas lapangan mengakibatkan adanya syarat perlu dan cukup

kesemiprimaan aljabar lintasan atas lapangan. Aljabar lintasan atas lapangan KQ
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semiprima jika dan hanya jika untuk setiap lintasan µ terdapat lintasan α

sedemikian hingga t(µ) = s(α) dan s(µ) = t(α).

SSyarat perlu dan cukup kesemiprimaan aljabar lintasan atas lapangan

yang dilihat dari sifat aljabar yang non-degenerate sama dengan syarat perlu dan

cukup kesemiprimaan yang diakbatkan oleh ideal nol yang semiprima. Hal ini

menunjukan bahwa kesemiprimaan suatu aljabar lintasan atas lapangan dapat

dilihat melalui ideal nolnya semiprima. Selain itu ideal-ideal dalam aljabar

lintasan atas lapangan yang dikontruksi dari subhimpunan herediter dapat dilihat

pula kesemiprimaannya.

5.2. Saran

Penelitian ini masih berada dalam lingkup kecil penelitian dalam aljabar

lintasan. Aljabar lintasan merupakan objek kajian struktur aljabar yang masih

sangat luas untuk diteliti. Aljabar lintasan dapat diperumum lagi menjadi aljabar

lintasan leavitt. Objek kajian dapat dikembangkan pada aljabar lintasan leavitt,

ideal admisible pada aljabar lintasan dan masih banyak lagi.
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