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"Hai  orang-orang  beriman  apabila  dikatakan  kepadamu
”Berlapang-lapanglah dalam majlis”, maka lapangkanlah niscaya Allah akan
memberi kelapangan untukmu. Dan apabila dikatakan : ’Berdirilah kamu”, maka
berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di
antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. Dan

Allah Maha Mengetahui apa yang kamu kerjakan.”(QS. Al Mujadilah:11)
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"Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan.”(QS. Al Insyirah:6)
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”Sebaik-baik manusia adalah orang yang paling bermanfaat bagi
manusia.”(HR. Thabrani dan Daruquthni)

"Adigang, adigung, adiguna.”

”Struggle that you today is the single way to build a better future.”

”When you want to give up, look at back and then see how far you have climbed

to reach your goals.”
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INTISARI

Perhitungan Nilai Eigen dan Vektor Eigen pada Matriks Invers Monge
dalam Aljabar Maks-plus

Oleh

Syakila Bardiati
15610056

Matriks invers Monge dan matriks Monge diambil dari nama seorang
Matematikawan Prancis yaitu Gaspard Monge. Gaspard Monge meneliti suatu
permasalahan dalam transportasi. Pada penelitian ini perhitungan nilai eigen dan
vektor eigen pada matriks invers Monge dengan menggunakan operasi aljabar
maks-plus. Aljabar maks-plus merupakan himpunan R, = R U —oo dengan
operasi a © b = maks(a,b) dana ® b = a + b.

Perhitungan nilai eigen dan vektor eigen pada matriks invers Monge tidak
dapat menggunakan cara seperti aljabar linear biasa.  Pada penelitian ini
perhitungan nilai eigen pada matriks invers Monge dalam aljabar maks-plus
dengan menggunakan bobot maksimum sirkuit rata-rata. Bobot maksimum sirkuit
rata-rata yang dihasilkan sama dengan nilai eigen dari matriks yang
direpresentasikan ke dalam suatu graf. Perhitungan vektor eigen pada matriks
invers Monge dalam aljabar maks-plus dengan menggunakan perhitungan yang
dimulai dari A,, kemudian dihitung A7 dan terakhir dihitung A}. Kolom dari
matriks A} akan menghasilkan vektor eigen dari matriks A yang bersesuaian
dengan .

Kata kunci : Aljabar maks-plus, nilai eigen, vektor eigen, matriks Monge,
matriks invers Monge, bobot maksimum sirkuit rata-rata

XV



BAB1

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan cabang ilmu pengetahuan eksak yang digunakan
hampir pada semua bidang ilmu pengetahuan. Pembagian cabang matematika di
perguruan tinggi meliputi analisis, aljabar, statistika, matematika terapan, aktuaria,
matematika keuangan, matematika komputasi dan geometri. Ilmu aljabar adalah
salah satu cabang matematika yang memperlajari sistem matematika yakni suatu
sistem yang dibentuk dari himpunan atau beberapa yang memenuhi
aksioma-aksioma. Dalam cabang ilmu aljabar terdapat beberapa teori, salah

satunya aljabar maks-plus [Wibowo, 2014].

Pada penelitiaan ini akan membahas perhitungan nilai eigen dan vektor eigen
pada matriks Monge dalam aljabar maks-plus. Nilai eigen adalah nilai karakteristik
dari suatu matriks berukuran n x n dan vektor eigen adalah vektor kolom bukan
nol yang jika dikalikan dengan suatu matriks berukuran n X n akan menghasilkan
vektor lain yang memiliki nilai kelipatan dari vektor eigen itu sendiri [Subiono,

20135]).

Untuk memperoleh nilai eigen dari matriks A, n x n, dapat ditulis kembali
Ax = Az. Jika matriks A berukuran n x n maka matriks pada kedua ruas harus
berukuran n x n. Pada persamaan tersebut ruas kanan hanya terdapat skalar dan
vektor eigen maka diberikan suatu matiks / menjadi Az = A\[x. Kemudian kedua
ruas dikurangi Ax menjadi (\/z — Ax) = 0. Sehingga diperoleh (\] — A)x = 0.
Agar \ dapat menjadi nilai eigen, harus terdapat satu solusi taknol dari persamaan
tersebut. Untuk mendapatkan solusi taknol, det(A\I — A) = 0. Apabila diperluas
lagi, determinan det(\] — A) = 0 adalah sebuah polinomial p dalam variabel \

yang disebut polinomial karakteristik. Jika matriks A berukuran n x n, maka



polinomial karakteristik A memiliki derajat n dan koefisien variabel \" adalah 1.
Bentuk polinomial dari sebuah matriks n X n adalah
p(A) = det(A — A) = X" + CLA" ! 4+ CoA™! + (). Berdasarkan persamaan
karakteristik diperoleh \* + C;A"! + CoA*! + (€, = 0 memiliki
sebanyak-banyaknya n solusi yang berbeda, sehingga sebuah matriks n x n

memiliki sebanyak-banyaknya n nilai eigen yang berbeda [Anton H,| 2005].

Pada penelitian ini perhitungan nilai eigen dan vektor eigen suatu matriks
dengan menggunakan operasi aljabar maks-plus. Aljabar maks-plus merupakan
himpunan R, = R U —oo dengan operasi a ® b = maks(a,b) dan a ® b = a + b.
Perhitungan nilai eigen dan vektor eigen suatu matriks dalam aljabar maks-plus
tidak dapat dicari dengan menggunakan cara pada aljabar linear biasa. Hal ini

disebabkan karena matriks dalam aljabar maks-plus tidak mempunyai invers.

Matriks yang akan dihitung nilai eigen dan vektor eigennya adalah matriks
invers Monge. Pada penelitian ini tidak hanya mengetahui sifat-sifat matriks invers
Monge tetapi juga matriks Monge. Matriks invers Monge dan matriks Monge
diambil dari nama seorang Matematikawan Prancis yaitu Gaspard Monge.
Gaspard Monge meneliti suatu permasalahan dalam transportasi. Gaspard Monge
ingin membagi dua volume sama besar menjadi bagian-bagian kecil kemudian
menghubungkan satu sama lain. Sama halnya dengan matriks lain dalam aljabar
maks-plus, matriks invers Monge dalam aljabar maks-plus juga tidak mempunyai
invers. Akibatnya nilai eigen tidak dapat dicari dengan menggunakan cara pada
aljabar linear biasa. Pada penelitian Gavalec dan Pavka, nilai eigen pada matriks
invers Monge dalam aljabar maks-plus dapat dihitung dengan menggunakan

kompleksitas algoritma 0(n?) [Burkard, 1996].

Pada penelitian ini membahas nilai eigen pada matriks invers Monge dalam
aljabar maks-plus dengan menggunakan bobot maksimum sirkuit rata-rata.
Perhitungan bobot maksimum sirkuit rata-rata dimulai dari merepresentasikan
matriks ke dalam bentuk graf. Suatu matriks dapat direpresentasikan ke dalam graf

ataupun sebaliknya. Graf yang mempunyai sirkuit rata-rata akan menghasilkan



bobot maksimum sirkuit rata-rata dengan operasinya aljabar maks-plus. Bobot
maksimum rata-rata adalah bobot maksimum dari himpunan semua sirkuit
rata-rata. Bobot maksimum sirkuit rata-rata yang dihasilkan sama dengan nilai
eigen dari matriks yang direpresentasi ke dalam suatu graf. Perhitungan vektor
eigen pada matriks invers Monge dalam aljabar maks-plus dengan menggunakan
perhitungan yang dimulai dari A,, kemudian dihitung A} dan terakhir dihitung
A3. Kolom dari matriks A} akan menghasilkan vektor eigen dari matriks A yang

bersesuaian dengan A [[Subiono,| 2015].

Aljabar maks-plus sudah diteliti oleh beberapa ilmuwan. Pada penelitian
Subiono menyatakan bahwa metode untuk perhitungan nilai eigen dengan
menggunakan metode bobot maksimum sirkuit rata-rata pada suatu graf. Graf
tersebut merupakan representasi dari suatu matriks (irreducible) berukuran n X n.
Selanjutnya pada penelitian Imaev dan Judd dapat menunjukkan bagaimana cara
perhitungan nilai eigen dan vektor eigen pada matriks invers Monge dengan
menggunakan algoritma. Berdasarkan latar belakang tersebut, peneliti tertarik
untuk melakukan penelitian lebih lanjut mengenai perhitungan nilai eigen dan

vektor eigen pada matriks invers Monge dalam aljabar maks-plus.

1.2. Rumusan Masalah
1. Bagaimana sifat-sifat matriks Monge dan matriks invers Monge?

2. Bagaimana perhitungan nilai eigen pada matriks invers Monge dalam aljabar

maks-plus?

3. Bagaimana perhitungan vektor eigen pada matriks invers Monge dalam

aljabar maks-plus?

1.3. Batasan Masalah

Perhitungan nilai eigen dan vektor eigen pada matriks invers Monge dalam

penelitian ini dibatasi hanya pada matriks berukuran 3 x 3.



1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah :

1. Mengetahui sifat-sifat matriks Monge dan matriks invers Monge.

2. Menentukan perhitungan nilai eigen pada matriks invers Monge dalam aljabar

maks-plus.

3. Menentukan perhitungan vektor eigen pada matriks invers Monge dalam

aljabar maks-plus.

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaatnya adalah :

1. Manfaat bagi peneliti adalah menambah pengetahuan dan meningkatkan
pembelajaran tentang sifat-sifat matriks Monge dan matriks invers Monge,
perhitungan nilai eigen dan vektor eigen pada matriks invers Monge

khususnya dan matriks-matriks lain pada umumnya.

2. Manfaat bagi pembaca adalah menambah wawasan dan pengetahuan baru
tentang macam lain dari jenis-jenis matriks yaitu matriks Monge dan Invers
Monge serta perhitungan nilai eigen lain dengan menggukan bobot

maksimum sirkuit rata-rata.

3. Manfaat bagi lembaga adalah menambah rujukan penelitian dan bahan

pustaka dalam bidang aljabar.

1.6. Metode Penelitian

Pada penelitian ini penulis menggunakan metode studi literatur. Studi literatur
diambil dari buku-buku referensi, jurnal-jurnal terkait topik penelitian yaitu:
struktur aljabar maks-plus, aljabar maks-plus dan sifat-sifatnya,matriks dalam

aljabar maks-plus, matriks Monge dan matriks invers Monge, bobot maksimum



sirkuit rata-rata, nilai eigen dan vektor eigen pada matriks invers Monge dalam

aljabar maks-plus. Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah :

1. Membabhas struktur aljabar yang merupakan konsep dasar dari aljabar maks-

plus.

2. Membabhas sifat-sifat aljabar maks-plus yang akan digunakan untuk operasi

perhitungan nilai eigen dan vektor eigen.

3. Membahas graf dalam aljabar maks-plus yang merupakan representasi dari

suatu matriks.
4. Membabhas sifat-sifat matriks dalam aljabar maks-plus.

5. Mengetahui sifat-sifat matriks invers Monge sekaligus matriks Monge.

1.7. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan pada penelitian ini yaitu pada bab 1 berisi pendahuluan,

bab 2 berisi dasar teori, Bab 3 berisi pembahasan, Bab 4 berisi kesimpulan.

1. Bab 1 : Pendahuluan
Pada Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah

tujuan, manfaat, metode penelitian dan sistematika penulisan.

2. Bab 2 : Dasar Teori
Pada bagian ini akan membahas landasan teori yang akan menjadi dasar pada
pembahasan di Bab 3 yaitu Struktur aljabar, Aljabar maks-plus dan sifat-sifatnya,

Graf dalam aljabar maks-plus, Matriks dalam aljabar maks-plus.

3. Bab 3 : Pembahasan
Pada bab ini akan menjelaskan permasalahan pada penelitian ini yaitu matriks
Monge dan matriks invers Monge, bobot maksimum sirkuit rata-rata, nilai eigen

dan vektor eigen matriks invers Monge.



4. Bab4:
Pada bab ini berisi tentang kesimpulan dari penulisan yang telah dilakukan dan

saran dari penulis untuk pengembangan penelitian yang dilaksanakan.



BAB IV

PENUTUP

Pada bab ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat diambil

berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

4.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil penulis setelah menyelesaikan pembuatan

skripsi ini adalah :

1. Sifat-sifat matriks Monge dan matriks invers Monge mempunyai kesamaan,
perbedaanya perkalian dua matriks Monge tidak menghasilkan matriks
Monge sedangkan perkalian dua matriks invers Monge menghasilkan

matriks invers Monge juga.

2. Nilai eigen dari suatu matriks invers Monge merupakan bobot maksimum
sirkuit rata-rata dari suatu graf yang merepresentasikan matriks invers Monge

tersebut.

3. Vektor eigen dari suatu matriks merupakan kolom dari matriks AY yang

bersesuaian dengan .

4.2. Saran

Setelah setelah menyelesaikan pembuatan skripsi ini  penulis ingin

menyampaikan beberapa saran.

1. Penelitian ini hanya dibatasi pada perhitungan nilai eigen dan vektor eigen
pada matriks invers Monge. Diharapkan ada penelitian untuk perhitungan

nilai eigen dan vektor eigen pada matriks lainnya.
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2. Pada penelitian ini hanya membahas contoh perhitungan nilai eigen dan
vektor eigen pada matriks invers Monge. Penulis menyarankan untuk

melakukan penelitian terhadap terapan dari perhitungan tersebut.
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