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Abstract
Let R be any ring with identity 1, o; be an endomorphism of R and §; be a o;-
derivation. The skew polynomial ring over R in an indeterminate x;, denoted by R[x;; 07, 81], is
the set of polynomials a,x] + a,_,x} ! + -+ a, where a; € R with multiplication rule
xia = gy(a)x; + 6;(a) forall a € R. In this paper, it will be proved an automorphism o, on the
skew polynomial ring R[xy; g1, 61], such that with that automorphism we can construct a iterated
skew polynomial ring with variabel x; and x; i.e., R[x;; oy, 8;][x; 03]

Keywords: automorphism, ring, iterated, skew, polynomial.

A. PENDAHULUAN

Gelanggang polinom miring dengan gelanggang tumpuan gelanggang R, disimbol
R[x; o,6], adalah gelanggang yang terdiri dari polinom-polinom a,x™ + a,_;x™® ! + - +
ay dengan aturan perkalian yang tidak bersifat komutatif. Dalam gelanggang polinom miring
R[x; o,8], aturan perkalian adalah xa = o(a)x + 6(a) untuk setiap a € R.  Karena
gelanggang polinom miring juga merupakan gelanggang, maka gelanggang polinom miring
R[x; o, 8] tentu saja bisa dijadikan sebagai gelanggang tumpuan dari gelanggang polinom
miring yang baru.

Misalkan gelanggang polinom miring R[x;;01,6:] akan dijadikan gelanggang
tumpuan dari suatu gelanggang polinom miring, maka dikonstruksi endomorfisma o, dan
o, -derivatif &, pada R[x;;0q,8;]. Dari sini diperoleh gelanggang polinom miring atas
R[xy; 0y, 61] dalam variabel x,, R[xy; 01, 81][x2; 02, 82], VYaitu gelanggang polinom yang
terdiri dari polinom-polinom a,, (x)x% + a,_; (x))x3 ™1 + -+ ap(x;) dengan a;(x;) €
R[xy; 04,61] , aturan penjumlahan standar, dan aturan perkalian x,a(x;) = g,(a(x1))x; +

&,(a(x;)) untuk setiap a(xq) € R[xy;0¢,8;] . Gelanggang polinom  miring
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R[xq; 0y, 61][x2; 02, 8,] disebut gelanggang polinom miring bersusun. Leroy dan Matczuk
(2011) memberikan syarat cukup dan perlu bentuk perancangan endomorfisma a,. Namun
demikian, mereka tidak memberikan uraian pembuktiannya. Paper ini akan menyajikan

uraian pembuktian lengkap tentang syarat cukup dan perlu tersebut.

B. METODOLOGI

Penelitian ini bersifat pengembangan teori keilmuan (Matematika Aljabar) dengan
fokus kajiannya pembangunan teori-teori gelanggang polinom miring. Oleh karena itu,
metode yang digunakan untuk menyelesaikan permasalahan pada penelitian ini adalah suatu
metode yang mengacu pada langkah-langkah penelitian teoritik. Lebih jelasnya, penelitian ini
akan menggunakan pendekatan eksploratif dan adaptasi. Khususnya, dalam hal ini akan
dimanfaatkan pengetahuan yang peneliti miliki dari penelitian-penelitian sebelumnya dan

hasil-hasil lain yang telah ada di letratur.

C. HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Beberapa Pengertian dan Notasi

Cara mengkonstruksi gelanggang polinom miring dan pengertian gelanggang polinom miring
yang diuraikan berikut dapat dibaca pada Goodearl dan warfield (1989:8) dan Mc Connel
dan Robson (1987:15). Pada bagian ini akan diuraikan beberapa pengertian dan notasi yang
akan digunakan pada bagian pembahasan.

3.1.1 Gelanggang Polinom Miring

Misalkan R suatu gelanggang, ¢ suatu endomorfisma di R, dan § suatu o-derivatif, yaitu:

1. 6 suatu endomorfisma grup di R.

2. 8(ab) = d(a)5(b) + 6(a)b untuk setiap a,b € R.
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Gelanggang polinom miring R[x; o,8] dalam variabel tak diketahui x berisi semua polinom
dengan koefisien di R yang memenuhi aturan perkalian sebagai berikut: untuk setiap a € R
berlaku xa = o(a)x + §(a). Untuk kasus khusus dimana § = 0, gelanggang polinom miring
R[x; o,6] ditulis R[x; a]. Sedangkan untuk kasus dimana R sendiri sudah merupakan
gelanggang polinom miring, R[x; o,8] disebut gelanggang polnom miring bersusun.

Pengertian gelanggang polinom miring bersusun diambil dari Cohn (1995:78).

Contoh 1 [Amir, 2012]

Misalkan R = Z + Z+/—5. Automorfisma o pada R didefinisikan sebagai o (a + bV=5) =
a —bv=5 untuk setiap a + bv—5 € R. Selanjutnya pemetaan & didefinisikan sebagai
§(a + bv=5) = b untuk setiap a + bv/=5 € R. Pemetaan & yang didefinisikan seperti ini

memenuhi syarat o —derivatif. Dengan demikian, R[x; o, 8] merupakan suatu gelanggang

polinom miring.

3.2 Hasil Penelitian dan Pembahasan

Gelanggang polinom miring yang akan dibahas adalah gelanggang polinom miring
yang dibentuk dari gelanggang polinom miring yang lain atau dengan kata lain, gelanggang
polinom miring bersusun. Dari definisi gelanggang polinom miring terlihat bahwa
pembentukan gelanggang tersebut ditentukan oleh endomorfisma pada gelanggang
tumpuannya. Oleh karena itu, penelitian ini membuktikan endomorfisma (dalam kasus ini
automorfisma) pada gelanggang polinom miring. Hasil berikut ini menunjukkan bahwa
automorfisma pada suatu gelanggang dapat dikembangkan menjadi automorfisma pada
gelanggang polinom miring yang menggunakan gelanggang tersebut sebagai gelanggang
tumpuan. Proses pembuktian berikut menggunakan pengertian endomorfisma atau

automorfisma. Pengertian tengtang hal ini diperoleh dari Fralegh (1994:191).
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Lema 3.1
Misalkan o1, g, adalah automorfisma dan &; adalah oy -derivatif pada gelanggang R dan
misalkan 1 € R mempunyai invers. Automorfisma o, pada gelanggang R  dapat
dikembangkan menjadi automorfisma pada gelanggang R[xq; gy, ;] dengan menetapkan
0,(x1) = Ax, jika dan hanya jika 0,0, (r) = doy0,(r)A™! dan 0,6,(r) = 18,0,(r) untuk
setiap r € R.
Bukti:
Untuk menunjukkan bahwa o, adalah automorfisma gelanggang R[x;;01,61], akan
ditunjukkan bahwa untuk setiap p(x1), q(x1) € R[x1; 01,61] berlaku:

() oz (p(x1) + q(x1)) = 02(p(x1)) + 02(q(x1))

(i) o2 (P(x1)q(x1)) = 02(p(x1))02(q(x1)).

(ili) g, merupakan pemetaan satu-satu.

(iv) g, merupakan pemetaan pada.
(). Pembuktian (i) tidak disajikan karena langkah pembuktiannya cukup sederhana.
(if). Untuk pembuktian bagian (ii), sebagai langkah pertama, dimisalkan s(x;) = ax; + b
dan t(x;) = cx; +d. Menggunakan aturan perkalian dalam gelanggang polinom miring
R[xy; 0y,6,], diperoleh
s(xy)t(xy) = (axy + b)(cxy + d)

= alo1(c)x; +61(c)]x; + bexy + aloy(d)x; + 6,(d)] + bd
= ao;(c)x? + aé,(c)xy + bexy + aoy(d)x; + ad,(d) + bd.

Dengan demikian,
oz [s(x)t(x1)] =
o,lao(c)x} + ad,(c)xy + bexy + aoy(d)x; + ad;(d) + bd] =
0,(@)a, (01 (NAo;(Dxf + 02(a)az(01())A8; (M) x4

t+ay(a)a, (6,(c)) Axy + a3(b)o, (¢) Ax,
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+ ay(a)a; (01 (d)Axy + 03 (@)ay (81(d)) +az(B)ay (d). . . . . . . . (D).
Pada sisi lain,
0,[s(x1)] = a5(ax; + b) = 0,(a) Ax; + 03(b), dan
o, [t(x)] = 03 (cxy + d) = 0,(c) Axy + a3(d).
Sehingga, menggunakan aturan perkalian dalam gelanggang polinom mring R[xy; o, 61],
diperoleh berikut.
a3 [s(x)] 0, [t(x)] = 05(ax; + b) o3 (cx; + d)
= [o3(a) Axy + a,(B)][03(c) Ax; + 05(d)]
= 0,(a) Axy [05(c) Axy + ax(d)] + 03(b)[o,(c) Axy + 03(d)]
= 03(a) Ax05(c) Ax; + 03(a) Axy03(d) + 05(b)as(c) Axy + a5 (b) oy (d)
= 02(a) A [01(02(c) Dxf + 81(02(0) Dx1] + 02(a) Aoy (02())x1 + 81 (02(D))]
+ 05 (D)3 (¢) Axy + a5 (b)oy(d)

= 03(a) A 01(02(c)) a1 (D)} + [02(a) 201 (02(c))81(A) + 03(a) A 81 (02 (c))A]x,

+ [02(a) A 01(02(d))+ 02 (b) o, (€) A]xy

+[o2(a) 161(02(d)) + a3 (B)or ()] + « o o ().
Untuk langkah selanjutnya, perhatikan kondisi lema, yaitu o, (x;) = Ax; jika dan hanya jika
0,01(r) = A0,0,(r)A"" dan 0,8,(r) = 18,0,(r) untuk setiap r € R. Kondisi lema secara
implisit menegaskan bahwa:
0, (x}) = 03(x1) 02 (x1) = Ax) (Axy) = (01 (Dxy + 81(A))xy

= 2o (DxE + A8 (Dxq. . . 3)
Menggunakan kondisi lema dan persamaan (3), maka persamaan (2) menjadi seperti berikut.
0z[s(x)]oz[t(x1)] =
02(a) 02(01(c)) Aoy (D)xf + [02(a) 02(01(c))A8,(A) + 02(a) 62(81(c))A]x,

+ [02(a) 0,(01(d))A + 02(b)a,(c) A]xy
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+[02 (@) 02(81 (D) + 3, (B)a (D] + o o . (4).
Dari persamaan (1) dan (4) diperoleh
oy [s(x)t(x1)] = ox[s(x)]o[t(x)] . . . .. ..o L. . (5).
Selanjutnya, misalkan p(x;) = a,x + a,_x} 1+ ..+ ay  dan  q(xy) = b} +
bp_1xP" 1+ ..+ by. Karena polinom p(x;) dan q(x;) hanya merupakan perkalian
polinom-polinom yang berbentuk s(x;) dan t(x;) , maka menggunakan (5) dapat
disimpulkan bahwa o [p(x1)q(x1)] = o2[p(x1)]o2[q(x1)].
(iii). Dari sifat o,(x;) = Ax; diperoleh, jika o,(ax;) = g,(bx;), maka a = b. Dengan
dasar ini, maka dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa:

Jika 03 [p(x1)] = 02[q(x1)], maka p(x1) = q(xy).

(iii). Dari sifat o,(x;) = Ax; diperoleh, untuk ax; € R[x;;0y,6;], dapat dipilih
o7 (A 'a)x; € R[xy;04,68;] sedemikian sehingga o,( 05 1(A ta)x;) = ax;. Dengan
dasar ini, maka dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa:
Untuk setiap q(x;) € R[xy; 01, 841], dapat dipilih p(x;) € R[xy; gy,6;] sedemikian sehingga

o,(p(x1)) = q(xq). W

D. KESIMPULAN

Pembentukan gelanggang polinom miring sangat ditentukan oleh pembentukan
endomorfisma pada gelanggang tumpuan dari gelanggang polinom miring tersebut. Hal ini
berarti bahwa, pembentukan gelanggang polinom miring bersusun ditentukan oleh
pembentukan endomorfisma pada gelanggang polinom miring yang dijadikan gelanggang
tumpuan. Hasil pembuktian Lema 3.1 menunjukan bahwa endomorfisma (dalam kasus ini
adalah automorfisma) o, pada gelanggang R (gelangang biasa) dapat dikembangkan

menjadi automorfisma pada gelanggang R|[xq; o1,81] (gelanggang polinom miring) dengan
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kondisi tertentu. Dengan demikian, karena o, adalah automorfisma pada gelanggang

R[xy; 01, 61], maka dapat dibentuk gelanggang polinom miring bersusun R[xy; o1, 61][x2; 02].
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