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PERMAINAN DINAMIS LINEAR KUADRATIK BERJUMLAH NOL
LINGKAR TERTUTUP SISTEM DESKRIPTOR DAN

APLIKASINYA DALAM STABILISASI KEBIJAKAN FISKAL

Muhammad Wakhid Musthofa
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Abstrak

Dalam makalah ini dibahas syarat perlu dan cukup keberadaan solusi
keseimbangan titik pelana lingkar tertutup dari suatu permainan dinamis linear
kuadratik berjumlah nol dengan struktur informasi lingkar tertutup untuk
sistem deskriptor. Metode untuk mencari solusi keseimbangan titik pelana
tersebut adalah dengan mentransformasi permainan dinamis sistem deskriptor
menjadi permainan dinamis sistem biasa (sistem nonsingular) yang tereduksi
dengan menggunakan bentuk kanonik Weierstrass. Setelah tertransformasi
menjadi permainan dinamis sistem biasa, berikutnya akan diturunkan syarat
perlu dan cukup keberadaan keseimbangan titik pelana lingkar tertutup dengan
memanfaatkan hasil-hasil yang telah diperoleh pada sistem nonsingular.
Selanjutnya permainan dinamis linear kuadratik berjumlah nol tersebut akan
diaplikasikan untuk mendesain stabilisasi kebijakan fiskal suatu negara yang
tergabung dalam sebuah persekutuan dengan negara-negara yang lain dalam
suatu ikatan kerja sama. Hasil desain kebijakan fiskal merekomendasikan
kepada otoritas pengambil kebijakan fiskal untuk secepat mungkin bereaksi
terhadap segala gangguan fiskal dan menerapkan kebijakan ofensif.

Kata Kunci: permainan dinamis linear kuadratik berjumlah nol; struktur
informasi lingkar tertutup; sistem deskriptor, stabilisasi kebijakan fiskal.

A. PENDAHULUAN

Permainan dinamis adalah sebuah model matematika yang merepresentasikan suatu
konflik diantara berbagai pihak yang mengendalikan suatu sistem dinamik dan masing-
masing pihak berusaha meminimalkan fungsi ongkos mereka dengan memberikan
sebuah kendali pada sistem dinamik tersebut. Pihak yang dimaksud dalam hal ini dapat
berupa dapat berupa orang, organisasi maupun pemerintah. Beberapa subyek kajian yang
menerapkan konsep permainan dinamis diantaranya adalah persaingan antar perusahaan,
ilmu marketing, desain strategi perang, beberapa topik dalam manajemen sains (Haurie
dan Krwaczyk 2000).

Makalah ini mengkaji sebuah metode untuk mencari syarat perlu dan cukup
keberadaan solusi keseimbangan titik pelana lingkar tertutup dari suatu permainan
dinamis linear kuadratik berjumlah nol dengan struktur informasi lingkar tertutup untuk
sistem deskriptor. Studi tentang permainan dinamis untuk sistem deskriptor pertama kali
dipublikasikan oleh Gardner dan Cruz (1978). Mereka berdua meneliti sifat well-
posedness pada keseimbangan Nash lingkar tertutup dengan keberadaan perturbasi pada
sistem. Berikutnya, kajian pada sistem informasi lingkar terbuka dilakukan oleh
Engwerda dan Salmah (2009) sedangkan pada sistem informasi lingkar tertutup
dilakukan oleh Xu and Mizukami (1993, 1994a,b) and (Engwerda and Salmah 2012).
Dalam semua referensi tersebut pencarian solusi keseimbangan dilakukan secara
langsung tanpa melalui metode transformasi.
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Berbeda dengan metode yang telah ada sebelumnya, metode yang disajikan dalam
makalah ini adalah menggunakan transformasi untuk merubah permainan dinamis dari
sistem deskriptor ke sistem nonsinggular. Manfaat terbesar yang didapat melalui metode
ini adalah bahwa semua konsep dan teori yang telah berlaku pada sistem nonsingular
juga berlaku pada sistem deskriptor setelah ditransformasi.

Sistem deskriptor adalah generalisasi dari sistem biasa (sistem nonsingular). Sistem
ini memuat persamaan diferensial dan sekaligus persamaan aljabar. Banyak
permasalahan yang disajikan dalam sistem ini, diantaranya adalah proses-proses kimia
(Kumar dan Dauotidis 1996), sistem sirkuit listrik (Newcomb 1981, Newcomb dan
Dziurla 1989), sistem ekonomi (Luenberger 1977), interkoneksi antar sistem berskala
besar (Luenberger dan Arbel 1977, Singh dan Liu 1973), sistem pada teknik mesin
(Hemami dan Wyman 1979), sistem pembangkit daya (Scott 1979) dan sistem robot
(Mills dan Goldenberg 1989).

Makalah ini disajikan dengan runtutan alur sebagai berikut. Setelah pendahuluan,
bagian kedua dari makalah ini menyajikan formulasi masalah yang ingin diselesaikan
yang diikuti dengan memaparkan metode yang dipilih dan diakhiri dengan menyajikan
teorema syarat perlu dan cukup keberadaan solusi keseimbangan titik pelana lingkar
tertutup dari suatu permainan dinamis sistem deskriptor. Selanjutnya bagian ketiga
mengaplikasikan teorema yang telah dikonstruksikan pada masalah stabilisasi kebijakan
fiskal antara dua negara.

B. PEMBAHASAN
B.1. Formulasi Masalah

Permainan dinamis yang dibahas dalam makalah ini adalah permainan dinamis yang
didefinisikan pada sistem deskriptor

Ex(t)= Ax(1)+Bu, (¢t)+ Byu, (1), x(0)=x,.(1)

Pemain pertama berkeinginan untuk meminimalkan fungsi ongkos yang berbentuk
kuadratik

J(ul,uz)zT[xT(t)Qx(t)JruT(t)I_?lul (6)=w" () Ry (1) | dr . (2)

Sedangkan pemain kedua berkeinginan untuk meminimalkan fungsi ongkos —J(uj,u,)
dengan matriks-matriks £, 4 € RU*"7) rank(E)=n, B, e R""™ 4 etf, cR™, dan
i=1,2.

Dalam struktur informasi lingkar tertutup, diasumsikan masing-masing pemain
memberikan kendali pada sistem dalam bentuk kendali linear umpan balik yang
dinyatakan dengan

u; (1)=Fx(t), i=12, (3)

dengan F, adalah matriks kendali umpan balik untuk sistem (1). Lebih lanjut, kendali
umpan balik F; dibatasi pada kendali yang menstabilkan sistem untuk semua nilai awal
yang konsisten, yaitu matriks F = [F,T Ff ]T berada dalam himpunan
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F = {F |semua nilai eigen (£, 4+ BF ) stabil dan (E, 4+ BF )berindeks satu} . 4)

Untuk permainan dinamis (1,2) di atas, ingin dicari solusi keseimbangan titik pelana
lingkar tertutup yang didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 1. (Basar, Olsder [1999])Himpunan kendali yang diperkenankan’ (uik ,u;)

disebut keseimbangan titik pelana untuk dua pemain, dimana pemain pertama memiliki
fungsi ongkos J(uj,uy) dan pemain kedua —J(uu,), jika setiap kendali

(ul it ),(uik ,uz) € U, xU; memenuhi ketaksamaan berikut

J(ul*,uz)SJ(uf,u;)SJ(ul,u;). (5)

Masalah yang ingin diselesaikan dalam makalah ini adalah mencari syarat perlu dan
cukup keberadaan solusi keseimbangan titik pelana lingkar tertutup bagi permainan
dinamis (1,2) . Berikutnya, jika solusi tersebut ada maka akan dikarakterisasi himpunan

(ul,uz)eusxus yang memenuhi solusi tersebut. Selanjutnya, konstruksi solusi
keseimbangan titik pelana lingkar tertutup bagi permainan dinamis yang telah diturunkan
akan digunakan untuk mendesain strategi kebijakan fiskal pada suatu negara yang

tergabung dalam sebuah persekutuan dengan negara-negara yang lain dalam suatu ikatan
kerja sama.

B.2. Transformasi Permainan Dinamis Sistem Deskriptor ke Sistem Nonsingular

Ide untuk mendapatkan solusi keseimbangan titik pelana lingkar tertutup untuk
permainan dinamis sistem deskriptor (1,2) adalah dengan mentransformasi permainan
dinamis sistem deskriptor (1,2) ke dalam permainan dinamis sistem biasa (sistem
nonsingular). Berikut diberikan teorema dan lemma yang diperlukan untuk mencapai
tujuan tersebut.

Teorema 1. (Gantmacher, [1959])Jika sistem deskriptor (1) regular maka terdapat dua
matriks nonsingular X =[X, X,| dan Y=Y, Y,| sedemikian sehingga

A
Iy 0} dan YTAX{l 0}(6)
0 N

YTEX =
0 I,

dengan A, adalah matriks dalam bentuk Jordan yang elemen-elemennya nilai-nilai
eigen dari A, I, adalah matriks identitas dan N adalah matriks nilpoten juga dalam
bentuk Jordan.

Lemma 1. (Engwerda et al, [2009])Asumsikan pasangan matriks(E, A+ BF) regular

dan memiliki indeks satu. Maka untuk semua FeF, matriks G:=1+[B, B,]|FX,
invertibel.

Lemma 2. (De Carlo, Seeks,[1981])4Asumsikan CeR"™™ dan DeR™". Maka, dua hal
berikut dipenuhi:

1. Matriks I +CD invertibel jika dan hanya jika matriks 1, + DC invertibel.

*Sebuah kendali disebut diperkenankan (admissible) jika kendali tersebut mampu menstabilkan sistem
" "
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2. Jika matriks I, +CD invertibel maka matriks C(I,,+DC) "' =(I,+CD)" C.

Dengan menggunakan bentuk kanonik  Weierstrass  (Gantmacher [1959]),
diperolehterdapat dua matriks nonsingularXdanYsedemikian sehingga bentuk persamaan

(6) dipenuhi.Kemudian dengan mendefinisikan variabel state {xl(l)} =X _lx(t) dengan

x) (1)
x(t)eR"danx, (r)eR" maka permainan dinamis (1,2) mempunyai keseimbangan titik
pelana lingkar tertutup (uf (t)u;(t)) jika dan hanya jika(uf (t)u;(t)) merupakan

keseimbangan titik pelana lingkar tertutup bagi permainan dinamis yang didefinisikan
pada sistem dinamik

T8 T gy
()] X vy (7)

| X2 (0)

dengan fungsi ongkos kuadratik untuk pemain pertama diberikan oleh persamaan

o0

J () = [ {[x{ (t) (z)]xf@{xl ((’t))}ulf (¢) Ruat (1) =10y (£) Ry (1) [ (8)

0

Dari persamaan (7) dan berdasarkan Lemma 1 maka bentuk substate x, (t) menjadi
_ T kK 29 (t ) ©)
=-[0 1.]Y"[B Bz]{Fj[Xl XZ]L% Ol

Setelah beberapa langkah penyederhanaan dilakukan pada persamaan (9) didapat

xz(t)=—(1+[312 Bzz]FXz)il[Blz B22]FX1x1(t)(10)
=:Hx1(t).

Substitusikan persamaan (10) ke dalam permainan dinamis (7,8)didapat bahwa

(ul* (£),u5 (z)) adalah keseimbangan titik pelana lingkar tertutup bagi permainan dinamis

(1,2) jika dan hanya jika (uf (1),u (t)) adalah keseimbangan titik pelana lingkar tertutup

bagi permainan dinamis

{5 o

x(0)=[1, 0]xX 'x,,(11)

dengan fungsi ongkos bagi pemain pertama diberikan oleh persamaan
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J(a(r)wz(r))j{[xf (1) (f>HT]XTQXLfEt>tH

0

+[x1T (1) x{ (t)HT]XTFlT (t)RF; (t)XLIxEt()tI)LI}
_[xf (1) x (t)HT]XTFZT ()R, F, (t)XLIXEt()tL}dt
yang ekuivalen dengan

@[ 1" W[ F () B ()]

0O 0 0 i/ (12)
x| 0 R0 ||F() X{I}cl(t) dr.
0 0 -R | F()

J(R (1) F (1) =

O — 8

Selanjutnya didefinisikan notasi
F=FX ! (13)
TR g

maka permainan dinamis (11,12) dapat disajikan dalam bentuk

xl(z)=[,41+[3“ Bﬂ][?]]xl(t), 5 (0)=[7 0]x"x, (14)

2

dan

I
o0 o0 XM (15)
[0 R0 | F(t) |x(t)ar
0 0 -R,| Ft)

Selanjutnya, berdasarkan Lemma 2,

H :_(1+[B12 BZZ]FXz)il[Blz Bzz]FX1
=-[B, B,|F(I+X,[B, BZZ]F)fI X (16)
= (BuFI + Bzzﬁz )

Menggunakan hasil (16) maka didapat bahwa (Fl*,Fz*) adalah keseimbangan titik pelana

lingkar tertutup bagi permainan dinamis (11,12) jika dan hanya jika (E*,Fz*)adalah
keseimbangan titik pelana lingkar tertutup bagi permainan dinamis(14) dengan fungsi
ongkos bagi pemain pertama

|
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w 1
@B )= [l 01 A () B () 51((z)) x (1) fde (17)
0 F,(t

dengan
o vV W
M=\v" R, N
TN Ry,
dan

Dengan demikian telah ditunjukkan ekuivalensi permainan dinamis sistem deskriptor
(1,2) dengan permainan dinamis sistem nonsingular (tereduksi) (14,17).

Selanjutnya, hasil transformasi di atas akan digunakan untuk menentukan syarat
perlu dan cukup keberadaan keseimbangan titik pelana lingkar tertutup bagi permainan
dinamis (14,17). Berikut diberikan teorema yang menyajikan hal tersebut.

Teorema 2. Diberikan permainan dinamis linear kuadratik berjumlah nol lingkar
tertutup untuk sistem deskriptor (14,17) dengan x, e R” adalah sembarang nilai awal

1
yang konsisten. Diasumsikan sistem dapat distabilkan dan pasangan matriks [AI,Q2J

terdeteksi. Maka, permainan dinamis (14,17) mempunyai solusi keseimbangan titik
pelana lingkar tertutup jika dan hanya jika persamaan aljabar Riccati berikut

ATK + KA+ 0|V + KBy, W+K821]G;1[I7+KBM —(W+KBZI)]T =0 (18)

mempunyai solusi semi-definit positif yang menstabilkan K*. Lebih lanjut, bentuk
keseimbangan titik pelana lingkar tertutup diberikan oleh persamaan

F =F0"+2,(1-00%), (19

/

~ % ~ %

_B12Fi B B22F2

| .| Bk +VT

.. |=-G, m—. (20)

F, -Bj K} W
Dalam hal solusi keseimbangan titik pelana tersebut ada, maka nilai dari permainan
dinamis (14,17) diberikan oleh persamaan

dengan Z, eR™™, O=X { :I dan (FI*,I:“; ) diberikan oleh

L =xgx "1 o] K1 0]x'x,.

Bukti:
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Berdasarkan bentuk (19) dan (20), dapat dibuktikan bahwa (Fl*,F;) adalah

keseimbangan titik pelana lingkar tertutup bagi permainan dinamis (1,2) untuk setiap
nilai awal jika dan hanya jika (F1*aF2*) adalah keseimbangan titik pelana lingkar tertutup

bagi permainan dinamis (14,17). Lebih lanjut, (Fl*,Fz*) adalah penyelesaian dari

~ 1
persamaan F, = F X {H} . Sehingga solusi dari permainan dinamis (14,17) dikarakterisasi

oleh persamaan (19). Selanjutnya, berdasarkan Teorema 8.5 pada Engwerda (2005)
terbukti bahwa (Fl*,Fz*) adalah keseimbangan titik pelana lingkar tertutup bagi

permainan dinamis (14,17) jika dan hanya jika K" adalah solusi yang menstabilkan bagi
persamaan aljabar Riccati (18).

B.3. Aplikasi Permainan Dinamis pada Stabilisasi Kebijakan Fiskal

Diberikan permainan dinamis antara dua otoritas fiskal suatu negara yang
merepresentasikan interaksi kebijakan stabilisasi fiskal dalam kondisi dalam dua negara
tersebut telah diberlakukan secara penuh penerapan Economic and Monetary Union
(EMU) (Engwerda 2002). EMU adalah kesepakatan antar negara anggotanya untuk
mengatur regulasi kebijakan ekonomi dan fiskal secara bersama-sama yang
dimplementasikan dengan menyatukan mata uang antar negara anggotanya dan
mendirikan bank sentral yang mengatur kebijakan fiskal mereka. Model matematika
yang merepresentasikan perputaran ekonomi antara dua negara anggota EMU disajikan
oleh persamaan-persamaan berikut.

$(t)=dos (1) -1 (1) + 12 (¢)
yl(f)=bS(f)‘CiE(t)+af1(t)+§af2(t) (21)

ya (1) =bs(t)~ci (1) + 2 afi (1) + af (1)

Variabel s (t) mengukur nilai kompetisi negara satu dengan negara lainnya, f;(¢), i=1,2
adalah besarnya defisit fiskal riil yang dipatok oleh otoritas fiskal negara ke-i,
yl-(t), i=1,2 menyatakan output real bagi negara ke-i, dan i© (1) adalah nominal suku
bunga bersama. Kedua otoritas fiskal ingin menimimalkan fungsi kerugian bersama yang
diasumsikan berbentuk kuadratik terhadap laju inflasi ( p; (7)), output dan defisit fiskal

o0

IR = i 0+ 557 (1) 27 () e (22)
Jﬁz = %Z{ap% (t) + ﬂy% (t) + ;(fzz (t)}eigtdt .

Nilai & menyatakan laju penyesuaian waktu dan «,f, y merepresentasikan preferensi
bobot yang dipilih untuk menstabilkan secara berturut-turut inflasi, output dan defisit

fiskal.
[
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Selanjutnya, = dengan  mendefinisikan  variabel = state = yang  baru
T Lo E T . . Lo
' (0)=e 27 [s(t) (1) »(1) »2(r)] dan variabel kendali baru u(r):=e 2" £i(1)

1

——0t
danu,(t)=e 2 f>(¢), maka masalah minimisasi fungsi kerugian bersama (22) yang

terkait dengan sistem dinamik (21) dapat dinyatakan sebagai

0

1
minal

x(2)
1, (t)

dengan kendala persamaan dinamis

Ex(t)= Ax(t)+ By (1) +Bouy (1), x(0)=0(24)

dengan
1 0 00
01 00
E= , A=
0 0 00
0 0 0O
I ubz —ubc
—ub 2
M, = ubc  uc
Hab  —uac
| ruab  —ruab

Lab
—uac
pa* + y
rua’

0 0 O
—16’ 0 O
2

- -1 0
- 0 -1
ruab_
—ruab

r,ua2
rzyaz_

(el (1) uf ()M, | (o) |far (23)

Selanjutnya, dengan memilih dua matriks nonsingular

1 O
0 1
X =
b -
-b —c

dapat didefinisikan variabel state tereduksi yang baru {

dengan mengasumsikan bahwa uj(¢)=Fx()

0O 0 1 0 0
0O O 01 0
dan Y =
-1 0 0 0 1
0 -1 0 0 O

A h 3
0 O 0
VB , By = , and
a ra 1
ra a 1
0
0
0
1
x (z

( )]: X~'x(t). Kemudian,

Xy (t)

and u,(1)=Fpx(r) maka masalah

minimisasi fungsi kerugian bersama (21,22) dapat ditulis ulang sebagai

u;(

1

17 v o | §
m1t1)15£ ([ FOE M, ? x(¢) b dt
2

dengan kendala persamaan dinamis

(25)
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. F
xl (t)ZLAI +[B1 Bz]|:ﬁ1 :Dxl, xl (O):O (26)
2
S ;
ub —ubc uab ruab ~ ~ -
—ubc ? —pac  —ruab Qo Vou Wi
dengan M, = # a 5 # , |= V' R, N, dan
uab  —upac upa®+y rua TN ﬁzzr
| ruab  —rpab ruaz r2/1a2_
1
$h--0 0
4 = 2 1 & Untuk mengestimasi parameter-parameter dalam model (21,22)
0 ——0
2

diambil nilai-nilai yang digunakan oleh Engwerda et al, (2002) yaitu a =1.216, b =0.154
, c=08, @=1, pu=5.125, r=0444, y=25, ¢=0.192, ¢ =-0077, ¢ =1, and
ki ko
kia ko
persamaan aljabar Riccati (18) didapat sistem persamaan aljabar nonlinear sebagai
berikut

6=0.15. Dengan K :={ }, substitusikan nilai-nilai parameter di atas ke dalam

3.03—1.953k;; +2.393k; > — 2k; 127 =0
129.70k; | —1.05k; +2.39% k15 — 2k; tkypy =0

1958.30 —9.72k;5 — 0.15kyy +2.39k15% —2k;%y =0.

Dengan menyelesaikan sistem persamaan di atas didapat

1.95-a b
c

479-4
K= /]

b 6.67[%—E+1958.30j
C c C

dengan a=-25.19+24.22y, b=-253.05+129.69Va , ¢=(-035-2.30a)+(0.3-2Va)y ,

d =21795.97 -12947.57\/a —6636.03¢ dan e=2459.92-1263.41Ja sebagai solusi non-
negatif dari persamaan aljabar Riccati (20). Selanjutnya, dengan melakukan beberapa

~ %k

K
proses perhitungan diperoleh matriks-matriks , O dan O" berturut-turut sebagai
2y,
berikut
0
15* 21.959 -2115.310
ly, 0 1 " 0.088 0.001 0.190 -0.210
=122.569 -1654.924|, O= danO" =
FZ;/ 0 129 697 —38.753 3336.730 0.001 0 0.002 -0.002
& - .

-39.473 3025.659

Masukkan matriks-matriks di atas ke dalam persamaan (19) memberikan desain
kebijakan fiskal yang akan meminimalkan kerugian bersama kedua negara adalah
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Gambar 1 menyajikan trayektori optimal dari state xf (1) ketika otoritas kebijakan fiskal

dua negara mengimplementasikan desain kebijakan fiskal di atas. Selanjutnya Gambar 2
menyajikan performa dari desain kebijakan fiskal yang dipilih dalam meminimalkan
kerugian bersama dua negara tersebut.

180 T T T T T T T 80
p ¥ Jgamma=1

...... x, gamma=05 2 0|

—-—--¥, gamma=0.3 Sk 4 0 . N D wrt) [

e U |

D i

— i,

o
[=]

-20
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m
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Gambar 1. Trayektori optimal state x;k (t) Gambar 2. Kebijakan fiskal u' (t)

Berdasarkan kedua gambar di atas dapat disimpulkan bahwa hal terbaik yang harus dilakukan
oleh otoritas fiskal kedua negara agar dapat meminimalkan kerugian fiskal adalah secepat
mungkin bereaksi terhadap segala gangguan fiskal dan menerapkan kebijakan ofensif.

C. SIMPULAN

Dalam makalah ini telah disajikan sebuah metode baru untuk mencari syarat perlu dan cukup
keberadaan solusi keseimbangan titik pelana lingkar tertutup dari suatu permainan dinamis linear
kuadratik berjumlah nol dengan struktur informasi lingkar tertutup untuk sistem deskriptor, yaitu
dengan mentransformasi permainan dinamis sistem deskriptormenjadi permainan dinamis sistem
biasa (sistem nonsingular) yang tereduksi dengan memenfaatkan bentuk kanonik Weierstrass.
Melalui metode baru ini diperoleh suatu kelebihan penting yaitu bahwa semua teori permainan
dinamis yang berlaku pada sistem nonsingular juga berkalu pada sistem deskrirptor yang telah
tereduksi. Selanjutnya kelebihan metode ini telah diaplikasikan dalam mendesain stabilisasi
kebijakan fiskal negara anggota EMU.

Desain stabilisasi kebijakan fiskal yang disajikan masih belum mempertimbangkan
faktor-faktor gangguan dan ketidakpastian yang mungkin muncul dalam sistem ekonomi
negara tersebut. Oleh karena itu mendesain kebijakan fiskal yang mampu mengatasi
faktor-faktor gangguan dan ketidakpastian yang mungkin muncul dalam sistem menjadi
masalah terbuka yang dapat diteliti lebih lanjut.
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