dalam

Volume V, No. 2, Oktober 2009/1430
dan Teknolog

Ins

©
n
I
=
—
-




KAUNIA

Jurnal Sains dan Teknologi dalam Islam
Vol. V. No. 2 Oktober 2009/1430

Penanggung Jawab
Maizer Said Nahdi

Ketua Penyunting
Muchammad Abroti

Wakil Ketua Penyunting
Susy Yunita P.

Anggota Redaksi

Penyunting Ahli

Farhani Rosyid (Universitas Gadjah Mada)

Subagyo (Universitas Gadjah Mada)

Subanar (Universitas Gadjah Mada)

Susiknan Azhari (Universitas Islam Negeri Yogyakarta)
Kuwat Riana (Universitas Gadjah Mada)

Marsigit (Universitas Negeri Yogyakarta)

Budi Daryono (Universitas Gadjah Mada)

Nurul Hidayat (Universitas Gadjah Mada)

Tjut Djohan Sugandawati (Universitas Gadjah Mada)

Arifah Khusnuryani ~ Bambang P. Rahmadi (Universitas Gadjah Mada)
Ira Setyaningsih ~ Khabib Mustofa (Universitas Gadjah Mada)
Nina Hamidah  Indah Emilia (Universitas Gadjah Mada)
Maria Ulfah
Frida Agung R~ Tata Usaha
Sti Utami Z  Yuli Annisah
Joko Pramono
Robi’atul Halimah
Terbit Pertama Kali
April 2005

Frekuensi Terbit
2 (dua) kali setahun

Alamat Redaksi
Fakultas Sains dan Teknologi
UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta
JI. Marsda Adisucipto Yogyakarta 55221 Indonesia
Telp. + 62-274-519739
E-mail: borymuch@yahoo.com



DAFTAR ISI

Protonasi Alga Coklat Sargassum Sp dari Pulau Lemukutan dengan H,SO, dan
Aplikasinya Sebagai Adsorben Logam Cr #*

Nelly Wahyuni, YOSSY ...ccceeereeresesusesnennnes AR 63
Aplikasi Teorema Polya untuk Menghitung Banyaknya Graf yang Tidak Isomorfis

pada Graf Sederhana

Muchammad Abrori dan Nur LailaIndah Sari ........ccceiviiiniieinniiinnnnnnnn, s 71

Assessment of Education: A Case in Indonesia
KA SULISHYOWAL ..vovvvreeeeersereisessnsesssssssessessssessnsesstssasasasas s st sas st s 89

Online Analytical Processing (OLAP) Sebagai Tool Analisis Kebijakan Di Bidang
~ Akademik (Studi Kasus Mahasiswa Teknik Informatika Fakultas Sains & Teknologi

UIN Sunan Kalijaga)

G2 1950 1021 IR TR SNPGRS e b, A48 SO SR e e 99
Homomorfisma Kontinu dan Representasi Reguler pada Ring Bernorma

Khurul Wardati, Muhammad Wakhid Musthofa, Burhanudin Arif Nurnugroho ........cceeveveenne 113
Journal Review

Keistimewaan Kaliksarena Sebagai Salah Satu Senyawa Supramolekul
Susy Yunita Prabawati .............c..... vl e S 126



TAJUK

Kontribusi Sains dalam Industri Ramah Lingkungan

Aktivitas manusia dalam upaya untuk memenuhi kebutuhan hidup tidak lepas dari peranan
ilmu kimia sebagai salah satu cabang ilmu MIPA yang masih terkesan oleh masyarakat sebagai ilmu
yang rumit, abstrak dan bahkan dikatakan sebagai ilmu yang tidak membumi. Ilmu kimia, ternyata
dapat menyampaikan sisi lain yang menarik sebagai ilmu kimia terapan yang dapat berhubungan
langsung dengan masyarakat dan lingkungannya. Salah satu bentuk kontribusi ilmu kimia dalam
kehidupan misalnya penggunaan bahan-bahan kimia dalam industri plastik, industri tinta, industri air
minum kemasan, industri tekstil, industri cat, dan masih banyak lainnya.

Seiring dengan peningkatan aktivitas manusia dalam berbagai sektor di atas selain memberi
manfaat bagi peningkatan kesejahteraan hidup juga memberikan dampak terhadap penurunan kualitas
lingkungan akibat limbah industri yang dihasilkan. Berbagai upaya preventif berupa pencegahan
terhadap kerusakan lingkungan perlu dibudayakan selain diperlukan juga langkah pengendalian dan
rehabilitasi terhadap kerusakan lingkungan hidup yang telah terjadi.

Dunia pendidikan khususnya yang berkaitan deﬁgan bidang sains dan teknologi juga berupaya
memberikan peranannya dengan terus melakukan riset-riset penelitian yang mengarah pada upaya
pengurangan kerusakan lingkungan. Dalam bidang ilmu biologi misalnya telah banyak digunakan
bantuan kultur bakteri untuk mereduksi limbah sisa hasil industri. Dalam bidang ilmu kimia, teknik
fotoreduksi, fotokatalisis atau penggunaan adsorben juga dikembangkan untuk mengurangi kadar
limbah di lingkungan. Satu hal yang perlu digarisbawahi adalah harapan kepada ahli-ahli sains agar
terus mengembangkan konsepsi positif guna membangkitkan kesadaran dan memberikan sumbangan
nyata dalam menciptakan industri yang ramah lingkungan.
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HOMOMORFISMA KONTINU DAN REPRESENTASI REGULER
PADA RING BERNORMA

Khurul Wardati, Muhammad Wakhid Musthofa, Burhanudin Arif Nurnugroho
Program Studi Matematika UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta
E-mail: ag_khurul@yahoo.co.id

Abstract

A ring structure is formed from a non-empty set completed by two binary
operations and satisfies a number of axioms. If the set of ring is a normed space, a
normed ring concept will be formed. The characteristics of a normed ring (algebra)
will be consistent with the characteristics of ring in general; and one of the
characteristics is the concept of homomorphism.

This article will discuss continuous homomorphism and regular
representation in the normed ring. This article will show that the continuous
homomorphism in the normed ring can be used as a continuous homomorphism in
the respective completion normed ring. Finally, it is also demonstrated that a left/
right regular representation of normed ring is a also a continuous homomorphism/
anti-homomorphism.

Kata Kunci: ring , ruang bernorma, ring bernorma, homorfisma kontinu.

A.  Pendahuluan

Konsep ring yang terbangun dari suatu ruang vektor disebut sebagai/dengan aljabar (algebra).
Namun, di beberapa buku ada yang cukup menyebutnya sebagai ring saja. Ruang vektor yang
dilengkapi dengan suatu norma dinamakan ruang bermorma. Ring yang terbangun dari suatu ruang
bernorma disebut ring atau aljabar bernorma.

Struktur ring bernorma merupakan bentuk khusus dari ring secara umum, sehingga pada
ring bernorma terdapat sifat-sifat atau konsep yang sejalan dengan ring pada umumnya. Konsep
homomorfisma pada ring bernorma terkait dengan sifat-sifat suatu fungsi pada ruang bernorma,
khususnya berkaitan dengan sifat operator pada ruang bernorma.

Ring bernorma telah banyak dikaji oleh para matematikawan. Penyentral untuk subset-subset
pada ring bernorma telah dikaji oleh Bertram Yood (University Park, PA) pada tahun 2000 .
Konsep tersebut termuat dalam jurnalnya yang berjudul “Centralizers for Subsets Of Normed
Algebras”. Konsep ring bernorma juga dikaji oleh Chun-Gil Park pada tahun 2006 dengan jurnalnya
yang berjudul “Completion Of Quasi-Normed Algebras and Quasi-Normed Modules”. Pada
jurnal ini dibahas tentang kontruksi sifat completion yang terdapat pada ring quasi-bernorma (Quasi-
normed Algebras) dan modul quasi-bernorma atas ring Banach (quasi-normed module over a
Banach algebras). Terinspirasi dari jurnal tersebut, salah satu yang akan dikaji dalam makalah ini
adalah hubungan antara homomorfisma ring bernorma dan homomorfisma pada completion ring
bernormanya.
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Lebihjelasnya, penulisan makalah ini bertujuan untuk mengkaji konsep homomorfisma kontinu
dan representasi regular pada ring bernorma. Kajian dibatasi pada perluasan tunggal dari
homomorfisma kontinu pada ring bernorma yang dapat dibawa sebagai homomorfisma pada
completion ring bernorma-nya dan representasi regular kiri/ kanan dari ring bernorma yang
merupakan suatu homomorfisma atau anti homomorfisma kontinu. Makalah ini mencoba memberikan
kajian yang lebih lengkap terhadap pembuktian teorema-teorema yang ada dalam pembahasan,
dimana pada sumber aslinya (Normed Ring, Naimark : 1964) belum seluruhnya diberikan pembuktian
secara lengkap.

Kajian dalam makalah ini dilakukan dengan mengkaji berbagai sumber mengenai ring
bernorma. Tahapan pengkajiannya adalah sebagai berikut : Pertama, dikaji terlebih dahulu tentang
konsep ruang metrik dan completion ruang metrik. Selanjutnya dikaji bahwa setiap ruang bernorma
merupakan ruang metrik, sehingga semua sifat dalam ruang metrik berlaku pada ruang bernorma,
termasuk di dalamnya adalah konsep completion ruang bemorma. Kedua, dibahas mengenai konsep
ring atau aljabar, dalam hal ini mengenai ring bernorma. Ketiga, dibahas tentang homomorfisma
padaring bermmorma yang dilanjutkan dengan pembahasan homomorfisma kontinu padaring bernorma,
yang dapat dibawa sebagai homomorfisma kontinu dari completion ring bernorma. Terakhir, makalah
ini membahas sifat representasi dari sebuah ring bernorma.

B. Kerangka Teoritik

Materi-materi yang mendukung konsep homomorfisma kontinu dan representasi regular pada
ring bernorma meliputi ruang metrik dan ruang bernorma beserta sifat-sifat yang melekat dengannya.
Konsep ruang bernorma sangat memerlukan konsep ruang metrik, maka pembahasan diawali dengan
konsep ruang metrik.

1.  Ruang Metrik

Kajian ruang bernorma selalu didahului dengan konsep ruang metrik. Oleh karenanya, akan
dipaparkan terlebih dulu konsep ruang metrik sampai dengan fungsi kontinu pada ruang metrik.

Definisi B.1.1.: Ruang Metrik (Soeparna Darmawijaya, 2007: 37)

Diberikan sebarang himpunan tak kosong A.

(i) Fungsi yang memenuhi sifat-sifat
1. d(xy) = 0, untuk semuax, y € 4 dan d(x,y) =0 < x =y,

2. d(x,y)=d(y,x), untuk semuax,y € A
3. d(xy) = d(xz) +d(zy), untuk semuax, y,z € 4
disebut metrik (metric) atau jarak (distance) pada A.

(i) Himpunan 4 dilengkapi dengan suatu metrik d, dituliskan dengan (4, d), disebut ruang
metrik (metric space). Selanjutnya, jika metriknya telah diketahui (tertentu), maka ruang
metrik cukup ditulis dengan A4 saja.

(iil) Anggota ruang metrik (4, d) disebut titik (point) dan untuk setiap titik x, y € A4, terdapat
bilangan non negative d(x,y) disebut jarak (distance) titik x dengan titik y.
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Definisi B.1.2.: Isometrik dalam ruang metrik (Naimark, 1964: 37)
Suatu pemetaan f dari ruang metrik X ke ruang metrik X dikatakan isometrik jika jarak
d(x,y) antara sebarang x, y [ X, sama dengan jarak d(x,y’) untuk x’, y’ /X’ yang merupakan
image dari x dany I.X.

Berikut akan diberikan definisi barisan fundamental pada ruang metrik. Barisan fundamental
sering disebut pula sebagai barisan' Chaucy. Perbedaan dengan definisi barisan Chaucy pada sistem
bilangan real terletak pada pengertian jaraknya yang lebih diperumum.

Definisi B.1.3.: Barisan Fundamental (Naimark, 1964: 38)
Suatu barisan {x } dari elemen-elemen di dalam ruang metrik dinamakan fundamental jika

setiap bilangan positif e terdapat suatu indeks N(e) sedemikian sehingga d(x ,x )<g untuk
n,m > N(¢).

Berdasarkan sifat barisan Chaucy-nya ruang metrik dapat dibedakan menjadi dua, yaitu
ruang metrik lengkap (complete) dan tidak lengkap. Berikut diberikan syarat kelengkapan suatu
ruang metrik.

Definisi B.1.4.: Ruang Metrik lengkap (Naimark, 1964: 38)

Suatu ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan fundamental konvergen ke suatu
titik pada ruang tersebut.

Jika suatu ruang metrik merupakan ruang metrik yang tidak lengkap maka ruang metrik
tersebut dapat dilekatkan pada suatu ruang metrik yang lengkap. Hal ini dinyatakan dalan teorema
dibawah ini.

Teorema B.1.1.: (Naimark, 1964: 38)

Suatu ruang metrik yang tidak lengkap dapat dilekatkan (embedded) pada suatu ruang
metrik yang lengkap.

Berdasar teorema di atas, jika diberikan ruang metrik tak lengkap 4, maka ruang metrik ini
dan dilekatkan pada suatu ruang metrik lengkap 4 . Dengan 4 adalah himpunan semua barisan
fundamental di 4. Lebih lanjut, dinamakan sebagai completion dari ruang metrik 4.

Pembahasan tentang homomorfisma kontinu sangat terkait dengan suatu fungsi yang kontinu.
Berikut diberikan terlebih dahulu definisi fungsi kontinu pada ruang metrik.

Definisi B.1.5.: Fungsi Kontinu pada ruang metrik (Soeparna Darmawijaya, 2007: 74)

Diberikan ruang metrik (X;d) dan (Y,p). Fungsif: X — Y dikatakan kontinu di suatu titik
a € X jikauntuk sebarang bilangan £> 0 ada bilangan 6> 0 sehingga untuk setiap x € X
dengan d(a,x) < Sberakibat p(f(x).f(a)) < &

Selanjutnya, fungsi f dikatakan kontinu pada A C Xjikaf kontinu pada setiap a € 4.
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2. Ruang Bernorma

Definisi dan sifat-sifat ruang bernorma akan diberikan dalam sub bab ini.

Definisi B.2.1.: Ruang Bernorma (Soeparna Darmawijaya, 2007: 87)

Diberikan ruang vektor X, fungsi x€ X — |x|€ R x€ X - |x| € R, yang mempunyai
sifat-sifat:

1) |}x| = 0, untuk setiap x € X|jx| = 0, jika dan hanya jika x =0, (0 vektor nol)
2) oo =]
3) [+ <+

disebut norma (norm) pada X dan bilangan nonnegative ||x|| disebut norma vektor x.

x||, untuk setiap skalar a danx€ X.

|, untuk setiapx, y € X,

Ruang vektor X yang dilengkapi dengan suatu norma || y || disebut ruang bernorma (normed

space) dan dituliskan singkat dengan (X x|| ) atau X saja asalkan normanya telah diketahui,

Definisi B.2.2.: Metrik terbangkitkan (Wahyudin, 1987: 114)

Misal X adalah ruang bernorma. Fungsi d yang didefinisikan oleh d(x, y) = ”x - y|| dimana
x, y € X adalah metrik, dan disebut metrik terbangkitkan (induced metric).

Berdasar definisi B.2.1 dan B.2.2 di atas, dapat disimpulkan bahwa setiap ruang bernorma
merupakan ruang metrik sehingga semua konsep serta teorema yang berlaku pada ruang
metrik juga berlaku pada ruang bernorma.

Definisi B.2.3.: Kekontinuan pada ruang bernorma (Zeidler, 1995: 90)
Diberikan X, Y adalah ruang bernorma sertaoperator 4: M c X — Y.
Maka operator A dikatakan kontinu pada titik # € M jika dan hanya jika untuk setiap € >0,
terdapat suatu & > 0 sedemikian sehingga v — u < & dan ve Mberakibat |4v - du < &

Di atas telah didefinisikan sifat isometrik dalam ruang metrik. Secara analog, akan diberikan
definisi sifat isometrik pada ruang bemorma.

Definisi B.2.4.: Isometrik pada ruang bernorma (Soeparno Darmawijaya, 2007: 142)
Diberikan X dan ¥ masing-masing ruang bernorma, fungsi linear kontinu /- X — Y dikatakan
isometrik jika || f (x)|| = Hx” untuk setiap x € X.

Telah diketahui bahwa tidak semua ruang bernorma adalah lengkap tetapi sebuah ruang
bernorma tak lengkap dapat dijadikan lengkap. Untuk itu sangat diperlukan konsepsi isometrik
serta dense, sebagai berikut :
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Definisi B.2.5.: Dense (Zeidler, 1995: 84)
Diberikan X adalah suatu ruang bernorma, M c X dikatakan dense di Xjika dan hanya jika

i = x,artinyasetiap y ¢ X, dansetiap ¢ > ( terdapatsuatu ve M 3 le—v|<e

Teorema B.2.1.: (Naimark, 1964: 68)
Setiap ruang bernorma tak lengkap dapat dijadikan lengkap. Artinya ruang bernorma ini
dapat dilekatkan sebagai sub ruang dense pada ruang bernorma yang lengkap.

Berdasar teorema di atas, jika diberikan R adalah ruang bernorma tak lengkap, maka ruang
bernorma lengkap yang dimaksud di sini adalah (completion dari ruang R). Dengan mendasarkan
bahwa adalah suatu ruang metrik yang lengkap, akibatnya dapat ditunjukkan bahwa adalah suatu

ruang bernorma yang lengkap.
Definisi B.2.6.: Konvergensi pada ruang bernorma (Debnath, 1990: 12)

Diberikan (X, |H| ) adalah ruang bernorma, barisan vektor {x } dari elemen-elemen di X

konvergen ke suatu x anggota X; jika untuk setiap £>0 terdapat suatu bilangan asli M

sedemikian sehingga untuk setiap n=Mberlaku |x, — x “ < &; yang jugadapat dituliskan

dengan lim x, = x atau lebih sederhana x, —x.

Definisi B.2.7.: Ruang Banach (Debnath, 1990: 18)

Suatu ruang bernorma X dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di Xkonvergenke
suatu elemen di X. Suatu ruang bernorma yang lengkap dinamakan ruang Banach.

Definisi B.2.8.: Operator Terbatas (Naimark, 1964: 74)

Suatu operator A4 dari ruang bernorma X ke ruang bernorma Y dikatakan terbatas jika
terdapat suatu konstanta C sedemikian sehingga, untuk semua x anggota D, (domain).

Teorema B.2.2.: (Naimark, 1964: 74)
Setiap operator linear yang kontinu pada titik x = 0, adalah terbatas, dan sebaliknya, setiap
operator linear terbatas adalah kontinu .

C. Pembahasan

1. Ring Bernorma

Dalam sub bab ini akan dikaji terlebih dahulu hal-hal yang terkait dengan ring bernorma,
yaitu: ring pada ruang vektor, homomorfisma, isomorfisma dan anti-homomorfisma ring; serta
representasi regular ring.
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Definisi C.1.1.: Ring pada ruang vektor atau Aljabar (Naimark, 1964: 155)
Suatu himpunan tak kosong R dinamakan ring jika memenuhi:
1. Radalahruangvektor
2. Padaoperasi pergandaan yang terdefinisi di R (pada umumnya tidak komutatif) memenuhi
kondisi : untuk setiap x, y, z € R dan sebarang bilangan 4.
O alxy)=(ox)y,
@) x(ay)=a(xy),
(i) (xp)z=x(yz),
@iv) (x+y)z=xz+tyz,
V) x(y+z)=xy+xz
Beberapa literatur menyebutkan suatu ring dalam ruang vektor dinamakan aljabar, namun
pada penelitian ini suatu ring dalam ruang vektor dinamakan dengan ring,

Definisi C.1.2.: Homorfisma, Isomorfisma, dan Anti-homomorfisma Ring (Naimark,
1964:165-167)

(1) Suatupemetaan f{x) dari ring R ke sebarang ring R ’dinamakan homomorfisma dari R
ke R’, jika f{x) =x’dan f{y) =y’ berakibat :
- f(Ax) = M%) = Ax’,
- Jxty) =f(x)* fy) =x"+ y’ dan
. J09) =) = xy’
Jika R’ adalah image dariring R, maka homomorfisma dinamakan homorfisma dari
RontoR’. ‘

(i) Jika homomorfima adalah suatu pemetaan one-fo-one dari R onto R’ maka dinamakan
suatu isomorfisma.
(i) Anti-homomorfisma adalah suatu pemetaan f{x) yang memenuhi kondisi :
a. f(Ax)=A(x);
b. f{x+y)=fx)+{y);
c. flxy)=f{y)fix)

= O O ®

Suatu homomorfisma dapat dibentuk dari ring R ke ring yang elemén—elemennya adalah

seluruh operator linear dari R ke R. Homomorfisma ini dinamakan representasi reguler ring, Berikut
diberikan definisi representasi regular ring.

Definisi C.1.3.: Representasi regular ring (Naimark, 1964: 167)

Diberikan R adalah suatu ring. Setiap a € R terkawankan oleh operator 4_ dari perkalian

kiridengana: Ax = ax; -

Dapat terlihat bahwa 4, adalah operator linear di R, sehingga dapat diperlihatkan bahwa
korespondensi a® 4  adalah suatu homomorfisma dari ring R ke ring dari semua operator linear

dari ring R. Homomorfisma ini dinamakan suatu representasi regular kiri (left regular representation)
dariring R.
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Jika setiap af R terkawankan oleh operator B, dari perkalian kanan dengana: B x= xa;
maka disebut representasi regular kanan (right regular representasion ) dari ring R.

Selanjutnya dibahas ring bernorma yang merupakan semesta pembicaraan dalam makalah
ini. Berikut akan dipaparkan definisi dan teorema penting ring bernorma.

Definisi C.1.4.: Ring bernorma (Naimark, 1964: 175)
Suatu himpunan tak kosong R dinamakan ring bernorma jika:
1) R adalahring ,

2) R adalahruang bemorma;
3) Untuk sebarang dua elemen x,y € R berlaku

Y M

4) Jika R memuat suatu identitas ¢, maka H =

Teorema C.1.1.: (Naimark, 1964: 176)
Setiap ring bernorma tak lengkap dapat dilekatkan pada suatu ring bernorma lengkap.
Bukti:
Diberikan R adalah ring bernorma pelengkap (completion) dari ruang bernorma R.

Didefinisikan perkalian d1 R yaituuntuk ; 5 ¢ R ,dandiambil {x.}, {y,} barisan fundamental di
R, yang mendefinisikan , , secaraberturutan. Makabarisan {x y } jugabarisan fundamental.

= x| = I = 20 )P0 = )+ G = X))V + 20 (7 = ¥

<[, =)D = Pl 1 = 2 )V #Pin G = vl
<[, =5 = 2 + 165 = 2Nl Al = 2]
<[, =210 =y +H Wl +Hall 02 = )

)

: Ayl b=
5 o 2] ]
"] "y'""){ }

::-—+~—=5
2

Sehingga x y = {x,} {,} = {x,7,} € R .Jika,khususnya x = x € R ,y=ye R ,dibentuk
x,=x, y,=y,maka disimpulkan bahwa hasilnya serupa dengan hasil di R. Melalui limit pada
hubungan dari elemen di ring R, maka adalah suatu ring dan bahwa pertaksamaan

)’ d1penuh1 untuk elemen di ring R yaitu:
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84

xy|=limx,y, =limx hmyn

n—»0 n—»0

, maka dapat dinyatakan bahwa

xy|<|x

Karena R adalah suatu ruéng bernorma yang lengkap, Akibatnya, ]~2 adalah suatu ring
bernorma yang lengkap yang memuat R sebagai suatu subring.

Ring dinamakan completion dariring R.

Sehingga terbukti bahwa setiap ring bernorma tak lengkap dapat dilekatkan pada suatu ring
bernorma lengkap. [J

Definisi C.2.2.: Ring Banach (Naimark, 1964)

Suaturing R dikatakan lengkap jika R adalah suatu ruang bernorma yang lengkap. Suatu
ring bernorma yang lengkap dinamakan ring Banach.

Homomorfisma kontinu dalam ring bernorma
Pembahasan homomorfisma kontinu dalam ring bernorma akan didahului dengan pembahasan

kekontinuan pada ruang bernorma beserta keterkaitan konsep-konsep yang telah dibicarakan
sebelumnya di bagian B. (Kerangka Teoritik). Berikut akan dibahas kekontinuan homomorfisma

dalam ring bernorma.

Teorema C.2.1.: (Naimark, 1964: 180)
Setiap homorfisma kontinu f{x) dari ring bernorma R ke ring bernorma R’ memenuhi
pertaksamaan :

“ by (x)” < Cﬂxﬂ dimana C adalah suatu konstanta.

Bukti:

Karena f{x) adalah firngsi kontinu maka f{x) kontinu di 0 sedemikian sehingga f{x) terbatas
(berdasar teorema B.2.2), sehingga ” f (x)“ < C“x“ |

Teorema C.2.2.: (Naimark, 1964: 180)
Setiap homomorfisma kontinu f{x) dari ring bernorma R ke ring bernorma R’, dapat
diperluas secara tunggal ke homomorfisma kontinu dari completion dari ring R ke
completion dariring R’.
Bukti:
Karena f{x) adalah fungsi kontinu maka f{x) kontinu di 0 sedemikian sehingga f{x) terbatas
(berdasar teorema B.2.2), sehingga “f(x)” < qlxﬂ .

Teorema C.2.2.: (Naimark, 1964: 180)
Setiap homomorfisma kontinu f{x) dari ring bernorma R ke ring bernorma R’, dapat
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diperluas secara tunggal ke homomorfisma kontinu dari completion R dari ring R ke
completion p: dariring R’.

Bukti:

Karena homomorfisma f{x) secara khusus adalah suatu operator tebatas dari R ke R’, sehingga
homomorfisma ini dapat diperluas secara tunggal ke suatu operator linear terbatas dari R

ke R',dimana operator ini juga merupakan suatu homorfisma.

 Jika x,y€x,y, € Rdanx — x, y = y untuk n - o, maka f(x,)—> f(x),

f(»,) = f(»), untuk n— oo, oleh karenanya melalui limitnya
O fp)=rx)f,)
= lim f(x,y,) = lim f(x,) £ (,) ; di lain pihak bahwa:
lim £ (x,)f (y,) = im f(x,) lim £ (,) = F(x) /()
Sehingga f(xy) = f(x)f(»)
@ f(x,+y,)=r(x)+f(r,)
& lim f(x, +yn)=1iggf(xn)+f(yn) : di lain pihak bahwa :
lim £ (x,)+f(»,) =lim f(x,) +1im £ (y,) = () + f(7),
Sehingga f(x+y)= f(x)+ f(¥)
(i) f(ax,)=af(x,)
< lim f(ax,) = alim f(x,)  dilain pihak bahwa :
alim f(x,)=af(x), Sehingga f(ox,)=a f(x,)

Sehingga terbukti bahwa setiap homomorfisma kontinu f{x) dari ring bernorma R kering
bernorma R’, dapat diperluas secara tunggal ke homomorfisma kontinu dari completion

R dari ring R ke completion R' dari ring R’. [

Definisi C.2.1. : Isometrik isomorfisma (Naimark, 1964: 181)

Diberikan R dan R’ adalah suatu ring bernorma.

Pemetaan f{x) dari ring bernorma R onto ring bernorma R’ dinamakan isometrik isomorfisma
(isometric isomorphism) jika :

1. f{(x) adalah suatu isomorphism dariring R ontoring R’,

2. f{x) adalah pemetaan isometrik dari ruang bernorma R onto ruang bernorma R’.

3.  Representasi regular dari ring bernorma |

Definisi representasi reguler pada ring bernorma sejalan dengan definisi representasi reguler |
padaring, yaitu :
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Definisi C.3.1.: Representasi regular dari ring bernorma (Naimark, 1964: 181)
Diberikan R adalah ring bernorma dana €R.

Representasi regular kiri dan kanan a— 4, dan a— B, dinyatakan dengan formula 4 x = ax
dan B x = xa. '

Teorema C.3.1.: (Naimark, 1964: 181)

Diberikan R adalah suatu ring bernorma dan 4 (R) adalah suatu ring yang elemen-elemennya

operator-operator terbatas di ruang R

1. suaturepresentasi regular kiri dari ring bernorma R adalah suatu homomorfisma kontinu
dari ring R ke ring 4 (R) dari operator linear terbatas di ruang R.

2. suaturepresentasi regular kanan dari ring bernorma R adalah suatu anti-homomorfisma
kontinu dari ring R ke ring 4 (R) dari operator linear terbatas di ruang R.

Bukti: 1.

Misalkan 4 adalah representasi regular kiri dari elemen a, yang didefisikan: 4 x = ax.
Akan ditunjukkan bahwa bahwa 4 _adalah suatu homomorfisma dari ring R ke ring 2 (R).
kemudian ditunjukkan bahwa representasi regular kiri 4 adalah homomorfisma kontinu yang

memenuhi ketaksamaan |4, | < Clla , untuk suatu konstanta C.

> Ditunjukkan bahwa A adalah homomorfisma, dengan sebelumnya terlebih dahulu
ditunjukkan bahwa adalah fungsi,

o Ambil sebarang a,b R, untuka =b = ax =bx == e B (R),

o Dibuktikan adalah suatu homorfisma,

Ambil sebarang a,b €R,

Appx=(@+b)x=ax+bx=A, X+ A,X ..ccc..covvviivinnennnnnn, *)
A R I s vavons 1 i ey o samae a6 s spw s R enstsss sy v (D)
(A,4,)x=A4,(4,x)=A,(bx)=abx...........ccevvveervernene. o (ID
dari I dan I maka ‘

Apx= (A ANE . . o S Moo B s Rees P T £
A x=0ax=0a(ax) = A, X ......coocviviiiiiniiiiiiiiiiiiiaienns, (***)

Dari (*), (**), (***) maka adalah homomorfisma.

> Dibuktikan bahwa 4, adalah homorfisma kontinu.

A,x=ax

axl<taltsg = e <ol = sup kel < gup
Aslall| = " <lal = swp el <su

=

A,x

=[ax] =]
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= sup || < sup|a]|
xeR ||XH 5 xeR "x”
= = =1 aki
Dimisalkan J_jf ] maka = "x" ||x|| , akibatnya
sup| 4| = SuPNAayH =supl )| =4l *)
R H H Dt
suplelm i e N (%)

Dari (*) dan (**) didapatkan bahwa
|45 el = [4.] < o]
Maka terbukti bahwa 4% adalah suatu homomorfisma kontinu.

Bukti: 2.

Dimisalkan bahwa B, adalah suatu representasi regular setiap elemen a, yang didefinisikan:

Akan ditunjukan bahwa B_ juga merupakan suatu anti-homomorfisma kontinu dari ring R ke

ring 2 (R).

» ditunjukan bahwa B, adalah anti-homomorfisma, dengan sebelumnya terlebih dahulu
d1tun]ukkan bahwa B adalah fungsi,

- Ambil sebarang a,b eR untuk a =b = xa =xb => =€ B (R),

- Dibuktikan B, adalah suatu antl-homorﬁsma,

Ambil sebarang a,b €R,

B ,.px =x(a+Db)=xa+ RHE R B S R )
B,x= BB« s s i g i 5L L)
(B,B,)x=B,(B,x)=B,(xa)=xab.........covinerrccreuricers. ...(ID
dari I dan I maka

B X =(ByB,)X «ooiiioiiiiiiie i b ()
B, x=x0a=0(XQ) = OB X ...c..ccocooviiiiiiiiiiiii (***)

Dari (*), (**), (***)maka B, adalah anti-homomorfisma.
Kedua. Dibuktikan bahwa B, adalah homorfisma kontinu.
B, x=x4

B x
||a||=>S“P ” n —S“P||a||

IIXII )
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| “x” r[<seplel
Dimisalkan j_y “ n =Yy maka % ”_ ||x|| Hx“ , akibatnya

B,x
sup =sup|B,y|=sup|B,¥|=|Ba|.....................
i ¥ o 0
e o

Dari (*) dan (**) didapatkan bahwa
B[ <l = B[ < el ,
Sedemikian sehingga terbukti bahwa B, adalah suatu homomorfisma kontinu.

Maka terbukti bahwa representasi reguler kiri maupun kanan dari ring R ke Ring 2 (R)
adalah suatu anti-homomorfisma kontinu.

D. Penutup

Ring bernorma pada hakikatnya adalah bentuk khusus dari ring yang terbangun dari konsep
himpunan, sehingga segala konsep yang terbangun dalam ring bernorma pun sejalan dengan ring.
Termasuk di dalamnya mengenai homomorfisma dalam ring bernorma.

Ring bernorma yang tak lengkap dapat dilekatkan pada suaturing bernorma yang lengkap.
Ring bernorma ini dinamakan completion R ring bernorma. Lebih lanjut suatu homomorfisma
kontinu dari ring bernorma R ke R dapat diperluas secara tunggal ke competion R ke completion
R' . Sedangkan suatu representasi reguler kiri dari ring bernorma adalah suatu homomorfisma dari
ring bernorma ke ring 2 (R) dari operator —operator linear terbatas pad ruang R dan suatu
representasi reguler kanan dari ring bernorma adalah suatu anti-homomorfisma dari ring bernorma
ke ring 4 (R) dari operator —operator linear terbatas pada ruang R.

Pembahasan pada makalah ini dibatasi pada homorfisma kontinu pada ring bernorma. Konsep
homorfisma kontinu masih dapat dilarij utkan pada isomorfisma kontinu, dimana isomorfisma kontinu
pada ring Banach R ke R’ yang merupakan isomorfisma topologis (topological isomorphism).
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