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Assalamu’alaikum Warahmatullahi Wabarakatuh,
Salam Sejahtera untuk kita semuanya.

Yang mulia dan terhormat

1.

Ketua Senat, Seketaris Senat dan Para Guru Besar serta
seluruh Anggota Senat UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta
Rektor dan Para Wakil Rektor UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta
Kepala Biro AAKK dan AUK, Direktur Pascasarjana, Para
Dekan di lingkungan UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta

Para Wakil Dekan, Wakil Direktur Parcasarjana, Para Ketua
Lembaga/Unit, Ketua dan Seketaris Program Studi, Kabag
dan Kasubag, Dosen dan Tendik di Lingkungan UIN Sunan
Kalijaga Yogyakarta

Para Tamu Undangan, Teman Sejawat, Sahabat, Keluarga
dan Kerabat.
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Hadirin yang dirahmati Allah swt.
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Alhamdulilah, Puji Syukur ke hadirat Allah swt. yang selalu
melimpahkan rahmat, karunia dan nikmat-Nya: nikmat sehat,
kesempatan dan kekuatan sehingga kita dapat hadir di tempat
mulia, Sidang Senat Terbuka UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta.
Sholawat dan salam tercurahkan kepada Uswah hasanah
Baginda Nabi Muhammad SAW., beserta keluarga, sahabat dan
seluruh pengikutnya.

Atas rahmat dan karunia Allah swt., telah terbit Surat
Keputusan Mendikbud Ristek Dikti, No. 36766/M/07/2023,
tentang kenaikan jabatan fungsional Guru Besar bidang
Aljabar TMT 1 Juni 2023. Karena izin Allah pula, hari ini saya
diberi kesempatan oleh Ketua Senat dan Rektor UIN Sunan
Kalijaga untuk menyampaikan pidato pengukuhan Guru Besar
di bidang ilmu Aljabar. Bukanlah special karena kepakaran saya
di bidang ini, namun lebih karena sudah saatnya sebagai abdi
negara yang telah berkinerja akademik hampir tiga (3) decade,
Alhamdulillah dapat mencapai jabatan akademik tertinggi ini.
Namun, Sidang Senat Terbuka saat ini sangatlah special, pidato
pengukuhan 2 (dua) Guru Besar sesama kolega di Fakultas
Sains dan Teknologi UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta.
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Hadirin yang terhormat,

Aljabar merupakan salah satu cabang ilmu matematika
yang tidak pernah absen menggunakan simbol dan operasi
matematika. Dua objek matematika ini merupakan sebagian
kecil dari ayat-ayat kauniah Allah, karena simbol dan operasi
matematika dengan sifat-sifat atau hukum-hukumnya adalah
fenomena ilmu formal (jika tidak dikatakan sebagai ilmu alam).
IImu dasar tentang symbol dan operasi matematika adalah
Logika Matematika yang merupakan kunci utama belajar semua
cabang ilmu matematika, termasuk aljabar. Sebagai dosen
pengampu matakuliah Logika Matematika dan Himpunan,
saya selalu memotivasi para mahasiswa di awal kuliah bahwa
Allah mengaruniakan akal dan indera kepada manusia untuk
mempelajari ayat-ayat Allah sehingga kita berbeda dengan
binatang. Hal ini termaktub dalam Q.S. Al A’raf ayat 179.

N SEP IR u}b;’lwybu;\”\,gﬁ;uﬁmj
ciﬂjif}:a\ ysfuw\fad)\uuwwmraju@wy
u}lgw\

(Artinya: dan sesungguhnya Kami jadikan untuk (isi neraka
Jahannam) kebanyakan dari jin dan manusia, mereka
mempunyai hati, tetapi tidak dipergunakannya untuk
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memahami (ayat-ayat Allah) dan mereka memiliki mata
(tetapi) tidak dipergunakannya untuk melihat (tanda-
tanda kekuasaan Allah), dan mereka memiliki telinga
(tetapi) tidak dipergunakannya untuk mendengar (ayat-
ayat Allah). Mereka itu bagaikan binatang ternak, bahkan
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mereka lebih sesat lagi. Mereka itulah orang-orang yang
lalai).

Hadirin yang terhormat,

Sejak saya S3, focus atau tema besar penelitian saya
berkaitan dengan aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt
atas ring komutatif unital.

R-aljabar

—————— ~| KE Li(E Ln(E
Bebas i ’T’—E
l IDEAL SISI

IDEAL DASAR

IDEAL DASAR “'""“““"“‘T------;F-- -------------------------
[ : P J = Spang{dB*:af € E*,r(a) = r(B)|e H} = I.

vy x ¥ ideal dasar, H herediter
IDEAL DASAR

Iy = Spang{u €|E*:r(p) EH Y u € H}

Def. & Sifat : = SPC Ly(E) SPC Ly(E)
-
Ideal Dasar Minimal Ia 2 B, H herediter Sederhana Mendasar

Ideal Dasar Prima

Ideal Dasar Semiprima SPCKE SPC Lg(E)
\ Semipri Semisederhana

SPC ideal Iy
SPC ideal dasar Prima
Iy Prima SPC Ly(E)
SPC RE Prima Prima SPC ideal dasar
Mendasar Ig Prima
Ly(E) SPC Lg(E)
SPC ideal dasar Prima Mendasar
Def. & sifat I Semiprima
R-aljabar (semi) Sederhana SPC RE ¥ ideal dasar
I Mendasar | HAT R e o e e e S e * |_Ig Semiprima
Mendasar v Lz(E)
R-aljabar (semi) Prima H herediter Semiprima
Mendasar tersaturasi Mendasar

Gambar 1. Skema focus penelitian S3

Mohon ijin di hadapan hadirin yang mulia dan terhormat,
saya akan menyampaikan refleksi ilmiah, pidato pengukuhan
Guru Besar di bidang ilmu Aljabar (lebih khusus pada aljabar
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lintasan Leavitt), dengan judul “Ideal Dasar Dibangun oleh Titik-
titik pada Cycle Tanpa Exit dalam Aljabar Lintasan Leavitt. “

Perlu disampaikan bahwa tema ini merupakan bagian
dari penelitian saya tahun 2023 yang didanai oleh LPPM UIN
Sunan Kalijaga, kluster research leader. Terimakasih kepada
Rektor beserta jajarannya dan LPPM UIN Sunan Kalijaga
Yogyakarta, atas kesempatan dan kepercayaannya mendanai
tema penelitian matematika murni (pure mathematics) dari
tahun 2017. Hal ini memberikan gambaran ke public bahwa
UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta sebagai salah satu PTKIN telah
memberikan support dan kesempatan luas kepada dosen-dosen
(ilmu murni) dalam ikhtiar menggapai jenjang karir akademik
tertinggi ini.

Pendahuluan

Aljabar lintasan Leavitt merupakan penggabungan teori
aljabar dengan teori graf. Lazimnya, teori graf dipandang
sebagai cabang matematika dan ilmu computer tentang
struktur yang menggambarkan titik-titik (vertices) dengan
sisi-sisi (edges) penghubung titik, beserta sifat-sifatnya. Selain
dengan pendekatan geometris, kombinatorik, dan algoritmik,
graf dapat dipandang secara aljabar dan biasa dikatakan
sebagai aljabar graf (graph algebra). Graf yang terdiri dari
titik-titik (vertices atau points) dan sisi-sisi (edges) dalam
aljabar graf merupakan graf berarah (directed graph) disingkat
digraf (digraph) atau seringkali disebut quiver. Arah dari sisi
dalam quiver membentuk dua pemetaan yaitu fungsi sumber
(source) dan fungsi ujung (target) dari sisi. Quiver didefinisikan

5
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Assems, dkk. (2010) sebagai 4-tupel @ = (@°, @*,s,t) dengan
Q° himpunan titik-titik, @* himpunan sisi-sisi dan s, t: ¢* — @°
adalah dua fungsi yang secara berurutan mendefinisikan
sumber (source) dan target dari sisi.

Barisan 1t buah sisi €, €, ...e,, dengan target sisi ke-i sama
dengan sumber sisi ke-(i+1) untuk setiap i = 1,2,..., n—1
dinamakan lintasan (path) sepanjang 1. Kajian quiver atau
graf ditinjau secara aljabar ini menghasilkan aljabar assosiatif
yang dikenal dengan aljabar lintasan (path algebra) dan aljabar
lintasan Leavitt (Leavitt path algebra). Bahasan mendalam
aljabar lintasan pada graf @ atas lapangan K yang dinotasikan
K@ dilakukan oleh Assem, dkk. (2006). Kesemiprimaan aljabar
lintasan atas lapangan dikaji oleh Molina (2008) dan Aranda Pino,
dkk. (2010). Namun, keduanya juga mengkaji aljabar lintasan
Leavitt yang definisinya disandarkan pada aljabar lintasan
dengan syarat Kuntz-Krieger. Wardati, dkk. (2014) mengupas sifat
keprimaan aljabar lintasan atas ring komutatif unital.

Perkembangan aljabar lintasan Leavitt telah dimulai sejak
tahun 2005, namun masih terus dikaji hingga saat ini. Temuan
dari kajian aljabar lintasan Leavitt antara lain adalah syarat
perlu dan cukup pada graf (quiver) sehingga aljabar lintasan
Leavitt atas lapangan bersifat sederhana (Abrams dan Aranda
Pino, 2005), berdimensi hingga (Aranda pino, dkk., 2007),
bersifat Noether (Abrams, dkk., 2008), merupakan aljabar
prima (Aranda Pino, dkk., 2009).

Tomforde (2011) telah mengkaji aljabar lintasan Leavitt
atas ring komutatif unital dengan temuan penting definisi ideal
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dasar (basic ideal) dan sifat sederhana mendasar (basically
simple) dari aljabar ini. Temuan ini menjadi dasar ditemukannya
syarat perlu dan cukup dari keprimaan aljabar lintasan Leavitt
atas daerah integral (Larki, 2012). Wardati (2015) dalam
disertasinya menemukan syarat perlu dan cukup dari grafnya
sehingga ideal dasar dalam aljabar lintasan Leavitt atas ring
komutatif unital merupakan ideal dasar prima, sehingga
ditemukan syarat perlu dan cukup aljabar ini bersifat prima
mendasar (basically prime). Selain itu, bahwa sebarang aljabar
lintasan Leavitt atas ring komutatif unital merupakan aljabar
semiprima mendasar (basically semiprime). Sifat ini senada
dengan temuan Aranda Pino, dkk. (2010) bahwa setiap aljabar
lintasan Leavitt atas lapangan merupakan aljabar semiprima,
yang selanjutnya ditentukan sokel (socle) dari aljabar lintasan
Leavitt tersebut. Sayangnya, aljabar lintasan Leavitt atas ring
komutatif unital tidak selalu semiprima kecuali jika ringnya
semiprima. Artinya, aljabar lintasan Leavitt semiprima jika
dan hanya jika aljabarnya atas ring komutatif unital yang
semiprima (Wardati, 2017). Penelitian terus berlanjut, sehingga
ditemukan sokel dari aljabar lintasan Leavitt semiprima ini,
yang dipengaruhi oleh ideal dari ringnya yang semiprima
(Wardati, 2022). Inilah bedanya dengan sokel dari aljabar
lintasan Leavitt atas lapangan, karena lapangan tidak memiliki
ideal sejati. Kesamaannya, bahwa penentuan sokel ini selalu
berkaitan dengan ideal minimal kiri (left minimal ideal) dari
aljabar lintasan Leavitt. Ideal minimal kiri ini dibangun oleh
suatu titik tertentu dalam grafnya yang disebut titik garis yang
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bersifat idempotent dan primitif. Selain itu, himpunan semua
titik garis adalah herediter.

Berkaitan denganideal danideal dasar dari aljabar lintasan
Leavitt masih terus berkembang dan menarik untuk dikaji.
Songul dan Muge Kanuni (2018) menghasilkan syarat perlu
dan cukup yang menjamin eksistensi ideal maksimal dalam
aljabar lintasan Leavitt atas lapangan, yakni jika terdapat subset
herediter tersaturasi maksimal dari @°. Aljabar lintasan Leavitt
atas ring komutatif unital pada graf asiklis (tidak memuat sikel)
berhingga merupakan hasil tambah langsung (direct sum)
dari ideal dasar minimal yang dibangun oleh sink atau titik
tenggelam (Wardati, 2017). Hasil ini diperkuat oleh Kanwar,
dkk. (2019).

Telah diuraikan peran dari titik tenggelam, titik garis
dan subhimpunan herediter dalam pembentukan ideal-ideal
(dasar) dalam aljabar lintasan Leavitt. Perhatikan temuan lain
dari Kanwar, dkk. (2019), bahwa jika graf memenuhi kondisi
(L) yaitu setiap sikel pada quiver tersebut memuat eksit
(exit) maka aljabar lintasan Leavitt atas ring komutatif unital,
tidak memuat ideal dasar nilpotent yang tak nol (non-zero
nilpotent basic ideal). Kontraposisi dari pernyataan ini, bahwa
Jika terdapat ideal dasar tak nol yang nilpotent dari aljabar
lintasan Leavitt ini maka quiver tidak memenuhi kondisi (L),
artinya terdapat sikel tanpa eksit pada quiver tersebut. Hasil
ini menginspirasikan perlunya diinvestigasi peran titik-titik
pada sikel tanpa eksit pada pembentukan ideal (dasar) dalam
aljabar lintasan Leavitt atas ring komutatif unital. Inspirasi ini
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didasarkan pada konjektur bahwa setiap titik pada sikel tanpa
eksit merupakan elemen idempotent primitive dan himpunan
semua titik-titik pada sikel tanpa eksit merupakan subset
herediter. Perlu kiranya, diselidiki pula peran ideal dari ring
komutatif unital dalam pembentukan ideal dari aljabar lintasan
Leavitt yang dibangun oleh kombinasi ideal dari ring ini dengan
suatu titik pada sikel tanpa eksit.

Karakterisasi ideal (dasar) dalam aljabar lintasan Leavitt
atas ring komutatif unital ditentukan oleh struktur quiver
dan ideal dari ringnya. Sebarang titik pada quiver merupakan
elemen idempotent dalam aljabar lintasan Leavitt. Struktur
quiver ini akan menentukan apakah titik-titiknya primitive
ataukah tidak, suatu subhimpunan titik-titik herediter
tersaturasi atau tidak. Secara umum, rujukan utama tentang
terminology dalam quiver dan beberapa hasil terdahulu tentang
aljabar lintasan Leavitt adalah buku baru yang dipublikasikan
Abrams, dkk (2017), dan beberapa pengertian elemen-elemen
khusus mengacu dari Assems, dkk. (2006).

Quiver dan Aljabar Lintasan Leavitt atas Ring Komutatif Unital

Quiver adalah istilah lain dari graf berarah, yakni 4-tupel
Q = (Q° @', s, t) yang terdiri dari dua himpunan saling asing
Q% Q' dan dua pemetaaan s, t: Q1 = QP Elemen-elemen
di @% Q% secara berurutan dinamakan titik dan sisi (real),
dan setiap sisi € € @* maka sumber dan target (ujung) dari e
adalah s(e), t(e) € @°. Quiver @ dikatakan berhingga jika @°
berhingga dan @ bersifat row-finite, yaitu untuk setiap titik



Pidato Pengukuhan Guru Besar

u, s~ (u) subset berhingga di @*. Titik u € @Q%disebut titik
tenggelam (sink) jika titik tersebut tidak memancarkan sebarang
sisi, artinya u # s(e) untuk setiap e € @1.

Lintasan adalah deretan sisi-sisi dalam suatu quiver,
U =e,e,..e, dengan e; € Q' dan t(e;) =s(e,s,) untuk
i =1,2,..,k —1. Panjang lintasan dinotasikan dengan
|zl = k = 1. Sumber dan target lintasan ¢ dinotasikan
s(u),t(u), dengan Lintasan yang memiliki sumber dan target
sama disebut lintasan tertutup. Lintasan tertutup it disebut
sikel (cycle) jika tidak ada sisi yang diulang, dengan kata lain
s(u) = t(u) danuntuksetiapi # j, s(e;) # s(e;).Sikeldengan
panjang satu disebut loop. Setiap titik dalam @° merupakan
lintasan dengan panjang nol. Himpunan semua lintasan pada
quiver @, dinotasikan dengan Path(Q).

Perluasan quiver @ dinotasikan dan didefinisikan
sebagai quiver baru @ = (Q°, Q' U (Q")",s4.t5) dengan
(@')* adalah himpunan semua sisi hantu (ghost),
(@')* ={e*:e € @'}, dan pemetaan sg.tg didefinisikan
sebagai SGlge = S’tﬁlﬂ; =t,sle*) = tle), t(e*) = s(e).
Perluasan ini digunakan untuk mendefinisikan aljabar lintasan
Leavitt yang didasarkan pada aljabar lintasan. Aljabar lintasan
atas ring komutatif unital B pada quiver @ dinotasikan R
adalah R-aljabar bebas yang dibangun oleh Path(@) dan
memenubhi:

(V) uv = &, ,u untuk setiap u, v € @°

(E1) s(e)e = et(e) = e untuk setiap e € Q.

Aljabar lintasan Leavitt dinotasikan dengan L 5 (@) adalah

10
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aljabar lintasan pada quiver perluasan yang memenuhi kondisi
Cuntz-Krieger:

(E2) e*s(e) =t(e)e* =e* untuk setiap e € @*

(CK1) e*e’ = &, t(e) untuk setiap e,e’ € Q*

(CK2) v = X ot |ste)=v) €€" UNtuk setiap titik v yang
memancarkan sisi-sisi

Berdasarkan aksioma (V), setiap titik adalah
idempotent karena u* = u setiap u € @°. Selain itu, ee’
juga elemen idempotent karena dengan (CK1) berlaku
(ee*)* = e(e*e)e* = et(e)e* = ee*.Elemen idempotent
x,,%, disebut orthogonal jika x,x, = 0,dan elemen idempotent
x dikatakan primitive jika x tidak dapat dinyatakan sebagai
xy + x5, untuk setiap elemen ortogonal tak nol xy,x,.
Berdasarkan definisi ini dan aksioma (CK2) maka titik ¥ yang
memancarkan lebih dari satu sisi adalah elemen idempotent
tidak primitive. Sementara, setiap titik sink merupakan elemen
idempotent primitive.

Berdasarkan kondisi (CK1) dan (CK2), unsur-unsur
pembangun Lz(@) berbentuk monomial a@f* dengan
a,f € Path(Q), t(a) =t(f), dan asumsi bahwa untuk
setiap titku € Q°%, u* = u = t(u) = s(u). Misalkan diberikan
dua monomial af8*,yd* € Lg(@Q) maka hasil perkalian dua
monomial tersebut didefinisikan sebagai berikut:

ay's* jikay = By’
Apgy = @b’ jika B =y

0 jika bukan salah satu kondisi di atas

11
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Aljabar lintasan Leavitt memuat semua lintasan real (real
path), lintasan hantu (ghost path) dan titik yang merupakan
lintasan dengan panjang nol. Setiap monomial dalam L z(@)
berbentuk:

(a) kudengank € R, u € @° atau
(b) ke; ..e; e; ..e; dengan

keERagTt=0c+1> 0,e, € Ql,e}‘-’t € (@Y)* untuk

0=s=g,0=t=T1.

Secara umum, aljabar lintasan Leavitt atas ring komutatif
unital R pada quiver @, dituliskan sebagai:

L(Q) = Spang [Z k;a;B; |k; € R, a;, B; € Path(Q)
i=1

Subset herediter (hereditary) dari titik-tittk mempunyai
peran penting dalam pembentukan ideal (dasar) dari aljabar
lintasan Leavitt atas ring komutatif unital. Subhimpunan
herediter didefinisikan dengan suatu relasi mendahului
(preorder) “<” pada @°. Sebarang dua titik v,w,v,w, v = w
jika dan hanya jika ¥ = w atau terdapat lintasan i € Path(
) sehingga s(u) = v dan t(u) = w. Subset H € Q° dikatakan
herediter, apabila untuk setiap v, w € Q°denganv < w, v € H
berakibat w € H. Selain sifat herediter, relasi mendahului
digunakan untuk mendefinisikan tree (pohon) suatu titik. Pohon
dari titik v adalah T(v) = {w € E®:v < w} yaitu himpunan
semua titik yang didahului oleh .

12
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Subset H € Q" dikatakan tersaturasi (saturated)
apabila untuk setiap titik v dengan s~ *(v) = @, jika
t(s~(v)) = {t(e)|s(e) = v} E H maka v € H. Penutup
(closure) dari H dinotasikan H adalah himpunan herediter
tersaturasi terkecil yang memuat H. Jika H herediter maka
closure H biasa disebut penyaturasi (saturation) dari H. Mudah
ditunjukkan bahwa irisan dan gabungan dari subset-subset
herediter juga herediter, irisan subset-subset tersaturasi juga
tersaturasi, tetapi gabungannya belum tentu tersaturasi. Sifat
lainnya adalah bahwa himpunan semua titik yang berada
dalam ideal dari L z (@) merupakan subset herediter tersaturasi
sebagaimana dinyatakan dalam lemma berikut. Lemma ini
merujuk pada Tomforde (2011), dengan bukti yang agak
berbeda.

Lemma 1. (Tomforde. 2011) Diberikan ideal 5 € Lz(@Q)
danmisalkanX = {u € Q%: u € 3} = QY N F maka X herediter
tersaturasi.

Bukti: Ambilsebarang titik , v € @%denganu < vdanu € X.
Artinya, u € 3 dan terdapat u € Path(Q) sedemikian sehingga
sw=ueI dan v=t(uw) =p'pu=ps@yu=pup€s.
Diperoleh v € X dan akibatnya X herediter. Selanjutnya,
ambil sebarang titik v dengan s * (v) # @dant(s ' (v)) € X,
t(s7*(v)) € X, maka untuk setiap sisi e € s~*(v) berakibat
t(e) € X dant(e) € J sehinggaee® = et(e)e* € J.Menurut
(CK2),v = ZS,:E:,:L, ee® € JFsehinggav € X.Jadi, X tersaturasi.

13
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Lintasan i disebut lintasan tertutup berbasis titik v,
jika v = s(u) = t(u). Misalkan c sikel berbasis titik v maka
didefinisikan bahwa ¢ = v dan ¢™ = (¢*)™ untuk setiap
bilangan asli n. Sisi € dinamakan suatu eksit (exit) untuk
lintasanpt = e, e, ...e, jikas(e) = s(e;)dane # e, untuksuatu
i €{1,2, ..., k}. Himpunan semua titik-titik pada quiver @ yang
terletak di sikel tanpa eksit, dinotasikan E.{@). Sebarang dua
titik i, v dengan # = v dan u di 2.(@) maka v juga di P.(Q)
Akibatnya, P.(@) adalah subset herediter, sehingga titik-titik
dalam E.(@) ini memiliki peran penting dalam pembentukan
ideal (dasar) dari aljabar lintasan Leavitt.

Terdapat ideal khusus dalam aljabar lintasan Leavitt atas
ring komutatif unital yang dinamakan ideal dasar (basic ideal).
Setiap ideal merupakan ideal dasar dalam aljabar lintasan
Leavitt atas lapangan, tetapi tidak atas ring komutatif unital.
Ideal dasar didefinisikan sebagai berikut:

Definisi 1. (Tomforde, 2011) Diberikan aljabar lintasan
Leavitt Lp(Q) atas ring komutatif unital R pada quiver Q.
Ideal 3 € L,(Q) disebut ideal dasar (basic ideal) jika untuk
setiap elemen tak nol k € R dan setiap titik v, dengan kv € J
berakibat v € 3.

Menurut Proposisi 7.7 dalam Tomforde (2011) yang
telah dibuktikan dengan lengkap, bahwa subset herediter
tersaturasi memiliki peran besar untuk membentuk ideal dasar
dalam aljabar lintasan Leavitt atas ring komutatif unital. Sifat
tersebut dituliskan kembali dalam proposisi di bawah ini tanpa
memberikan bukti.
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Proposisi 1. (Tomforde, 2011) Diberikan sebarang ring
komutatif unital R, quiver Q dan subset herediter H di QO,
maka himpunan

(H) = Spang {Z kia;Bf |k; € R, a;, B; € Path(Q),t(a;) = t(B;) € H}

i=1
merupakan ideal dasar dari L (Q) yang dibangun oleh H.

Terdapat sifat lain dari subset herediter, yakni tentang
peran irisan dari subset-subset herediter dalam pembentukan
ideal dasar dalam aljabar lintasan Leavitt. Sifat ini dibrikan
dengan pembuktian lengkap sebagai berikut.

Proposisi 2. Diberikan sebarang ring komutatif unital R,
quiver Q dan Hj, H, subset herediter di Q°, maka berlaku
(a) Jika H, € H, maka (H,) € (H,)

(b) [:Hi n H:]=(H1] (H:]

Bukti:

(@) Ambil sebarang x € (H,), x = X", k,a.f dengan
k. € R,a, f3; € Path(Q),t(a;) = s(B,) EH,. Karena
H) € H, makat(a;) = s(B;) € Hy, danx = X, k;a;f3}

dengan k; € R, &, 5; € Path(Q). Artinya, x € (H,) dan
terbukti, (H,) € (H,).

(b) Ambil sebarang 0=#ye(H;)(H,) maka
0# ¥y = Xac(u,)pen,)ab. Perhatikan monomial
0+ ab dalam ¥ dengan a =X, zpaf’ € (H,),

b=X4erqy8* € (H,) dimana t(a)=t(f)€H,,
t(y) = t(6) € H,.
Berdasarkanpersamaan(1),diperoleh® # ab = X, .z kAS*
dengan
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ay' jika y = By’
A={a jkay=p
apB" jika f = yp'

Hal ini berarti bahwa t(1) = t(&§) € H,, sehingga:

i. JikaA=ay makat(a) =s(y") € Hit(a) =s(y') €H,
dan t(y') = t(1) € H; karena H; herediter. Jadi,
t(d) =t(6) € H, NH, atauab = X,z kA6* € (H, N H,).

ii. Jika A=a maka t(d)=t(a) EH,, sehingga
t(A) =t(8) EH, NH, atau ab= 2%, o kAd* € (H N H,).

iii. Jika A=aBf" maka tla)=t(B')EH, atau
t(a) = t{s_l(s(fx])) € H, sehingga s(a) = s(1) E H,
karena H, tersaturasi, dan diperoleh t(4) € H, karena H;
herediter. Jadi, t(4) = t(&) € H, N H,, dengan kata lain
berlaku ab = X, .z kA5* € (H, N H,).

Berdasarkan ketiga poin di atas, didapat

v = ERE':H- )b elH,) ab € [Hi n ng.Jadi, (Hy)(H,) € (H, N Hy).

Bukti seb_aliknya, ambil sebarang monomial tak nol

po* € (H N H,) maka p,0 € Path(Q), t(p) =t(e) =u

dan u € H; N H,, sehingga po* = (pu*)(uc*) € (H,)(H,)

dan diperoleh (H,NnH,)S(H)H,). Jadi,

(H)(H,) = (H nH,)

Berdasarkan Proposisi 1., bahwa subset herediter H (tidak
harus tersaturasi) dapat membangun ideal dasar (H) dalam
L,(Q), dan menurut Lemma 1., (H) N @ bersifat herediter
tersaturasi. Berkaitan dengan dua sifat ini, muncul sifat bahwa
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(H) = (H).

Lemma 2. (Tomforde, 2011) Diberikan
sebarang ring komutatif unital R, quiver Q dan
subset herediter H di Q° maka ideal dasar
(H) = Spang{Xi-, ke8] |k; € R,a,, 5, € Path(Q),t(a,) = t(5,) €
H} = (H) .

Bukti: Karena subset H herediter maka H = H.Berdasarkan
Proposisi 2., diperoleh (H) < (H). Bukti sebaliknya, menurut
Lemmal, X = {u € Q":u € (H)}adalah herediter tersaturasi
yang memuat H, sehingga H € X. Ambil sebarang titk v € H
maka v € X sehingga v € (H). Konsekuensinya, setiap
monomial &, 8} a; B} dalam (H) maka terdapat v € H sehingga
v=t(a,)=t(B,)EH dan a.fi =a,vp € (H) karena
v € (H). Dengan kata lain, (H) € (H). Jadi, (H) = (H).

Proposisi 1. di atas memberikan motivasi untuk mengkaji
ideal dari aljabar lintasan Leavitt atas ring komutatif unital yang
dibangun oleh penggabungan ideal dari ring ini dengan suatu
subset herediter. Artinya, perlu dikaji selain peran dari subset
herediter, juga peran ideal dari ring komutatif unital dalam
pembentukan ideal dalam L z(@Q).

Proposisi 3. Diberikan aljabar lintasan Leavitt Lz (@) atas
ring komutatif unital R pada quiver Q. Jika I € R ideal dan
H € E° herediter maka:

(IH) = Span, IZ ape 57| a; € Lo, f; € Path(Q), (e} = t(8;) H} (2)

=1
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adalah ideal dari L (@). Lebih dari itu, (IH) = (IH) dengan
H adalah saturation dari H.

Bukti: Misalkan ] = (IH) adalah ideal yang dinyatakan oleh
(2). Akan ditunjukkan bahwa J ideal dari L 5 (@). Ambil sebarang
elemen berbentuk aff* dengan t(a) = t(f) =u € H, dan
setiap x, ¥ € Lz(@),a € 1. Akan ditunjukkan axauf*y €],
dengan cukup ditunjukkan ayd*ups® € J untuk setiap
a€l,u€H, vy, 05 u0c€ Path(Q).

Pertama untuk kasus ayd‘uug® = 0, maka jelas bahwa
ay§*upa® € J. Kasus kedua, ayd*uus® # 0. Berdasarkan
definisi perkalian dalam (1), didapat ay&*uus® = ayu's*
jikap = 6p'n = 6u'; atau ay§*upc* = ayo*jika § = p; atau
ay§*ups® = ayd'c” jikad = ud'd = ud’. Perhatikan kembali
bahwau = t(u) € H dengan Hsubset herediter, maka diperoleh
t{w) = t(u") € Huntukkasuspertama, t(u) = t(8) € Huntuk
kasus kedua dan terakhir t(&) = t(&") € H untuk kasus ketiaga,
dimana s(u) = s(8) = u.

Jadi, 0 # ayd*upc® € J untuk semua kasus. Terbukti bahwa
J = (IH) adalah ideal dari Lz(@Q)- Karena H herediter maka
menurut Lemma 2., bahwa

(H) = (H) = Span. B% ki a: 87 |k; € R a:. B; € Path(0), tla:) = t(8:)
Jika koefisien dalam R diganti dalam I maka persamaan (2) juga
dapat dituliskan dengan

n

(IH) = Span; [Z a;o: 3 |a; € I ay, f; € Path(Q),t(a;) =t(8;) e Hy= (1H)
i=1

Telah dinyatakan di atas, bahwa gabungan dari subset
tersaturasi belum tentu tersaturasi, sementara gabungan

18



Pidato Pengukuhan Guru Besar

subset-subset herediter pasti herediter. Oleh karenanya,
Proposisi 3 dapat dikembangkan ideal dari Lz(@) yang
dikonstruksi dari suatu ideal I € R.

Proposisi 4. Diberikan aljabar lintasan Leavitt L 5 (@) atas
ring komutatif unital R pada quiver Q dan ideal I € R. Jika
{H,};er adalah keluarga subset herediter dari Q° yang saling
asing, maka:

(IW) = (I U Hz’) =@ - (IH,) =@, (IH)

el ier

Bukti: Karena H; herediter untuk setiap i €T maka
H = U, H; adalah herediter. Berdasarkan Proposition 5.,
maka didapat (IU,..H,) = (I1U,.-H,) dan (IH,) = (IH,)
untuk setiap i €. Masih harus ditunjukkan persamaan
tengah bahwa (I U, H;) =8, (IH;). Ambil sebarang
x € (IH), berdasarkan (2), x = X", a,a,8; untuk suatu
a, €I, a, B, € Path(Q),t(a;,) = t(B,) € H. Karena
H = U, .- H, maka untuk setiap I, t(a;) € H; untuk suatu
i €T. Akibatnya, x = XL, a,a, 8] € X, .(IH,), sehingga
diperoleh (IH) € X, .-(IH,). Sebaliknya, jelas bahwa
Z.r(IH.) € (IH) karena (IH;) € (IH) untuk setiap I.
Jadi, didapat X;.(IH;) = (IH). Terakhir, andaikan bahwa
terdapat j € ' sehingga EEET[IH-] I’][IH-) # {0}. Artinya,
terdapat 0 # y € ZEE]-(IH ) N(1H,), dan menurut (2),
y =Xt 5.V 00 d|manask € Ly, 6, € Path(@),sementara
t(ye) =t(06,) €EH; dan juga t(y) = t(6;) € Uwer H,.

}:i

Artinya, H; tidak saling asing dengan Uier H; sehingga terjadi
j=i
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kontradiksi.

Jadi, (UEE]"HE-)HH}-={G} dan terbukti bahwa
j=i

(IU;er Hy) =B (UH,).

Peran Titik-titik pada Cycle Tanpa Exit dalam Membentuk
Ideal Dasar

Telah dikaji ideal (IH) dari aljabar lintasan Leavitt L z(@)
yang dibangun oleh ideal I dari ring komutatif unital E dan
subset herediter H. Di sisi lain, kita mempunyai subset herediter
P_( @) yaitu himpunan titik-titik pada quiver @ yang berada pada
sikel ¢ tanpa eksit. Tampak bahwa elemen-elemen dalam B.(@)
ini memiliki peran dalam pembentukan ideal dalam aljabar
lintasan Leavitt.

Teorema 1. Diberikan ring komutatif unital R dan quiver
Q. Diberikan v € P.(Q) dengan c sikel tanpa eksit sedemikian
sehingga s(c) = v dan A, menotasikan himpunan lintasan
yang menuju v tetapi tidak memuat semua sisi dalam c. Jika /
ideal di Rmaka (IP.(Q)) = (Iv) = M, (I[x, x"1]) adalah ideal
dalam Lz (Q).

Bukti: Himpunan semua titik-titik di sikel ¢ tanpa eksit
dinotasikan P.(@). Subset P.(Q) adalah herediter, karena
untuk setiap x,¥ € @Q°dengan x < y, x € P.(Q), pastilah
¥ € B.(@) disebabkan sikel ¢ tidak memuat eksit. Selanjutnya,
karena s(c) = v € P.(@) maka P.(Q) = {v} sehingga menurut
Proposisi 3., (IE.(Q)) = (Iv) = (Ic°).
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Misal B={uc*o|ly,c€A, kEZ} dengan
c® = v, ¥ = (¢*)7%, untuk k < 0, maka B bebas linear atas /.
Diambil sebarang k € Z dan Y., t.u.cfe’ = 0 maka untuk
setiap j € {1,2, ..., m} kita mempunvyai,

0= pu; [E:‘zl tp.cka’ )a}- = t}-uc}’-‘u = t}-c;‘
sehingga t; = 0. Menurut Proposisi 3., elemen di (Iv)
berbentu aaf* dengan a€l,a,f € Path(Q) dan
t(a) =t(B) € P.(Q)=T(v), sehingga a = uc',f = oc™
untuk suatu i, @ € A, dan bilangan bulat I,m = 0. Ini berarti
bahwa B membangun (Iv). Jadi, B adalah /-basis dari ({v).
Didefinisikan pemetaan,

@: (Iv) = M, (I[x,x"*]) dengan @(auc*c*) = ax¥e,,
untuk setiap auc®s* € (Iv) dengan a €1,uc*c* €B,
ax¥e, € M, (I[x,x™']) yang mana ax* adalah entri pada
(1, o) dan entri lain 0. Mudah ditunjukkan bahwa ¢ merupakan
isomorfisma aljabar, sehingga (Iv) = M, (I[x, x~*]).

Tampak bahwa ideal (Iv) bukan merupakan ideal dasar
untuk setiap ideal non trivial I di R, karena v & (Iv). Akan
tetapi, jika I = R maka (v) = (c?) adalah ideal dasar karena
P_(@) herediter (menurut Proposisi 1.), dengan v adalah titik
basis dari sikel ¢ tanpa eksit.

Akibat 1. Diberikan sebarang quiver Q, dan sebarang
ring komutatif unital R. Ambil sebarang v € P.(Q) dan c sikel
tanpa eksit sedemikian s(c) = v. Misal A, adalah himpunan
lintasan yang ujungnya di v tetapi tidak memuat semua sisi pada
¢, dan n = |A,|, maka (c°) = (v) = M, (R[x,x"])adalah
ideal dasar di L z(@).
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Teorema 2. Diberikan R sebarang ring komutatif
unital dan quiver Q. Jika / ideal dari R, dan P, 1(Q) adalah
himpunan semua titik pada semua sikel tanpa eksit pada quiver
Q maka (IP3(Q@)) = ®ierM,, (I[x,x71]) di mana {c;}
adalah himpunan sikel-sikel tanpa eksit yang berbeda dalam
Q, n; = |Avi| dengan v, adalah basis dari sikel ¢; dan A,
himpunan semua lintasan yang berujung akhir di v, tetapi tidak
memuat sisi-sisi dari Ci-

Bukti: Perhatikan bahwa Py_;(@) = UP_ (Q). Karena
F..(@Q) herediter maka U P, (@) juga herediter. Berdasarkan
Proposisi 4. dan Teorema 1. diperoleh:

(f g Pq(@)) - (f g PCL(@J) =B ier (17,(@) =Bier (1,(@))

i€l tel

=@;er Uv;) =@ 1 M:z,—(f[x»x_l])
Terbukti, (1P¢ 1(Q)) = @, M, (I[x,x7*]).

Senada dengan Akibat 1., jika diambil I =R maka
diperoleh (U;er P, (Q) =Bier (v;) =Bier M,y (R[x. x71])
merupakan ideal dasar di L z(@). Ideal dasar ini dibangun oleh
himpunan semua titik pada sikel-sikel tanpa exit yang berbeda.

Kesimpulan

Himpunan semua titik-titik pada quiver ¢ yang berada di
sikel ¢ tanpa eksit dinotasikan dengan P.(@ ) bersifat herediter.
Diberikan R ring komutatif unital, ideal / dari R dan titk v € P.(Q)
sedemikian sehingga s(c) = v, maka (Iv) = M, (I[x,x™*])
adalah ideal dalam Lz(E), di mana n =|A,| dengan A,
himpunan semua lintasan yang berujung di v tetapi tidak
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memuat sisi-sisi dari ¢. Akan tetapi ideal (v) bukan ideal dasar
(basic ideal). Jika I = R maka (Rv) = (v) = M, (R[x,x™'])
adalah ideal dasar dalam Lz(@). Ideal dasar ini merupakan
ideal yang dibangun oleh himpunan titik-titk pada suatu sikel
tanpa exit.
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Matematika bidang Aljabar. Wabil khusus, kepada pembimbing

TA S1 sekaligus promotor S3, Ysh. Prof. Dr. Sri Wahyuni, SU.

bersama ko-promotor, Prof. Dr. rernat. Indah Emilia W., S.Si.,

M. Si dan pembimbing tesis alm. Prof. Drs. Subanar, Ph.D. atas

ketulusan, kesabaran, motivasi dan keteladanan akademik yang

luar biasa. Jazaakumullaah ahsanal jazaa, tanpa mereka semua
tidak mungkin dapat dicapai jabatan akademik tertinggi ini.

Kedelapan, terimakasih atas sharing: pengalaman hidup,
cerita suka-duka masa lalu, nasehat (kata mutiara, pantun,
motivasi, dll), canda-tawa bermakna (“guyon maton”),
siraman rohani, dll., pada berbagai komunitas teman-teman
seperjuangan:

1. Tsalsa 82 (Alumni MTs. Al Islam 1 Solo, 1982) & KAMAS
(Keluarga Alumni Madrasah Al Islam Surakarta),

2. Alsanka BM (Alumni Santri Kalong Budi Mulia): Mbak
Inayati-Ghufron, dik Ita, Chypi, dik Anis-Mahsun, dik
Ningrum-Jujur, Rismi, Lisnur, dll.,

3. Alumni Asrama Al-Hidayah Terban dan HMI-Kohati MIPA
(mbak Sumariyah, mbak Yayuk, mbak Eva, mbak Zulfa,
mbak Linda, Cak Mus, Cak Thoifur, pak Basuki, dll),

4. Asrama Melati Catur Tunggal,
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5. Alumni Math 85 (Prof. Ch. Rini, mbak Prita, Faiz, Amin, Arif,
Rus, mbak Nung, dll.),

6. AlumniS2,S3 Mat UGM (Prof. Supama, Prof. Agus Maman,
Mbak Atun (almh.), mbak Titi Undip, pak Topo, pak Andi
Sanata Dharma, dll),

7. Grup Qosidah “Ummiya Nuha” Ibu-ibu Gandu Baru yang
senantiasa menjadi tempat healing karena menghibur dan
terhibur sehingga kendor ketegangan otot-otot leher dan
mengurangi beban stressor saya. terimakasih atas semuanya.
Kesembilan, tak cukup terimakasih dihaturkan setulusnya,

tetapi juga persembahan capaian kinerja tertinggi ini
disampaikan pada qurrota a’yun dan permata hatiku Drs. H.
Agung Sarwo Edy, suami tercinta nan bijaksana, juga anak-anak
dan menantu: Nana-Akbar, Ulya-Salman, Uun-Fida, Aan-Amel,
Hadziq dan ragilku Imna. Kalian semua (terutama suami),
selalu mendukung, membantu, memaklumi, memberi atensi-
cinta-kasih dan mendoakan demi kesuksesan, kebaikan dan
keberkahan dari semua tugas, kesibukan dan kegiatan istri/
ibu. Permohonan maaf pada kesempatan mulia ini, jika saya
sebagai istri/ibu banyak khilaf, lalai dan kekurangan dalam
membersamai dan mendampingi kalian-kalian semua. Semoga
kita semua selalu mendapatkan hidayah, karunia, rahmat
dan ridlo-Nya untuk menjadi insan terbaik (khairunnas) yang
terus balajar dan mengajarkan ayat-ayat Allah sesuai bidang
kita masing-masing dan karena kebermanfaatan kita untuk
sesama. Aamiin.
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Kesepuluh, terimakasih dan salam ta’dlim sangat dalam
yang tak pernah berakhir kepada kedua orangtua saya,
almarhum Bapak. H. Najjiri Munawar Al Hady, almarhumah
Ibu Hj. Sya’baniyah (lahumaa Al Fatihah). Selalu ada pada
keduanya: kasih dan sayang, tulus-ikhlas dan sabar, telaten
dan teladan, sederhana dan sahaja, semangat, ikhtiyar dan
doa sebagai motivator, panutan, pembimbing, pengajar
dan pendidik religius kami 6 (enam) bersaudara, meskipun
bukan dari keluarga berada. Tak terlupakan pesan simple
alm. Bapak, “Bapak-ibu ora iso ninggali warisan rojo-brono,
mung warisan ilmu wae tak titipke neng sekolah/kampus, sak
iso-isone dho kuliah nganti rampung” Alhamdulillaah, Beliau
menghadap Allah dengan ke-6 putra-putrinya selesai sarjana
dan 4 diantaranya lulusan IAIN Sunan Kalijaga Yogyakarta.
Juga karena doa Beliau berdua, saya dapat mencapai jabatan
tertinggi ini, InsyaAllah sebagai warisan dan amal jariyahnya.
Semoga kami (Mba lzah — Mas Gandi, Mbak Ifah —Mas Mukhtar,
Om Farid — Bulik Nur, Om Ujik — Bulik Atik, Bulik Yuni — Om
Heru) dan anak cucu keturunannya dapat meneladani Beliau
berdua, agar menjadi amal sholeh Beliau yang tak pernah
terputus. Terimakasih semua Bani Najjiri atas kebersamaan
dan kekompakan dalam keluarga besar.

Kesebelas, Salam ta’dlim dan terimakasih kepada kedua
bapak/lbu mertua Bapak. H. Mugimin Siswo Atmodjo dan Ibu
Karti Siswo Atmodjo (semoga tetap sehat penuh berkah di usia
90-an dan 80-an tahun), yang dengan ikhlas memberikan putra
tercintanya sebagai pendamping dan bapak dari anak-anak
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saya, juga atas doa dan dukungan beliau, saya dapat menggapai
capaian ini. Juga kepada kakak/adik ipar: Pakdhe - Budhe
Murwanto dan Bulik Yuni—Om Miswan, beserta putra —putrinya.

Keduabelas, terimakasih sebesar-besarnya kepada keluarga
besar Bani H. Muslim (keluarga adik-adik alm. Bapak) atas
kekompakan, kerukunan dan saling bahu-membahu, juga Bani
H. Sinwan (keluarga adik-adik almh. lbu), khususnya keluarga
Begalon Solo, Hj. Sutarni Amin Ghozali selama 6 tahun sebagai
wali saya ketika masa SMP-SMA Al Islam Surakarta, yang telah
banyak mewarnai pengalaman hidup saya dengan keteladanan
religiusitas dalam mendidik putra-putrinya.

Terakhir, tanpa mengurasi rasa hormat dan syukur saya,
dihaturkan terimakasih atas segala bantuan dan atensinya
kepada semua pihak yang tidak dapat disebutkan satu persatu
karena berbagai keterbatasan. Semoga Allah SWT., membalas
semua kebaikan dan jasa dengan kebaikan dan keberkahan
dengan berlipat ganda. Saya mendo’akan panjenengan semua
diberikan kesehatan, umur panjang dan keberkahan. Aamiin.

Billahi taufig wal hidayah,

Wassalamu’alaikum warahmatullahhi wabarakaatuh
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Mendapat Tanda Jasa dan Penghargaan

2020 Mendapatkan penghargaan Satya Lancana Karya Satya
20 tahun dari dari Presiden Joko Widodo

2013 Mendapatkan Penghargaan Staya Lancana Karya Satya
10 tahun dari Presiden Susilo Bambang Yudoyono

Kegiatan internasional

2023 Inisiasi (berncmarking) ke Lembaga akreditasi
Internasional ASIIN & FIBAA di Jerman

2019 Menjadi Presenter dalam International Conference
Rings, Modules, and Hopf Algebra, Almeria, Spain,
selama 5 hari

2015 Mengikuti Research School “Leavitt path algebtas
and graph C.*-algebras” yang dilaksanakan di CIMPA
Research School, Turkey, selama 2 pekan

2014 Mengikuti Program Sandwich (PROSALE) KEMENAG

RI, ke Universidad De Malaga, Spain (Oktober —
Desember)

Menjadi invited speaker

2022 Narasumber Kegiatan Workshop Sharing: Best
Pengembangan Prodi Umum di UIN |Practices
Raden Mas Said Surakarta . Tingkat | Pembukaan
Nasional. Prodi Umum
di PTKIN, UIN
Raden Mas Said
Surakarta
2022 Narasumber Kegiatan Seminar Seminar

Metodologi Penelitian Matematika. | Metodologi
Penelitian Prodi
Matematika,
UIN Sunan
Kalijaga

Yogyakarta
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Pidato Pengukuhan Guru Besar

2021 Narasumber Workshop Penyusunan | Di Universitas
RPS Matakuliah Logika Matematika |Ahmad Dahlan
dan Himpunan Berbasis Project Yogyakarta,

secara daring
Zoom Meeting

2016 Narasumber Seminar nasional Di Universitas

aljabar dan pengajarannya. Sanata Dharma,
Yogyakarta

2015 Narasumber International SEAMS Department of
School with topic “On Some Aspects |Mathematics,
of Representaton Theory” Universitas

Gadjah Mada,
Yogyakarta,
Indonesia.

Menjadi mitra bestari

2022 Menjadi Reviewer pada Journal Reviu artikel
IndoMS (jurnal internasional dengan judul
terindeks scopus dan akreditasi Sinta | “On Graded
1) Simple

Modules over
Leavitt Path
Algebras”,
2017 - |Menjadi Reviewer Nasional Revieuwer
Sekarang | Kementerian Agama RI. Litapdimas
Pusat dan
di beberapa
PTKIN (IAIN
Salatiga, UIN
Walisongo, UIN
Mataram)
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Ideal Dasar Dibangun
oleh Titik-titik pada Cycle Tanpa Exit
dalam Aljabar Lintasan Leavitt

oleh:
Prof. Dr. Dra. Hj. Khurul Wardati, M.Si.

Subhimpunan herediter dari himpunan titik-titik pada
quiver memiliki peran penting dalam konstruksi ideal
maupun ideal dasar dalam aljabar lintasan Leavitt atas
ring komutatif unital. Sebarang titik dalam aljabar
lintasan Leavitt merupakan idempoten, tetapi belum
tentu primitive. Elemen titik idempotent primitive
dapat berupa titik pada sikel tanpa eksit. Subhimpunan
P.(Q) bersifat herediter menotasikan himpunan semua
titik-titik pada sikel tanpa eksit. Tulisan ini menganalis
peran subhimpunan herediter dari titik-titik
idempotent primitive berupa titik-titik pada sikel tanpa
eksit dan ideal dari ring komutatif unital dalam
membentuk ideal (dasar) dari aljabar lintasan Leavitt
atas ring komutatif unital. Ideal non trivial I dari ring
komutatif unital R dan titik v € P.(Q) dengan sikel ¢
tanpa eksit bersumber di v, dapat mengkonstruksi ideal
dalam aljabar lintasan Leavitt Lg(Q) berbentuk (Iv) =
M, (I[x,x~']) dimana n adalah banyaknya lintasan
berujung di v, bukan ideal dasar. Namun jika I = R
maka (Rv) = (v) = M,(R[x,x~1]) adalah ideal dasar
dalam L (Q).



