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(2.) Apa saja yang Allah anugerahkan kepada manusia berupa rahmat, maka tidak ada seorangpun
yang dapat menahannya; dan apa saja yang ditahan oleh Allah maka tidak seorangpun yang sanggup
melepaskannya sesudah itu. Dan Dialah yang Maha Perkasa lagi Maha Bijaksana.

(3.) Hai manusia, ingatlah akan nikmat Allah kepadamu. Adakah Pencipta selain Allah yang dapat
memberikan rezki kepada kamu dari langit dan bumi ? tidak ada Tuhan selain Dia; maka mengapakah kamu

berpaling (dari ketauhidan)?

(Surah 35, Fathir; ayat 2-3)
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82. Sesungguhnya keadaan-Nya apabila Dia menghendaki sesuatu hanyalah berkata kepadanya:
"Jadilah!" Maka terjadilah ia.

(Surah 36, Yasin; ayat 82)
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Pengantar Galois Field, Konstruksi suatu Lapangan Berhingga
Berorde Prime Power
Oleh : Mahmudi (06610006)

ABSTRAKSI

Kongruensi modulo n pada daerah integral Z adalah suatu relasi ekuivalen,
sehingga terbentuk suatu partisi dalam Z, yang tiap himpunan bagiannya disebut
dengan kelas ekuivalen. Himpunan semua kelas ekuivalen tersebut dinotasikan Z,,
dan merupakan ring. Lebih lanjut untuk suatu n = p, dengan p prima, maka Z,
adalah lapangan berhingga berorde prima.

Analogi dengan kongruensi modulo n pada daerah integral Z adalah
kongruensi modulo p(x) pada daerah integral F[x], polinomial ring atas lapangan
F. Jika terdapat suatu lapangan Z, dan polinomial p(x) berderajat n maka akan
dapat dibentuk suatu himpunan semua kelas ekuivalen modulo p(x), ditulis
Zy[x]/p(x), yang memiliki elemen sebanyak p™.

Khususnya untuk p(x) suatu polinomial tak tereduksi atas Z,, maka
Zy[x]/p(x) merupakan suatu lapangan berhingga berorde prime power.
Lapangan berhingga tersebut dinotasikan GF(p™). Lapangan berhingga GF (p™)
akan memuat lapangan Z,, dan akar polinomial p(x).

Kata kunci : kongruensi modulo p(x), polinomial tak tereduksi, prime power.

xii



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Materi aljabar abstrak yang telah penulis dapatkan adalah mengenai
konsep ring, daerah integral, dan lapangan. Salah satu contoh ring yang menarik
untuk dipelajari adalah ring bilangan bulat, yaitu himpunan semua bilangan bulat,
dinotasikan Z, yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan (+) dan pergandaan
(+); ditulis (Z, +, -). Lebih lanjut, karena Z tidak memuat pembagi nol maka
(Z, +, -) merupakan daerah integral.

Salah satu sifat dari daerah integral Z adalah berlakunya Algoritma
Pembagian sedemikian sehingga terdapat suatu relasi kongruensi pada Z, disebut
relasi kongruensi modulo n. Relasi kongruensi merupakan suatu relasi ekuivalen,
sehingga terbentuk suatu partisi dalam Z. Himpunan bagian dari partisi yang
terbentuk disebut kelas ekuivalen modulo n. Himpunan dari semua kelas
ekuivalen modulo n dinotasikan dengan Z,,.

Selanjutnya Z, yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan
pergandaan modulo n akan membentuk ring. Khususnya, untuk n suatu bilangan
prima maka Z, adalah lapangan, yang dinotasikan Z,. Lapangan berhingga Z,
merupakan suatu struktur lapangan berhingga yang sudah umum diketahui, yaitu
lapangan berhingga berorde prima. Lapangan berhingga berorde prima adalah

lapangan yang memiliki elemen sebanyak suatu bilangan prima tertentu.



Suatu kasus yang dihadapi penulis adalah pertanyaan mengenai struktur
lapangan yang terbentuk dari polinomial ring atas lapangan berhingga Z,,. Kasus
tersebut didapat oleh penulis dari soal "Olimpiade Matematika untuk Mahasiswa
2006” dalam bidang Struktur Aljabar. Pertanyaannya adalah sebagai berikut :

”Perhatikan ring polinom Z;[x] dan jika f € Zs[x], notasi (f) menyatakan

ideal yang dibangun oleh f. Bilangan ¢ € Z; sehingga

Z5[x]/{x3 + cx? + 1) membentuk field adalah ...”

Dalam penelitian mandiri yang telah dilakukan oleh penulis, jawaban yang
didapatkan adalah suatu lapangan yang tidak berorde prima, akan tetapi lapangan
berhingga berorde 27. Bilangan 27 bukanlah suatu bilangan prima tetapi prime
power, yaitu pangkat suatu bilangan prima dan dalam kasus ini 27 = 33. Dengan
demikian terdapat suatu lapangan berhingga berorde prime power. Lapangan
berhingga seperti ini disebut Galois Field, dinotasikan GF(q) dengan q = p", p
bilangan prima dan n bilangan bulat positif.

Berdasarkan hasil tersebut, penulis tertarik untuk menjadikan tema Galois
Field sebagai bahan penelitian tugas akhir penulis. Penelitian ini merupakan
penelitian pengembangan dari materi-materi aljabar abstrak yang telah didapatkan
oleh penulis, yaitu konsep lapangan berhingga Z,, dan konsep polinomial ring atas
ring R, dinotasikan R[x] .

Perpaduan kedua konsep tersebut menghasilkan suatu konsep daerah

integral Z,[x], sehingga dapat dilakukan perbandingan pada sifat-sifat yang
dimiliki oleh daerah integral Z, terutama yang berkaitan dengan terbentuknya

lapangan berhingga Z,, dengan sifat-sifat yang dimiliki daerah integral Z,[x].



Dengan demikian berdasarkan analogi kedua konsep tersebut, diharapkan pada
akhir penelitian ini penulis dapat mengkontruksikan beberapa lapangan berhingga

berorde prime power dan dapat mengetahui sifat-sifatnya.

1.2 Batasan Masalah

Pembatasan masalah diperlukan dalam suatu penelitian ilmiah karena
dapat membantu penulis untuk fokus pada suatu objek penelitian.

Demikian juga dengan penelitian yang penulis lakukan. Dikarenakan
bilangan yang merupakan hasil pangkat suatu bilangan prima tak berhingga
banyaknya, maka diperlukan batasan orde dari lapangan berhingga yang akan
dikonstruksi.

Penelitian ini akan difokuskan pada konstruksi lapangan berhingga
berorde prime power, GF(q) dengan g = p™ < 10, serta dikaji juga beberapa sifat

yang terdapat dalam struktur lapangan berhingga tersebut.

1.3 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan,
maka dirumuskan permasalahan sebagai berikut:
1. Bagaimanakah konsep lapangan berhingga berorde prime power ?
2. Bagaimanakah terbentuknya suatu lapangan berhingga berorde prime
power ?
3. Bagaimanakah sifat-sifat yang dimiliki oleh lapangan berhingga berorde

prime power ?



1.4  Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah :
1. Mengkaji tentang konsep lapangan berhingga berorde prime power
2. Mengkaji cara terbentuknya lapangan berhingga berorde prime power

3. Mengkaji sifat-sifat lapangan berhingga berorde prime power

1.5 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan beberapa manfaat, di
antaranya sebagai berikut :
1. Memberikan pengetahuan tentang struktur lapangan berhingga berorde
prime power.
2. Memberikan pengetahuan cara mencari dan membentuk suatu struktur
lapangan berhingga berorde prime power.
3. Memberikan motivasi kepada peneliti-peneliti  selanjutnya untuk

mengembangkan penelitian mengenai Galois Field.

1.6 Tinjauan Pustaka

Sumber pokok dalam penulisan skripsi ini adalah buku yang ditulis oleh
Thomas W Hungerford, yang berjudul Abstract Algebra : An Introduction.
Penulis mengacu pada Chapter 4: Arithmetic in F[x] dan Chapter 5: Congruence
in F[x] and Congruence-Class Arithmetic.

Selain itu, dalam penulisan tugas akhir ini penulis juga menggunakan

suatu tinjauan pustaka sebuah tesis berjudul “Galois Field”, yang ditulis oleh



mahasiswa pasca sarjana UGM, Bambang Irawanto. Dalam tesis tersebut,
Bambang Irawanto membahas mengenai syarat perlu dan cukup suatu lapangan
berhingga dengan p™ elemen, p prima dan bilangan bulat n > 1. Tesis tersebut
juga berisikan pembahasan mengenai hubungan antara lapangan pemisah dengan
Galois Field serta penggunaan elemen-elemen Galois Field untuk mengkonstruksi
sistem geometri dan pembentukan bujur sangkar latin yang saling orthogonal.
Pembahasan tesis tersebut memberikan suatu gambaran terdapatnya suatu
lapangan berhingga berorde prime power. Hal ini penulis jadikan sebagai landasan
untuk mengkaji suatu metode yang berbeda dalam pembentukan struktur lapangan
berhingga berorde prime power. Metode yang penulis pilih adalah dengan
menggunakan konsep kongruensi pada struktur daerah integral F[x]. Sedangkan
dalam tesis tersebut, Bambang Irawanto menggunakan konsep ideal maksimal

pada daerah integral F[x].



BAB V
PENUTUP

5.1 Simpulan

Berdasarkan hasil studi literatur yang telah penulis lakukakan mengenai
konsep lapangan berhingga berorde prime power, maka dapat diambil simpulan
sebagai berikut:

1. Terdapat suatu ring berhingga berorde p™, yaitu himpunan dari semua
kelas ekuivalen modulo p(x) atas suatu lapangan Z,, dinotasikan
Z,[x]/p(x), yang berbentuk

Zylx]/p(x) = {ao +a;x+ -+ an_lx"‘1|al- € Zp},
dengan operasi penjumlahan dan pergandaan modulo p(x).

2. Jika p(x) polinomial tak tereduksi di Z,[x], maka himpunan Z,[x]/p(x)
merupakan lapangan, yaitu lapangan berhingga berorde prime power,
dinotasikan GF (p™), dengan p bilangan prima dann > 1.

3. Lapangan berhingga GF(p™) merupakan suatu lapangan perluasan yang

memuat lapangan Z,, dan akar polinomial tak tereduksi p(x).

5.2 Saran-saran
Berdasarkan pada proses penelitian yang telah penulis lakukan, maka
dapat disampaikan beberapa saran berikut:
1. Penelitian ini hanya dibatasi pada salah satu cara untuk mengkontruksi
lapangan berhingga berorde prime power, yaitu dengan menggunakan sifat

kongruensi pada daerah integral F[x], diharapkan ada penelitian lebih
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lanjut mengenai metode-metode yang lain yang memungkinkan untuk
membentuk struktur lapangan berhingga berorde prime power.

2. Penelitian ini juga hanya mencakup pembahasan mengenai polinomial tak
tereduksi berorde 2 dan 3, sehingga dimungkinkan dilakukan penelitian
pengembangan mengenai struktur lapangan berhingga dengan polinomial
tak tereduksi berorde lebih besar dari tiga.

Demikian saran-saran yang dapat disampaikan oleh penulis. Semoga
skripsi ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk mengembangkan lebih
lanjut tentang konsep lapangan berhingga berorde prime power khususnya, dan

konsep aljabar abstrak pada umumnya.
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