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ABSTRAK 

 

Suatu matriks akan mempunyai invers dengan syarat berukuran � � � dan 
nonsingular. Sehingga matriks berukuran � � � dengan � E � atau singular 
inversnya tidak terdefinisi. Dengan memperumum sifat invers matriks � � � dan 
nonsingular, didapatkan konsep invers semu (pseudo-invers). Konsep invers semu 
berguna untuk mendefinisikan invers dari sebarang matriks. Invers semu dari 
matriks � dinotasikan �?. 

Sistem persamaan linear �
� F ��� dapat konsisten maupun tak konsisten. 
Sistem persamaan linear tersebut mempunyai solusi tunggal jika � full column 
rank. Aplikasi invers semu dalam sistem persamaan linear tersebut adalah vektor 

� F �?��� yang merupakan solusi kuadrat terkecil (least square solution) dan 
mempunyai jarak terkecil (least norm). Sehingga invers semu memberikan solusi 
penyelesaian pendekatan terbaik untuk sistem persamaan linear tersebut. 

Teori di atas dapat disajikan ke dalam bentuk program yaitu dengan bahasa 
pemrograman Matlab. Implementasi tersebut berguna untuk mempermudahkan 
perhitungan dalam mencari solusinya. 
 
Kata kunci : invers matriks, invers semu (pseudo-invers), sistem persamaan 
linear, solusi kuadrat terkecil (least square solution). 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang 

Matematika merupakan salah satu ilmu dasar yang memegang peranan 

penting dalam perkembangan ilmu pengetahuan lain di dunia. Aljabar merupakan 

salah satu ilmu dalam matematika. Aljabar dipilah menjadi beberapa kategori 

berikut ini : aljabar dasar, aljabar abstrak, aljabar linear, aljabar universal, dan 

aljabar komputer. Aljabar linear adalah bidang studi matematika yang 

mempelajari sistem persamaan linear, ruang vektor, serta transformasi linear. 

Matriks dan operasinya merupakan hal yang berkaitan erat dengan bidang aljabar 

linear (Wikipedia: 2012). 

Salah satu permasalahan pada bidang aljabar adalah menyelesaikan suatu 

sistem persamaan ��� � ���, untuk suatu matriks � serta vektor �� dan ���. Invers 

suatu matriks mempunyai peranan penting dalam penyelesaian sistem persamaan 

linear. Jika � adalah matriks berukuran � � � (persegi), terdapat matriks 	 yang 

ukurannya sama sedemikian rupa sehingga �	 � 	� � 
, maka � dikatakan 

dapat dibalik (invertible) dan 	 dinamakan invers dari �, ditulis 	 � ��� (Anton, 

H & Rorres, C: Jilid I: 2004: 46). Suatu matriks � dikatakan nonsingular jika 

det ��� � 0 dan singular jika det ��� � 0.  

Salah satu metode yang umum digunakan untuk menyelesaikan 

permasalahan sistem persamaan linear ��� � ��� adalah dengan melakukan 

serangkaian operasi baris/kolom elementer untuk membawa matriks � menjadi 
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bentuk eselon baris tereduksi. Dengan membentuk matriks �� ���� selanjutnya 

dioperasikan baris/kolom elementer sehingga menjadi �
  ��� dengan �� merupakan 

solusi penyelesaian dari sistem ��� � ���. Selain cara tersebut, dapat pula digunakan 

cara mencari invers dari matriks � yang dinotasikan ���. Solusi dari sistem 

persamaan linear tersebut berbentuk ���� � ��1����. 
Dari definisi invers pada hal. 1 alinea kedua dapat disimpulkan bahwa suatu 

matriks akan mempunyai invers dengan syarat berukuran � � � (persegi) dan 

nonsingular, sehingga matriks berukuran � � � dengan � � � atau singular, 

inversnya tidak terdefinisi. Setiap matriks � berukuran � � � dan nonsingular 

mempunyai invers tunggal yang dinotasikan ��� maka akan memenuhi sifat : 

������� � �, ������ � ������, ������ � ������, dan ��	��� � 	�����, 

dengan ���� dan ���� notasi dari transpos dan transpos konjugat dari matriks � 

(Ben-Israel, A & Greville, T.N.E : 1974: 1). Selanjutnya sifat invers dapat 

diperumum menjadi jika � nonsingular, 	 � ��� maka memenuhi sifat 

�	� � �, 	�	 � 	, �	��� � 	�, dan ��	�� � �	. 

Misalkan : 

� �  21" , # �  $% �%"   
Pasangan matriks � dengan # memenuhi keempat sifat invers pada hal. 2 

alinea pertama baris 9. Namun menurut definisi invers pada hal. 1 alinea kedua, # 

tidak bisa dikatakan invers dari � karena �# � &'% $%$% �%
( � 
. Konsep invers matriks 

tergeneralisasi muncul untuk menggeneralisasi pengertian invers matriks. Pada 
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skripsi ini, akan dibahas dua jenis invers matriks tergeneralisasi yaitu invers 

tergeneralisasi dan invers semu (Pseudo-invers).  

Solusi dari sistem persamaan linear melatar-belakangi penulis menyusun 

penelitian ini. Sejauh ini, banyak penelitian yang hanya menaruh perhatian pada 

sistem persamaan linier yang konsisten. Suatu sistem persamaan linear ��� � ��� 
yang mempunyai setidaknya satu solusi maka sistem tersebut dikatakan konsisten, 

sedangkan suatu sistem persamaan linear yang tidak memiliki solusi disebut tak 

konsisten. Akan tetapi, sistem linear yang tak konsisten juga penting dalam 

berbagai aplikasi di bidang fisika. Sangat umum dijumpai sebuah situasi dengan 

beberapa permasalahan fisika menghasilkan sebuah sistem linear ��� � ���, yang 

seharusnya konsisten dalam tataran teoritis namun menjadi tidak demikian karena 

adanya “kesalahan-kesalahan pengukuran” pada entri � dan ��� yang mengubah 

sistem menjadi tak konsisten (Anton, H & Rorres, C: Jilid I: 2004: 354). Suatu 

matriks � ) *+�,, ruang kolom � yang dinotasikan -./��� adalah himpunan 

0 � 12���|�� ) *,4. 
Misalkan :  

5 1 1�1 1�1 26  �7" � 5 70�76 
Sistem persamaan tersebut tidak memiliki solusi. Salah satunya, disebabkan 

karena ��� bukan merupakan elemen dari -./���. Sistem persamaan tersebut 

memiliki jumlah persamaan yang lebih banyak dari jumlah peubah bebasnya. 

Karena itu, solusi pada sistem persamaan tersebut dapat dipilih sebagai suatu 

vektor �� ) -./��� yang jaraknya dengan ��� paling pendek (minimal) dibandingkan 
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vektor-vektor lain dalam -./���. Solusi tersebut akan “mendekati” solusi yang 

memenuhi sistem persamaan ��� � ���. 
Jika sistem ��� � ��� tak konsisten maka ��� 9 -./��� dan untuk setiap ��, 

:��� � ���: ; 0. Dengan demikian dapat dibentuk vektor residual <� � ��� � ��� dan 

akan dicari �� ) -./��� sehingga norma <� minimal. Agar jarak/norma <� minimal, 

<� � ��� � ��� harus ortogonal terhadap -./���. 

Diasumsikan ��� � ��� tak konsisten dan � full column rank, maka � 

memiliki minimal banyak baris atau kolom. Suatu sistem 

����� � ��� 

disebut persamaan normal untuk sistem ��� � ���. Sistem permasalahan ����� �
����� disebut sebagai persamaan normal dari metode kuadrat terkecil (Least 

Square). Sistem permasalahan tersebut dapat diubah bentuknya menjadi ���� �
=�>�?�1�>����. Matriks ��������� disebut invers semu (Pseudo-invers) dari 

matriks �. Dapat dibuktikan bahwa solusi dari sistem persamaan normal tersebut 

adalah tunggal.  

Beberapa hal tersebut yang melatar-belakangi penulis untuk mengkaji lebih 

dalam mengenai konsep mencari invers dan mencari solusi dari sistem persamaan 

linear konsisten maupun tak konsisten. Pada skripsi ini, penulis memilih konsep 

invers semu (Pseudo-invers) sebagai kajian utama untuk mencari invers suatu 

matriks dan mencari solusi sistem persamaan linear. Sebagai aplikasinya penulis 

akan membentuk suatu kasus yang dibentuk ke dalam sistem persamaan dan 

menyelesaikannya. 
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1.2. Batasan Masalah 

Pembatasan masalah dalam suatu penelitian sangatlah penting, guna 

menghindari kesimpangsiuran terhadap objek dari suatu penelitian dan untuk 

membantu penulis lebih fokus dan terarah sesuai dengan tema penelitian. Pada 

skripsi ini akan dibahas tentang cara mencari invers semu (Pseudo-invers) dari 

sebarang matriks. Serta membentuk suatu kasus (data sekunder) ke dalam sistem 

persamaan linear dan menyelesaikannya dengan invers semu (Pseudo-invers). 

Pada skripsi ini tidak membahas secara detail mengenai kasus-kasusnya, namun 

hanya fokus mencari solusi penyelesaiannya. 

1.3. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latarbelakang dan batasan masalah di atas dapat dirumuskan 

permasalahan sebagai berikut : 

1. Bagaimana invers semu (Pseudo-invers) dari matriks � berukuran � � � 

beserta sifat-sifatnya? 

2. Bagaimana aplikasi dari invers semu (Pseudo-invers) dalam sistem 

persamaan linear? 

3. Bagaimana membentuk suatu kasus ke dalam sistem persamaan linear dan 

menyelesaikannya dengan invers semu (Pseudo-invers)? 

1.4. Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah : 

1. Mengetahui invers semu (Pseudo-invers) dari matriks � berukuran � � � 

beserta sifat-sifatnya. 
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2. Mengetahui aplikasi invers semu (Pseudo-invers) dalam penyelesaian 

sistem persamaan linear yang konsisten maupun tak konsisten. 

3. Mencari solusi suatu kasus yang dibentuk ke dalam sistem persamaan linear 

dengan invers semu (Pseudo-invers). 

1.5. Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain 

sebagai berikut: 

1. Memberi pengetahuan tentang invers matriks berukuran � � � dengan 

� � � atau matriks singular yang disebut invers semu (Pseudo-invers). 

2. Memberi pengetahuan tentang aplikasi invers semu (Pseudo-invers) dalam 

mencari solusi persamaan linear konsisten maupun tidak konsisten. 

1.6. Tinjauan Pustaka 

Penulisan skripsi ini terinspirasi dari skripsi Ikhwanudin Achmad (2007), 

mahasiswa UGM yang membahas tentang invers matriks tergeneralisasi dan 

penerapannya pada Cipher Hill, yaitu salah satu Cipher dalam bidang kriptografi. 

Skripsi ini memberikan gambaran bagaimana mencari invers sebarang matriks, 

yang dengan entri bilangan matriks mengandung pesan rahasia yang sudah 

diterjemahkan dalam bentuk bilangan. Kemudian invers tersebut berguna sebagai 

kunci untuk mengetahui pesan aslinya yang sebelumnya telah di enkripsi. Selain 

itu, penulis juga membuat program dengan menggunakan software Octave.  

Skripsi Arif Herlambang Utama (2010), mahasiswa UIN Sunan Kalijaga 

yang membahas tentang matriks invers tergeneralisasi atas lapangan bilangan 

kompleks yang diaplikasikan pada jaringan listrik. Skripsi ini memberikan 
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gambaran bahwa invers sebarang matriks digunakan dalam sistem persamaan 

linear yang dibentuk dari jaringan listrik n-port.  

Skripsi yang Sri Rahayu (2007), mahasiswa UNNES yang membahas 

tentang matriks invers tergeneralisasi atas bilangan real dan mengaplikasikan 

matriks invers tergeneralisasi pada solusi sistem persamaan linear. Skripsi ini 

memberikan gambaran bahwa konsep invers matriks tergeneralisasi dapat 

menyelesaikan sistem persamaan linear. Masalah sistem persamaan linear dalam 

penelitian ini hanya fokus pada sistem persamaan linear yang konsisten. 

Pada skripsi ini, akan dibahas invers semu (Pseudo-invers) dengan entri-

entri matriksnya atas bilangan kompleks. Invers semu (Pseudo-invers) ini 

digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan linear konsisten maupun tidak 

konsisten. Sebagai aplikasi terhadap dunia nyata, penulis mencoba mencari suatu 

kasus yang akan dibentuk ke dalam sistem persamaan linear kemudian mencari 

solusinya dengan menggunakan invers semu (Pseudo-invers). Selain itu, penulis 

juga membuat program dalam bahasa pemrograman Matlab. Program tersebut 

menggunakan software Matlab yang dimaksudkan untuk mempermudahkan dalam 

perhitungan. 

Penulisan penelitian ini mengacu pada literatur utama yang bersumber dari 

buku yang ditulis oleh Jack L. Goldberg, buku tersebut membahas tentang dasar-

dasar dalam aljabar linear elementer, dekomposisi matriks, invers semu (Pseudo-

invers), aplikasi terhadap sistem persamaan linear serta perintah-perintah dalam 

software Matlab. 



 
8 

 

Selain tinjauan pustaka yang telah digambarkan di atas masih ada referensi 

lain yang digunakan oleh penulis yang berupa buku-buku lain ataupun situs 

internet sebagai referensi pelengkap guna menunjang kelengkapan penelitian. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1.  Kesimpulan 

Berdasarkan hasil studi literatur yang telah penulis lakukan mengenai invers 

semu (Pseudo-invers) dalam sistem persamaan linear, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut : 

1. Invers semu (Pseudo-invers) yang dinotasikan �� adalah invers dari 

sebarang matriks �. Untuk mengkonsruksi invers semu (Pseudo-invers), 

dibutuhkan dekomposisi nilai singular dari suatu matriks tersebut. Beberapa 

sifat invers semu (Pseudo-invers) yang berkaitan dengan invers dari matriks 

persegi dan nonsingular yaitu, jika matriks � invertible maka �� � ���. 

Selain itu, jika matriks �  full column rank maka �� � ��������� dengan 

�� adalah transpos konjugat dari matriks �. 

2. Invers semu (Pseudo-invers) dapat dimanfaatkan untuk mencari solusi dari 

suatu sistem persamaan linear. Suatu sistem persamaan linear �	
 � ��
 dapat 

konsisten maupun tak konsisten. Salah satu kegunaan invers semu (Pseudo-

invers) adalah mencari solusi pendekatan sistem persaamaan linear yang tak 

konsisten. Suatu sistem persamaan linear �	
 � ��
 akan mempunyai solusi 

tunggal jika � full column rank. Hubungan invers semu (Pseudo-invers) 

dengan sistem persamaan linear �	
 � ��
 adalah vektor 	

 � ����
 �

�����������
 merupakan solusi kuadrat terkecil (least square) dan 

mempunyai jarak terkecil (least norm). Dengan kata lain invers semu 
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memberikan solusi pendekatan terbaik untuk sistem persamaan linear 

�	
 � ��
.  

5.2. Saran 

Berdasarkan pada proses penelitian yang telah penulis lakukan, maka dapat 

disampaikan beberapa saran berikut : 

1. Skripsi ini hanya membahas gambaran kecil tentang aplikasi invers semu 

(Pseudo-invers). Selain itu, invers semu (Pseudo-invers) dapat diaplikasikan 

di berbagai bidang seperti kriptografi, statistik, dan bidang lainnya. 

2. Skripsi ini menggunakan metode dekomposisi nilai singular dalam 

menentukan invers semu (Pseudo-invers) sehingga dapat dikembangkan 

dalam menentukan invers semu (Pseudo-invers) dengan metode yang lain. 

3. Invers semu juga dapat dikaitkan dengan aljabar abstrak seperti pada ring. 
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