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ABSTRAK 

 

Ring komutatif disebut ring Noether apabila setiap idealnya dapat dibangun 

secara berhingga. Ring Noether juga dapat didefinisikan dengan kondisi rantai 

naik dari ideal-idealnya. Kondisi rantai naik adalah rantai naik yang bersifat 

stasioner. Sifat lain yang dapat mendefinisikan ring Noether adalah ring yang 

memenuhi kondisi maksimal. Akibanya setiap ring Noether memiliki ideal 

maksimal. Salah satu sifat ring Noether adalah setiap bayangan homomorfisma 

dari ring Noether  juga ring Noether. Pernyataan tersebut berlaku lebih khhusus 

pada homomorfisma natural bahwa ring faktor dari ring Noether merupakan ring 

Noether. 

Diberikan ring polinomial atas suatu ring. Jika suatu ring tersebut 

merupakan ring Noether maka ring polinomialnya juga merupakan ring Noether. 

Pernyataan inilah yang lebih dikenal dengan Teorema Basis Hilbert. Teorema 

tersebut mengakibatkan ring multinomial atas ring Noether juga ring Noether. 

Kata kunci : ideal maksimal, kondisi rantai naik, ring Noether, Teorema Basis 

Hilbert 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang 

Matematika dibagi dalam berbagai rumpun keilmuan, antara lain rumpun 

aljabar, analisis, terapan, dan statistik. Rumpun aljabar sendiri terbagi dalam 

berbagai bidang misal aljabar abstrak, aljabar linear, aljabar geometri dan lain 

sebagainya. Aljabar abstrak merupakan bidang yang mempelajari struktur aljabar 

antara lain grup, ring, modul, dan ruang vektor.  

Salah satu materi aljabar abstrak yang telah dipelajari adalah konsep ring. 

Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dua operasi biner yaitu 

penjumlahan dan penggandaan  yang  memenuhi aksioma-aksioma ring. Ring 

yang memenuhi sifat komutatif terhadap penggandaan disebut ring komutatif. 

Sebarang ring  R paling tidak memiliki ideal {0} dan R itu sendiri. Dengan 

kata lain, suatu ring mempunyai lebih dari satu ideal sehingga akan ada rantai dari 

ideal-idealnya yaitu 𝐼1 ⊆  𝐼2 ⊆ 𝐼3 ⊆ ⋯ ⊆ 𝐼𝑛 ⊆ ⋯, dengan 𝐼𝑖   untuk setiap i adalah 

ideal. Rantai ideal dari ring sangat berkaitan dengan kondisi rantainya. Salah satu 

kondisi rantai ideal adalah kondisi rantai naik. Hal ini senada dengan yang 

dikemukakan oleh ilmuwan Jerman, yaitu Emy Noether (1882-1935). Noether 

mengemukakan bahwa kondisi rantai naik sangat penting dalam teori ideal, yaitu 

suatu ring memenuhi kondisi rantai naik jika rantai idealnya berhingga.  

Salah satu contoh ring yang telah dipelajari penulis adalah ring himpunan 

bilangan bulat  ℤ,×, + . Ring ℤ adalah ring komutatif yang idealnya selalu berupa 
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ideal utama, yaitu dapat dibangun oleh satu elemen. Artinya ideal dari ℤ dapat 

dibangun secara berhingga. Dari ring ℤ, diberikan ring polinomial atas bilangan 

bulat  ℤ 𝑥 , +,× . Meskipun struktur baru atas ℤ, tetapi ideal dari ℤ 𝑥  dapat tidak 

berupa ideal utama.  

Sebagai contoh, diambil suatu ideal dalam ℤ 𝑥  yaitu ideal 

 babxaxI ,|2{,2  ℤ 𝑥  }. Perhatikan bahwa I merupakan ideal yang 

dibangun oleh elemen 2 dan x. Terdapat dua elemen pembangun dalam ideal I, 

dengan kata lain ideal I bukan merupakan ideal utama. Hal yang menarik dari 

ℤ 𝑥  adalah idealnya dapat dibangun secara berhingga. Jadi terdapat sifat dari 

ℤ yang tetap dibawa dalam ℤ 𝑥 , yaitu idealnya dibangun secara berhingga.  

Berdasar dua hal tersebut, penulis tertarik mempelajari struktur ring yang 

rantai idealnya memenuhi kondisi rantai urutan naik serta ring yang setiap 

idealnya dibangun secara hingga. Selanjutnya ring tersebut dinamakan ring 

Noether.  

Berdasarkan contoh tersebut di atas dapat diketahui bahwa suatu ring 

apabila dibentuk struktur baru atas ring tersebut  maka ada sifat-sifat yang 

diawetkan dalam struktur baru. Berdasar hal tersebut, pada skripsi ini penulis 

diharapkan dapat mengkaji hubungan antara ring Noether dengan polinomialnya, 

yang dinyatakan dalam Teorema Basis Hilbert. 

1.2 Batasan Masalah  

Pembatasan masalah diperlukan dalam penelitian ilmiah karena dapat 

membantu penulis fokus pada objek penelitian. Demikian juga dengan penelitian 

yang penulis lakukan. Permasalahan yang terdapat dalam penelitian ini adalah 
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ring Noether. Konsep dari teori ring masih mencakup ruang lingkup yang cukup 

luas yang meliputi ring komutatif, ring polinomial, ideal dan ring faktor. Dari 

setiap bahasan tersebut masih mencakup subbahasan yang menarik untuk dikaji. 

Batasan masalah dalam penelitian ini difokuskan pada ring komutatif. 

1.3 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang diuraikan penulis 

maka rumusan masalah sebagai berikut : 

1. Bagaimana konsep tentang ring Noether? 

2. Bagaimana sifat ring faktor dari ring Noether? 

3. Bagaimana keberadaan ideal maksimal dalam ring Noether? 

4. Bagaimana hubungan ring Noether dengan ring polinomialnya? 

1.4    Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah : 

1. Mengetahui tentang konsep ring Noether 

2. Mengetahui sifat ring faktor dari ring Noether 

3. Mengetahui keberadaan ideal maksimal dalam ring Noether 

4. Mengetahui hubungan ring Noether dengan ring polinomialnya. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, diantaranya: 

1. Dapat menyatakan bahwa setiap ideal  dari ring  multinomial atas ring 

Noether dibangun secara berhingga sehingga pembangunnya dapat 

diplikasikan dalam ilmu kompusati terutama pada basis komputasi. 
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2. Memberikan motivasi kepada peneliti-peneliti selanjutnya untuk 

melanjutkan penelitian tentang ring Noether 

1.6 Tinjauan Pustaka 

Pembahasan mengenai ring Noether telah dikaji oleh Dominicus Ponco 

Wibowo (2001).  Ring Noether yang didefinisikan oleh Wibowo sebagai suatu 

ring yang memenuhi kondisi rantai naik dari idealnya. Definisi ideal yang 

diberikan Wibowo menggunakan ideal kiri. Sebarang ring  mempunyai ideal 

sehingga dapat dibentuk ring faktornya sehingga dijelaskan  oleh Wibowo bahwa 

ring faktor merupakan ring Noether apabila ring dan idealnya merupakan ring 

Noether. Selanjutnya jika diberikan ring polinomial atas ring Noether R maka ring 

polinomial atas ring R juga merupakan ring Noether. Teorema ini dibuktikan oleh 

wibowo dengan bukti langsung serta induksi pada pangkat dari polinomial-

polinomial pembangun sebarang idealnya. Secara sederhana jika In ideal dalam 

R[x] untuk suatu n bilangan asli dan 𝑓𝑟 ∈ 𝐼𝑛  dengan degree r suatu r bilangan asli 

maka 𝑓𝑠 polinomial dengan degrre lebih besar dari r, maka mengakibatkan 

𝑓𝑠 ∈ 𝐼𝑛+1. 

Pada tahun 2002 Joseph. J. Rotman menjelaskan mengenai ring R yang 

kemudian ring  R merupakan ring komutatif dengan elemen satuan. Selanjutnya 

kondisi rantai naik dari idealnya juga dibahas Rotman, hal ini sudah berlaku pada 

ring komutatif. Sedangkan ring Noether yang didefinisikan Rotman merupakan 

suatu ring yang setiap idealnya dibangun oleh elemen  secara berhingga. Selain 

mendefinisikan ring Noether, Rotman (2002) juga memberikan sifat bahwa 

sebarang ring Noether mempunyai ideal maksimal. Selanjutnya  dari suatu ring 
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dapat dibentuk ring polinomialnya, Jika R ring Noether  maka ring polinomialnya 

juga merupakan ring Noether. 

Perbedaan  antara skripsi Wibowo dengan penulisan ini adalah pada 

penulisan ini definisi ring telah dikhususkan pada ring komutatif sedangkan 

skripsi Wibowo masih menggunakan ring  yang ideal memehuni ideal kiri. 

Pembuktian-pembuktian di dalam skripsi Wibowo secara umum menggunakan 

ideal kiri tanpa membuktikan ideal kanan. Sifat ring Noether dengan ring 

faktornya penulis jelaskan sebagai akibat dari bayangan homomorfisma ring 

Noether, kasus khusus pada homomorfisma natural. Sedangkan sifat tersebut 

dijelaskan Wibowo sebagai sebarang ring dapat dibentuk ring faktornya. 

Perbedaan pembuktian pada teorema basis Hilbert dilakukan penulis 

menggunakan pembuktian tidak langsung pada sebarang ideal yang dibangun 

berhingga. Selain itu hubungan antara ring Noether dan ideal maksimal akan 

dibahas penulis yang merupakan satu-satunya sifat yang tidak terdapat dalam 

skripsi Wibowo. 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan studi literatur yang penulis lakukan mengenai ring Noether dan 

Teorema Basis Hilbert, maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut:  

1. Diberikan ring R dan 𝐼1 ⊆  𝐼2 ⊆ 𝐼3 ⊆ ⋯ ⊆ 𝐼𝑛 ⊆ ⋯ sebarang rantai naik 

ideal-ideal R. Ring R dikatakan memenuhi kondisi rantai naik apabila 

rantai naik stasioner. 

2. Suatu ring memenuhi kondisi maksimal apabila setiap keluarga ideal-

idealnya memiliki elemen maksimal. 

3. Diberikan ring R, ketiga kondisi berikut ekuivalen  

3.1 R memenuhi rantai urutan naik 

3.2 R memenuhi kondisi maksimal 

 3.3 Setiap ideal dalam R dibangun secara hingga 

4. Suatu ring 𝑅disebut ring Noether jika setiap idealnya dibangun secara 

berhingga.  

5. Setiap bayangan homomorfisma dari ring Noether merupakan ring 

Noether. Sebagai akibatnya diberikan homomorfisma natural maka 𝑅/𝐼 

ring faktor juga merupakan ring Noether. 

6. Diberikan R ring Noether, jika I adalah ideal dari R, maka terdapat ideal 

maksimal M dalam R yang memuat I. Dengan kata lain, setiap ring 

Noether memiliki ideal maksimal 
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7. Terdapat hubungan antara ring Noether dengan ring polinomialnya yaitu 

jika 𝑅 ring Noether maka 𝑅 𝑥  adalah ring Noether. Pernyataan tersebut 

yang dinamakan Teorema Basis Hilbert. 

8. Akibat dari teorema tersebut menyatakan bahwa jika 𝑅 ring Noether maka 

𝑅 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  adalah ring Noether. 

 

5.2 Saran-saran 

Beberapa saran yang dapat saya sampaikan berdasar studi literatur yang 

penulis lakukan, sebagai berikut:  

1. Penelitian yang dilakukan penulis pada ideal yang memenuhi kondisi 

rantai naik sehingga dimungkinkan ada penelitian lebih lanjut 

menengenai ring yang rantai idealnya memenuhi kondisi rantai turun. 

2. Penelitian ini dibatasi pada ring polinomial dengan koefisien berhingga, 

sehingga dimungkinkan penelitian mengenai teorema basis hilbert pada 

ring polinomial dengan koefisien tak berhingga. 

Semoga tugas akhir ini dapat menginspirasi pembaca untuk 

mengembangkan lebih lanjut mengenai ring Noether dan Teorema Basis Hilbert 

pada khususnya dan aljabar abstrak pada umumnya. 
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