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ALJABAR MAX-PLUS 

Oleh  : Hanik Imtihanah (09610018) 

 

ABSTRAK 

 Aljabar max-plus ( max ) adalah himpunan semua bilangan real digabung 

 , dengan operasi penjumlahan  didefinisikan sebagai nilai maksimum dan 

operasi perkalian  didefinisikan sebagai nilai penjumlahan biasa. Aljabar max-

plus merupakan semifield idempotent komutatif, dengan demikian max
 
tidak 

mempunyai invers pada operasi . Pada himpunan bilangan real dikenal vektor 

dan matriks yang elemen-elemennya bilangan real beserta operasi-operasi pada 

vektor dan matriks real. Demikian pula pada max
 
terdapat vektor dan matriks 

yang elemen-elemennya di max
 
beserta operasi-operasinya pada max . Eigen 

problem yang meliputi nilai eigen dan vektor eigen merupakan salah satu topik 

dalam aljabar yang dimiliki oleh matriks bujur sangkar. Berbeda dengan aljabar 

linear biasa, eigen problem dalam max  tidak dapat diselesaikan dengan metode 

determinan. Pada max  matriks bujur sangkar A dapat direpresentasikan dalam 

bentuk graf yang disebut dengan graf preseden dan dinotasikan dengan DA. Pada 

penelitian ini akan dibahas bagaimana cara menentukan nilai eigen dan vektor 

eigen pada matriks dalam aljabar max-plus dengan merepresentasikannya ke 

dalam graf.
 

 

Kata kunci : aljabar max-plus, nilai eigen, vektor eigen. 
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C yang  menghubungkan kedua stasiun sebelumnya menuju stasiun selanjutnya. 

Lama perjalanan dari A menuju C dinotasikan dengan a1 dan lama perjalanan dari 

B menuju C adalah a2. Untuk waktu keberangkatan kereta dari stasiun A 

dinotasikan dengan x1, sedangkan dari B dinotasikan dengan x2.  Misalkan tidak 

ada jadwal keberangkatan kereta dan kereta langsung berangkat setelah 

penumpang berganti di stasiun C, maka keberangkatan kereta (b) di stasiun C 

dapat ditentukan oleh kedatangan kereta dari stasiun A dan B. 

     ),max( 2211 axaxb      (1.3) 

Jika operasi max dinotasikan dengan  dan operasi penjumlahan dinotasikan 

dengan , maka persamaan (1.3) dapat dituliskan dengan persamaan berikut: 

)()( 2211 axaxb      (1.4) 

  Adapun permasalahan transportasi yang lain (Butkovič, 2010), 

diperhatikan dua penerbangan dari bandara A dan B, tiba di sebuah bandara utama 

C yang menghubungkan keberangkatan kedua penerbangan lainnya. Bandara 

utama C mempunyai beberapa pintu gerbang dan waktu transfer diantara kedua 

pesawat tersebut nontrivial. Diberikan waktu keberangkatan pesawat di bandara C 

adalah b1 dan b2. Waktu transfer diantara kedatangan kedua pesawat dan waktu 

keberangkatan kedua pesawat diberikan dalam matriks  











2221

1211

aa

aa
A  
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 b1 = )()( 12221111 adxadx    (1.7) 

sedangkan persamaan (1.6) dapat dituliskan dengan persamaan berikut: 

 b2 = )()( 22222111 adxadx   

 b2 = )()( 22222111 adxadx     (1.8) 

selanjutnya, persamaan (1.7) dan (1.8) dapat ditulis dengan 























)()(

)()(

22222111

12221111

2

1

adxadx

adxadx

b

b
 

          






















22

11

2221

1211

dx

dx

aa

aa
    (1.9) 

secara umum, persamaan (1.9) dapat dinyatakan dengan sistem persamaan linear 

xAb       (1.10) 

 Kedua permasalahan mengenai sistem transportasi di atas dapat 

dimodelkan secara matematis ke dalam persamaan non linear, namun 

permasalahan tersebut dapat dimodelkan menjadi permasalahan linear dengan 

cara merubah operasi max menjadi  dan operasi penjumlahan menjadi . Dalam 

Rudhito (2005) sistem (1.10) di atas disebut dengan sistem persamaan linear max-

plus.  

 Sistem persamaan linear (1.10) menunjukkan bahwa dalam aljabar max-

plus terdapat matriks sebagaimana dalam aljabar biasa. Nilai eigen dan vektor 
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eigen merupakan salah satu topik pembahasan pada aljabar yang memiliki 

matriks.  

 Menurut Subiono (2013) eigen problem dalam aljabar max-plus dapat 

digunakan untuk menganalisa periode penjadwalan dalam sistem transportasi. 

Untuk itu, sesuai dengan kedua permasalahan di atas, untuk mengetahui periode  

keberangkatan pesawat dan penyusunan jadwalnya, penulis tertarik untuk 

membahas mengenai eigen problem, yaitu menentukan nilai eigen dan vektor 

eigen dalam aljabar  max-plus. 

1.2.  Batasan Masalah 

Pembatasan masalah dalam suatu penelitian sangat diperlukan agar objek 

yang dikaji jelas dan mudah dipahami. Permasalahan dalam penulisan ini adalah 

masalah eigen pada aljabar max-plus. Eigen problem yang akan dibahas adalah 

nilai eigen dan vektor eigen aljabar max-plus. 

1.3.  Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah dijabarkan, 

maka permasalahan yang akan dibahas dalam penulisan ini adalah mengenai 

bagaimana menentukan nilai eigen dan vektor eigen pada aljabar max-plus. 

1.4.  Tujuan Penelitian 

Berdasarkan pada permasalahan maka tujuan dari penulisan ini adalah 

untuk mengetahui cara menentukan nilai eigen dan vektor eigen pada aljabar max-

plus. 
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1.5.  Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penulisan ini adalah: 

1. Memberikan pengetahuan tentang konsep menentukan nilai eigen dan 

vektor eigen pada aljabar max-plus.  

2. Memberikan kemudahan untuk mendapatkan solusi/ penyelesaian dari 

suatu sistem persamaan linear dalam aljabar max-plus yang dapat 

digunakan untuk memodelkan suatu permasalahan nyata, yaitu 

permasalahan sistem dinamis. 

3. Memberikan motivasi kepada peneliti selanjutnya untuk 

mengembangkan penelitian mengenai aljabar max-plus.  

1.6.  Tinjauan Pustaka 

 Penulisan tugas akhir ini mengacu pada literatur utama yaitu buku yang 

ditulis oleh Bacelli, et.al. (2001). Bacelli membahas mengenai aljabar max-plus, 

sistem persamaan linear max-plus, aljabar max-plus dan teori graf. Konsep dasar 

eigen problem aljabar max-plus dijelaskan oleh Butkovič, P (2010), digunakan 

sebagai acuan dalam menyelesaikan tugas akhir ini. 

Rudhito (2003) membahas mengenai sistem linear max-plus waktu-

invariant yang meliputi analisis input-output dan sifat periodik sistem linear max-

plus waktu-invariant, dengan menggunakan sistem persamaan linear max-plus 

sebagai konsep dasar dalam pembahasannya. Tesis tersebut memberikan inspirasi 

pada penulis untuk membahas mengenai aljabar max-plus. Perbedaan antara 

penulisan ini dengan penulisan tersebut yaitu, dalam penulisan ini, penulis 
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menggunakan sistem persamaan linear max-plus untuk memperoleh nilai eigen 

dan vektor eigen atas aljabar max-plus, sedangkan tesis tersebut menggunakan 

sistem persamaan linear max-plus untuk menyelesaikan masalah input-output 

pada siatem linear max-plus waktu-invariant.  

Rudhito (2008) juga memberikan tambahan wacana untuk penelitian ini. 

Dalam artikelnya, M. Andhi Rudhito membahas mengenai eksistensi dan 

ketunggalan nilai eigen dan vektor eigen atas aljabar max-plus interval. Artikel 

tersebut memberikan tambahan wawasan kepada penulis untuk membahas 

mengenai nilai eigen dan vektor eigen atas aljabar max-plus. 

1.7.  Metode Penelitian 

 Penelitian yang dilakukan penulis adalah studi literatur, yaitu dengan 

mempelajari dan mengkaji beberapa buku, jurnal, karya ilmiah, dan beberapa 

referensi lain yang berkaitan dengan cara menentukan eigen problem pada aljabar 

max-plus.  

 Sifat penelitian yang dilakukan adalah kualitatif. Penulis melakukan 

klarifikasi dan membuktikan teorema-teorema yang terdapat pada buku acuan. 

Penulis juga mencoba mengkonstruksi beberapa contoh yang ada pada buku acuan 

dan mengembangkannya. 

 Sumber data yang penulis gunakan dalam penulisan ini berupa buku, tesis, 

jurnal, makalah, artikel, dan hasil penelitian lain yang relevan. Dari sumber data 

tersebut, tidak semuanya penulis jadikan sebagai acuan secara langsung. Hanya 

sumber data berupa buku yang penulis jadikan sebagai bahan acuan secara 
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langsung, terutama yang berkaitan dengan definisi dan contoh. Meski demikian, 

sumber-sumber data lain memberikan wawasan dan warna tersendiri dalam 

penulisan ini. 

 Tujuan dari penulisan ini adalah untuk mengetahui cara menentukan nilai 

eigen dan vektor eigen pada aljabar max-plus. Sebelumnya terlebih dahulu 

dijelaskan mengenai landasan teori yang digunakan, yaitu teori graf. Teori ini 

digunakan sebagai landasan berpikir untuk menyelesaikan eigen problem dalam 

aljabar max-plus, karena matriks aljabar max-plus dapat direpresentasikan ke 

dalam graf. Selain itu, masalah sistem dinamis sebagaimana sistem transportasi, 

dapat diilustrasikan menggunakan graf berarah berbobot dan dapat ditangani 

dengan baik oleh aljabar max-plus. 

Selanjutnya, diberikan pembahasan mengenai struktur aljabar max-plus 

untuk mengetahui sifat-sifat dan operasi yang berlaku pada aljabar max-plus. 

Struktur aljabar max-plus adalah semiring idempoten komutatif, sehingga berbeda 

dari aljabar linear bisa, operasi  tidak invertibel. Oleh karena itu, digunakan teori 

graf untuk menyelesaikan eigen problem dalam aljabar max-plus.  

Keterkaitan antara aljabar max-plus dengan teori graf adalah adanya graf 

representasi matriks atas aljabar max-plus, yang disebut dengan graf preseden. 

Graf preseden tersebut dapat memuat suatu sirkuit, sehingga diberikan 

pembahasan mengenai rata-rata makimum sirkuit  dan transitive closures sebagai 

konsep dasar untuk menyelesaikan eigen problem dalam aljabar max-plus. 
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1.8. Sistematika Penulisan 

Penulisan ini terdiri atas 5 bab, dengan rincian sebagai berikut: 

- Bab I berisi pendahuluan, antara lain berisi tentang latar belakang masalah, 

batasan masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, 

tinjauan pustaka, metode penelitian, serta sistematika penulisan. 

- Bab II berisi pembahasan mengenai landasan teori yang digunakan, yaitu 

teori graf. 

- Bab III berisi pembahasan mengenai definisi dan konsep dasar aljabar max-

plus. Pembahasan tersebut meliputi struktur aljabar max-plus, operasi yang 

berlaku pada aljabar max-plus, sifat dasar aljabar max-plus, keterkaitan antara 

teori graf dengan aljabar max-plus, rata-rata maksimum sirkuit dan transitive 

closures.  

- Bab IV berisi pembahasan mengenai masalah yang diteliti, yaitu berisi 

definisi-definisi dan teorema-teorema mengenai eigen problem aljabar max-

plus. 

- Bab V adalah penutup yang berisi kesimpulan dan saran. 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1 KESIMPULAN 

 Berdasarkan penelitian serta studi literatur yang penulis lakukan mengenai 

menentukan eigen problem aljabar max-plus, maka dapat diambil kesimpulan 

sebagai berikut: 

1. Nilai eigen unik  dari matriks A merupakan nilai maksimum bobot rata-

rata dari semua sirkuit elementer yang mungkin pada graf DA. 

2. Vektor eigen yang bersesuaian dengan  merupakan kolom ke-v dari 

matriks (A) untuk suatu v  Nc(A),  dengan AAA  1))(( . 

3. Dalam terapannya, nilai eigen dapat digunakan untuk menyatakan periode 

dalam suatu sistem dinamik, sedangkan vektor eigen yang bersesuaian 

dapat digunakan dalam penyusunan jadwal dalam suatu sistem dinamik, 

misalnya dalam sistem transportasi. 

5.2 SARAN 

 Berdasarkan pada studi literatur yang telah penulis lakukan, maka dapat 

disampaikan beberapa saran berikut: 

1.  Penelitian ini hanya dibatasi pada penyelesaian eigen problem yang 

meliputi nilai eigen dan vektor eigen, diharapkan ada penelitian lebih 

lanjut yang akan membahas mengenai ruang eigen. 
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2. Penelitian ini juga hanya membahas mengenai eigen problem pada matriks 

aljabar max-plus secara umum, oleh karena itu penulis menyarankan untuk 

melakukan penelitian untuk matriks yang lebih khusus, misal matriks yang 

irredusibel, matriks sirkulan, maupun yang lainnya. 

3. Pada bagian akhir tulisan ini penulis hanya sekilas membahas contoh 

terapan aljabar max-plus dalam jaringan transportasi, untuk itu penulis 

mengharapkan ada penelitian selanjutnya yang secara khusus membahas 

mengenai aplikasi atau terapan aljabar max-plus dalam kehidupan nyata. 

4. Pembahasan mengenai ilmu terapan untuk aljabar max-plus secara lengkap 

dapat dilihat di Bacelli (2001), Subiono (2013) dan referensi lain. 

 Semoga tugas akhir ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk 

mengembangkan lebih lanjut tentang konsep eigen problem dalam aljabar max-

plus khususnya dan konsep aljabar max-plus pada umumnya. 
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