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ABSTRAK 

 

Tahun 1960an Gähler mencoba menyatakan secara umum ide tentang 

metrik dan memperkenalkan konsep ruang metrik – 2. Tahun 1992 Dhage 

memperkenalkan konsep ruang metrik –  . Ruang metrik – ruang metrik tersebut 

tidaklah memiliki properti yang bagus sebagaimana yang dinyatakan oleh 

pencetusnya. Mustafa dan Sims memperkenalkan konsep ruang metrik –   untuk 

menutupi kekurangan dari ruang metrik – ruang metrik tersebut. 

Ruang metrik –   merupakan ruang dengan fungsi jarak diantara pasangan 

elemen yang memenuhi lima kondisi dan merupakan generalisasi dari ruang 

metrik. Skripsi ini mengkaji tentang sifat titik tetap pada ruang metrik –  . Di 

dalam skripsi ini diberikan pula suatu contoh penggunaan sifat titik tetap 

berdasarkan sifat yang telah dibahas. 

 

Kata Kunci : Titik tetap, Ruang metrik, Ruang metrik –  .  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang Masalah 

Berdasarkan perkembangan teknologi dalam era globalisasi saat ini, 

konsep – konsep matematika juga mengalami perkembangan. Hal ini, dikarenakan 

munculnya berbagai masalah dan fenomena baik dunia nyata maupun abstrak 

yang semakin komplek, sehingga dibutuhkan pengembangan konsep – konsep 

matematis untuk menangani masalah – masalah tersebut. Sebagai contoh adalah 

sifat titik tetap. Penggunaan sifat titik tetap diantaranya untuk menentukan solusi 

dari sistem persamaan linier aljabar dan untuk menentukan solusi khusus 

persamaan differensial. Sifat titik tetap juga banyak digunakan dalam menentukan 

berbagai macam model persamaan matematika, baik dalam bidang ekonomi, 

maupun bidang kesehatan. Salah satu contoh penerapan titik tetap dalam bidang 

kesehatan adalah menentukan model persamaan nonlinear pada penyakit diabetes. 

Pada abad ke – 19 seorang Matematikawan asal Prancis yang bernama 

H.Poincare (1854 – 1912) menemukan pendekatan titik tetap. Seiring 

perkembangannya, Spencer (1906 – 1980) berhasil membuktikan lemma 

kombinatorial pada penguraian segitiga yang sangat berguna dalam sifat titik 

tetap. Serta pada tahun 1922, sebuah karya yang terkenal dan dihargai dalam 

bidang teori titik tetap untuk fungsi kontraksi pada ruang metrik lengkap, berhasil 

dibuktikan oleh Banach.  
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Teori titik tetap telah banyak dikembangkan dalam analisis fungsional 

untuk menyelidiki ketunggalan titik tetap dari fungsi – fungsi dengan domain 

ruang metrik, ruang hasil kali dalam, ruang bernorm, ruang Hilbert, ruang Banach, 

serta perluasan pada masing – masing konsep ruang tersebut. 

Salah satu konsep dasar penting yang menjadi pembahasan dalam analisis 

matematika adalah kajian tentang ruang metrik. Dikatakan penting karena ruang 

metrik sering digunakan dalam teori – teori analisis matematika yang lain. Metrik 

adalah jarak diantara pasangan elemen yang memenuhi sifat – sifat tertentu. 

Tahun 60 – an Gahler mengklaim dan memperkenalkan konsep tentang 

ruang metrik – 2 (2 – metric space) yang merupakan generalisasi dari ruang 

metrik. Tahun 1992 Led Baphure Dhage memperkenalkan konsep tentang metrik 

–   (   metric) dan pasangan       disebut ruang metrik –   (   metric 

space). Tetapi pada tahun 2004 Zead Mustafa, dkk dalam jurnalnya yang berjudul 

“Some Remarks Concerning   – Metric Spaces” menunjukkan bahwa ruang 

metrik –   memiliki kelemahan. Hal ini yang menjadi pertimbangan Zead 

Mustafa, dkk untuk mencari gagasan yang lebih tepat untuk mengeneralisasi 

ruang metrik.  

Selanjutnya pada tahun 2006 Zead Mustafa dan Brailey Sims dalam 

jurnalnya yang berjudul “A New Approach to Generalized Metric Spaces” 

memperkenalkan konsep tentang ruang metrik –   (   metric space) sebagai 

generalisasi dari ruang metrik. Tahun 2012 Binayak S, dkk melakukan penelitian 



3 
 

 
 

tentang sifat titik tetap pada ruang metrik –   dalam jurnalnya yang berjudul 

“Some Fixed Point Theorems in   – Metric Spaces”.  

Mengkaji dan membahas penelitian yang dilakukan oleh Binayak S, dkk 

dianggap perlu dan penting, karena hal tersebut merupakan penelitian yang baru. 

Pembahasan ruang metrik –   dan pembuktian sifat titik tetap dalam jurnal yang 

berjudul “Some Fixed Point Theorems in   – Metric Spaces” tersebut juga masih 

sangat singkat.  

1.2. Batasan Masalah 

Pembatasan masalah dalam suatu penelitian sangatlah penting, guna 

menghindari kesimpangsiuran terhadap objek dari suatu penelitian dan untuk 

membantu penulis lebih fokus dan terarah sesuai dengan tema penelitian. Sesuai 

dengan latar belakang masalah maka skripsi ini akan difokuskan untuk membahas 

sifat titik tetap pada ruang metrik –  . 

1.3. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan, 

maka dirumuskan permasalahan sebagai berikut: 

1. Bagaimana sifat – sifat yang berlaku pada ruang metrik –  ? 

2. Bagaimana sifat titik tetap pada ruang metrik –  ? 

1.4. Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mengkaji dan menjelaskan sifat – sifat yang berlaku pada ruang metrik –  . 



4 
 

 
 

2. Mengkaji dan menjelaskan langkah – langkah pembuktian sifat titik tetap 

pada ruang metrik –  . 

1.5. Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain 

sebagai berikut: 

1. Memberikan pengetahuan tentang ruang metrik –   beserta sifat – sifat yang 

berlaku didalamnya. 

2. Memberikan salah satu gambaran bahwa ternyata pengembangan analisis 

abstrak khususnya tentang teori titik tetap pada perluasan ruang metrik masih 

sangat luas. 

1.6. Tinjauan Pustaka 

Berawal dari jurnal yang ditulis oleh Zead Mustafa dan Brailey Sims pada 

tahun 2006 yang berjudul “A New Approach to Generalized Metric Spaces” yang 

menjelaskan tentang konsep awal dari ruang metrik –  . Zead Mustafa dan 

Brailey Sims juga melanjutkan penelitiannya untuk meneliti eksistensi titik tetap 

pada ruang metrik –   dalam jurnalnya yang berjudul “Fixed Point Theorems for 

Kontraktive Mappings in Complete   – Metric Spaces”. 

Tahun 2012 Binayak, dkk melakukan penelitian lebih lanjut tentang sifat 

titik tetap pada ruang metrik –   dalam jurnal yang berjudul “Some Fixed Point 

Theorems in   – Metric Spaces”. Jurnal tersebut menjelaskan tentang definisi 

ruang metrik –  , sifat – sifat yang berlaku pada ruang metrik –  , dan beberapa 
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sifat titik tetap pada ruang metrik –  . Penulisan skripsi ini mengacu pada jurnal 

yang ditulis Binayak, dkk dan dijadikan sebagai literatur utama. 

Referensi lain yang digunakan sebagai materi pendukung dalam 

mempelajari jurnal – jurnal tersebut antara lain: buku “Introduction to Real 

Analysis” edisi keempat pada tahun 2010 karya Bartle dan Sherbert. Buku tersebut 

membahas tentang dasar – dasar analisis real. Selanjutnya adalah buku “Metric 

Spaces” yang di tulis oleh Shirali dan Vasudeva pada tahun 2006. Buku tersebut 

membahas tentang ruang metrik beserta sifat – sifat yang berlaku didalamnya. 

1.7. Sistematika Penulisan 

Penulisan skripsi ini terdiri atas empat bab dengan sistematika sebagai 

berikut: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini membahas mengenai latar belakang masalah, batasan masalah, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, 

sistematika penulisan, serta metode penelitian. 

BAB II DASAR TEORI 

Bab ini membahas tentang teori – teori yang menjadi dasar dalam 

penulisan ini untuk dipahami agar mudah mengikuti pembahasan yang akan 

dibahas pada bab – bab selanjutnya, seperti: dasar – dasar analisis real, definisi 

ruang metrik dan sifat – sifat yang berlaku di dalamnya, serta teori titik tetap pada 

ruang metrik. 
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BAB III PEMBAHASAN 

Bab ini membahas definisi ruang metrik –  , sifat – sifat yang berlaku 

pada ruang metrik –  , definisi konvergen –  , definisi Cauchy –    definisi 

kontinu –    dan sifat titik tetap pada ruang metrik –  . 

BAB IV PENUTUP 

Bab ini merupakan penutup yang berisi kesimpulan dan saran – saran yang 

diambil berdasarkan materi – materi yang telah dibahas pada bab – bab 

sebelumnya. 

1.8. Metode Penelitian 

Penelitian yang dilakukan penulis dalam penulisan skripsi ini adalah 

penelitian studi literatur, yaitu penulis mempelajari beberapa sumber tertulis  

tentang ruang metrik –   beserta sifat – sifat yang berlaku didalamnya dan sifat 

titik tetap pada ruang metrik –  . Sifat penelitian dalam suatu studi literatur 

adalah kualitatif. 

Penulis melakukan klarifikasi dan pembuktian sifat – sifat yang terdapat 

dalam buku acuan, dan jurnal. Penulis juga mencoba mengkontruksi beberapa 

contoh secara mandiri, maupun seperti dalam buku acuan atau jurnal dan  

mempelajari tentang pengertian ruang metrik beserta sifat – sifat yang berlaku 

didalamnya. Selanjutnya penulis mempelajari pengertian ruang metrik –   beserta 

sifat – sifat yang berlaku pada ruang metrik –  , yang meliputi: definisi barisan 

konvergen –  , barisan Cauchy –  , kontinu –  , dan ruang metrik –   lengkap. 
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Selajutnya pembahasan inti dari penelitian ini adalah membahas suatu sifat 

titik tetap pada ruang metrik –  . Pada bagian ini penulis menjelaskan langkah – 

langkah pembuktian yang dilakukan Binayak S, dkk (2012). Langkah pembuktian 

yang tidak dijelaskan dalam jurnal peneliti coba paparkan dengan menggunakan 

bantuan referensi lain. Diharapkan tidak ada kebingungan bagi pembaca dan di 

akhir pembuktian sifat titik tetap tersebut penulis berikan suatu contoh sebagai 

gambaran bagi pembaca. 
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BAB IV 

KESIMPULAN DAN SARAN 

4.1. Kesimpulan 

Hasil pembahasan diperoleh beberapa kesimpulan, yaitu: 

1. Sifat – sifat yang berlaku pada ruang metrik –   antara lain: Konvergen –  , 

Cauchy –  , Kontinu –  , jointly continuous pada ketiga variabelnya, 

simetrik, lengkap –  , compatible, dan Sifat 3.1.3.     

2. Salah satu syarat cukup agar diperoleh ketunggalan titik tetap yang umum 

untuk fungsi – fungsi   dan   pada ruang metrik –   adalah fungsi – fungsi 

  dan   mempunyai titik tetap tunggal     pada ruang metrik –   lengkap 

      dengan  ,      apabila dipenuhi: 

(1).           

(2).   atau   merupakan fungsi kontinu 

(3).  (              )    (              ) 

   (              )                     

         dan         dengan              sehingga   dan 

  mempunyai titik tetap umum yang tunggal di   serta   dan    merupakan 

fungsi compatible. 
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4.2. Saran 

Dari beberapa kesimpulan diatas, perlu adanya penelitian lebih lanjut untuk 

menyelidiki ketunggalan titik tetap yang umum, diantaranya: 

1. Menyelidiki ketunggalan sifat titik tetap yang lain pada ruang metrik –  . 

2. Menyelidiki ketunggalan sifat titik tetap umum menggunakan fungsi 

ekspansif pada ruang metrik –  . 

3. Menyelidiki ketunggalan titik tetap umum menggunakan fungsi kontraktif 

pada ruang yang lain seperti ruang Quasi metrik, ruang Fuzzy metrik, dll. 
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LAMPIRAN 

Sebelum membuktikan pertidaksamaan Minkowski akan diberikan terlebih 

dahulu sebuah lemma dan pertidaksamaan Holder. Lemmanya sebagai berikut: 

Lemma 1. 
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