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ABSTRAK

Jarak-w merupakan suatu fungsi yang terdefinisi pada ruang metrik,
dengan tiga syarat yang harus terpenuhi yaitu sifat simetri, fungsi lower
semicontinuous (LSC) dan yang terakhir adalah hubungan dari jarak-w dengan
metrik d itu sendiri.

Skripsi ini mengkaji tentang sifat titik tetap pada jarak-w diruang metrik
lengkap. Di dalam skripsi ini diberikan pula suatu contoh penggunaan sifat titik
tetap berdasarkan sifat yang telah dibahas.

Kata kunci: ruang metrik lengkap, jarak-w, titik tetap.
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ABSTRACT

w-distance is a function defined on a metric space, with three conditions
that must be satisfies such as the nature of the symmetry, the lower
semicontinuous function and the relationship of the w-distance with metric d
itself.

The aim of this study is to recite the fixed point theorems for a w-distance
on complete metric space. This paper also gives an example of the use of fixed
point properties based on the discussed properties.

Key word: complete metric space, fixed point, w-distance.
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PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Titik tetap mempunyai peranan yang penting dalam analisis fungsional.
Banyak masalah matematis yang dapat dipecahkan dengan menggunakan
prinsip titik tetap. Beberapa diantaranya adalah masalah persamaan linear,
persamaan diferensial biasa, persamaan integral, dan persamaan diferensial
parsial. Eksistensi titik tetap (fixed point ) untuk suatu fungsi telah banyak
dikaji oleh para ahli sebagai salah satu metode menyelesaikan problem
matematika.

Pada kehidupan sehari-hari teorema titik tetap banyak digunakan dalam
menentukan berbagai macam model persamaan matematika, baik dalam
bidang ekonomi, maupun bidang kesehatan. Salah satu contoh penerapan
teorema titik tetap dalam bidang kesehatan adalah menetukan model
persamaan non linear pada penyakit diabetes (Ekawati:2011).

Pada abad XIX seorang matematikawan asal Perancis yang bernama H.
Poincare  (1854-1912) menemukan pendekatan titik tetap. Pada
perkembangannya, L.E.Y. Brouwer (1881-1966) seorang matematikawan asal
Belanda berhasil membuktikan titik tetap untuk pemetaan dengan domain dan
kodomain berupa interval, persegi, bola, dan titik tetap dalam dimensi-n. Pada

masa berikutnya Spencer (1906-1980) berhasil membuktikan lemma



kombinatorial penguraian segitiga yang sangat berguna dalam teorema titik
tetap. Teorema ini telah banyak dikembangkan dalam analisis fungsional
untuk menyelidiki ketunggalan titik tetap dari pemetaan-pemetaan dengan
domain ruang metrik, ruang hasil kali dalam, ruang bernorm, ruang Hilbert,
dan ruang Banach serta perluasan pada masing-masing konsep tersebut.
(Suwarno, 2011)

Salah satu konsep dasar penting yang menjadi pembahasan dalam
analisis matematika adalah kajian tentang metrik. Metrik adalah jarak
diantara pasangan elemen yang memenuhi sifat-sifat tertentu, selanjutnya
himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan metrik tertentu disebut ruang
metrik. Ruang metrik sering digunakan dalam teori-teori analisis matematika
yang lain dan dipakai juga dalam ilmu fisika lanjut salah satunya yaitu kajian
tertulis tentang medan gravitasi Einstein dengan transformasi metrik
Scwarzchild.

Pada tahun 1996 Wataru Takahashi memperluas konsep ruang metrik
dalam jurnal yang berjudul “Nonconvex minimization theorems and fixed
point theorems in complete metric space” yaitu dengan mendefinisikan fungsi
yang terdefinisi pada suatu ruang metrik dan memenuhi aksioma-aksioma
tertentu sehingga dapat diterapkan pada sifat titik tetap. Selanjutnya konsep
tersebut dikenal dengan w-distance (jarak-w).

Jarak-w merupakan suatu fungsi yang terdefinisi pada ruang metrik,

dengan tiga syarat yang harus terpenuhi yaitu sifat simetri, fungsi lower



semicontinuous (LSC) dan yang terakhir adalah hubungan dari jarak-w
dengan metrik itu sendiri.

Kemudian pada tahun 2001 Branciari pada jurnalnya yang berjudul “A
Fixed point theorem for mapping satisfying a general contractive condition of
integral type” mengembangkan lagi konsep jarak-w yaitu di ruang metrik
lengkap tetapi pada tipe integral. Beliau menganalisis eksistensi titik tetap
pada jarak-w di ruang metrik tipe integral, pada pembahasannya ia
menggunakan integral Lebesgue.

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan W. Takahashi dan Branciari,
Razani dkk pada tahun 2009 membahas jarak-w pada ruang metrik lengkap
dengan menganalisis ketunggalan titik tetapnya.*

Jurnal tersebut merupakan jurnal yang menarik untuk dipelajari dan
dibahas hanya saja ada beberapa bagian yang belum terdapat pembuktiannya
yaitu belum ada pembuktian tentang sifat yang berlaku pada jarak-w salah
satunya tentang barisan Cauchy, sehingga penulis berusaha untuk
menjelaskan dan membuktikan sifat tersebut. Selain itu terdapat bagian-
bagian yang belum dijelakan diantaranya pada pembuktian sifat titik tetapnya

sehingga penulis berusaha menjabarkan sendiri

' Razani dkk. A fixed point theorem for jarak-w. vol.11(Applied sciens, 2009).pp.114-117.



1.2. Batasan Masalah

Pembatasan masalah dalam suatu penelitian sangatlah penting, guna
menghindari pembahasan objek yang terlalu meluas dan kesimpangsiuran
objek kajian, sehingga lebih membantu penulis untuk lebih fokus dan terarah
sesuai dengan tema penelitian. Penulisan skripsi ini dibatasi pada jarak-w

diruang metrik lengkap, dan tidak membahas jarak-w diruang yang lain.

1.3. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah diatas, maka dirumuskan
permasalahan sebagai berikut:
1. Bagaimana sifat-sifat yang berlaku pada jarak-w?
2. Bagaimana pembuktian sifat titik tetap pada jarak-w di ruang metrik

lengkap ?

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Mengkaji dan menjelaskan sifat-sifat yang berlaku pada jarak-w di ruang
metrik.
2. Mengkaji dan menjelaskan langkah-langkah pembuktian sifat titik tetap

pada jarak-w di ruang metrik lengkap.



1.5. Manfaat Penelitian
Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain
sebagai berikut:
1. Memberikan pengetahuan tentang sifat-sifat yang berlaku pada jarak-w
di ruang metrik.
2. Memberikan salah satu gambaran bahwa pengembangan analisis abstrak
khususnya tentang teori titik tetap tidak hanya pada ruang metrik biasa
tetapi dapat diperluas lagi, contohnya jarak-w yang akan dibahas oleh

penulis.

1.6. Tinjauan Pustaka

Penulisan skripsi ini berawal dari jurnal yang ditulis oleh W. Takahashi
pada tahun 1996 dengan judul “Nonconvex minimization theorems and fixed
point theorems in complete metric space’ yang berisi tentang titik tetap pada
jarak-w diruang metrik. Kemudian pada tahun 2001 Branciari meneliti
tentang eksistensi titik tetap pada ruang metrik lengkap tetapi pada tipe
integral. Berangkat dari dua penelitian tersebut Razani dkk. pada tahun 2009
dalam jurnalnya yang berjudul “A fixed point theorem for w-distance ” beliau
menggabungkan kedua penelitian tersebut dengan mengambil definisi dan
sifat jarak-w dari jurnal Wataru Takahashi dengan mengkombinasikan titik
tetap dari jurnal Branciari. Sehingga didapatkan hasil yaitu sifat titik tetap
pada jarak-w diruang metrik lengkap. Kemudian digunakan penulis sebagai

acuan utama dalam penulisan skripsi.



Referensi lain yang digunakan sebagai materi pendukung dalam
mempelajari jurnal — jurnal tersebut antara lain : buku “introduction to Real
Analysis” edisi keempat pada tahun 2010 karya Bartle dan Sherbert. Buku
tersebut membahas tentang dasar-dasar analisis real. Selanjutnya adalah buku
yang ditulis oleh Shirali dan Vasudeva pada tahun 2006 dengan judul “metric
spaces”. Buku tersebut membahas tentang ruang metrik beserta sifat-sifat
yang berlaku didalamnya. Selanjutnya untuk memahami teori titik tetap,
penulis menggunakan buku yang ditulis oleh Khamsi dan Kirk pada tahun
2001 dengan judul “An Introduction to Metric Spaces and Fixed Point

Theory”.

1.7. Sistematika Penulisan
Penulisan skripsi ini terdiri atas empat bab dengan sistematika sebagai

berikut :

BAB | PENDAHULUAN

Bab ini membahas mengenai latar belakang, batasan masalah, rumusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, sistematika

penulisan, serta metode penelitian.

BAB Il LANDASAN TEORI

Bab ini membahas tentang landasan teori yang mendasari dasar dalam
penulisan ini untuk dipahami agar mudah mengikuti pembahasan yang akan

dibicarakan pada bab-bab selanjutnya, seperti : dasar-dasar analisis real,



definisi ruang metrik dan sifat-sifatnya yang berlaku dildalamnya, serta teori

titik tetap pada ruang metrik.

BAB Il SIFAT TITIK TETAP PADA JARAK-W DI RUANG METRIK

LENGKAP

Pada bab ini akan dijelaskan secara rinci tentang sifat titik tetap untuk
jarak-w pada ruang metrik lengkap. langkah-langkah pembuktiannya, dan

diakhiri dengan memberikan contoh.

BAB IV PENUTUP

Bab ini merupakan penutup yang berisi kesimpulan dan saran-saran yang
diambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab

sebelumnya.

1.8. Metode Penelitian

Penelitian yang dilakukan penulis dalam penulisan skripsi ini adalah
penelitian studi literatur, yaitu penulis mempelajari sumber tertulis tentang
jarak-w pada ruang metrik beserta sifat yang berlaku didalamnya, dan
teorema titik tetap untuk jarak-w pada ruang metrik. Sifat penelitian dalam
studi literatur adalah kualitatif.

Penulis melakukan klarifikasi dan pembuktian teorema-teorema yang
terdapat dalam buku acuan, dan jurnal. Penulis juga mencoba mengkontruksi
beberapa contoh secara mandiri, maupun seperti dalam buku acuan atau

jurnal.



Sebelum mempelajari jarak-w penulis menjelaskan terlebih dahulu
tentang definisi ruang metrik serta sifat yang berlaku di dalamnya.
Selanjutnya penulis menjelaskan pengertian dan sifat-sifat jarak-w yang
meliputi kekonvergenan dan definisi barisan Cauchy. Penulis menyertakan
sebuah contoh untuk memudahkan dalam memahami definisi jarak-w.

Pembahasan inti dari penelitian ini adalah membahas teorema titik tetap
pada jarak-w di ruang metrik. Penulis menjelaskan langkah-langkah
pembuktian yang dilakukan oleh Razani dkk (2009). Langkah pembuktian
yang tidak dijelaskan dalam jurnal penulis coba paparkan dengan
menggunakan bantuan referensi lain. Sehingga diharapkan tidak ada
kebingungan bagi pembaca. Pembuktian sifat titik tetap tersebut diakhiri
dengan memberikan contoh sebagai ilustrasi bagi pembaca.

Agar lebih jelas dalam memahami metode penelitian dalam skripsi ini,

berikut ini diberikan gambaran diagram alur penelitian sebagai berikut.

| — B

Gambar 1.1. Diagram Alur penelitian



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan
bahwa jarak-w merupakan suatu fungsi yang terdefinisi pada ruang metrik, dengan
tiga syarat yang harus terpenuhi yaitu sifat simetri, fungsi lower semicontinuous
(LSC) dan yang terakhir adalah hubungan dari jarak-w dengan metrik d itu sendiri.

Pemetaan f yang memenuhi kondisi (3.5), serta terdefinisi pada jarak-w di
ruang metrik lengkap (X, d) mempunyai titik tetap yang tunggal. Pembuktian sifat
ketunggalan tersebut memanfaatkan sifat fungsi kontraksi serta sifat kelengkapan

pada ruang metrik.

4.2. Saran

Setelah menyelesaikan penelitian ini, penulis menyarankan:

1. Penelitian ini hanya sebatas membahas konsep dasar jarak-w di ruang
metrik lengkap dan sifat titik tetap yang berlaku di dalamnya. Pembuktian
sifat titik tetap pada jarak-w di ruang metrik lengkap ini dapat di
kembangkan lagi agar dapat diaplikasikan pada sifat titik tetap pada fungsi

yang lebih umum, misalnya sifat titik tetap pada perumuman jarak-w.
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2. Contoh-contoh pada jarak-w di ruang metrik lengkap ini dirasa masih
sangat minim sehingga perlu adanya penelitian yang membahas dan
mengembangkannya agar diperoleh contoh-contoh yang lain.

Semoga tugas akhir ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk
mengembangkan lebih lanjut tentang sifat titik tetap khususnya, dan konsep

analisis abstrak pada umumnya.
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