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ABSTRAK 

 

Teorema titik tetap di ruang metrik pada jarak-w pertama kali diperkenalkan 

oleh Wataru Takahashi. Selanjutnya tahun 2007 Huang Long Guang dan Zhang 

Xian memperkenalkan ruang metrik cone yang merupakan perluasan dari ruang 

metrik dengan mengganti himpunan bilangan riil dengan ruang Banach terurut. 

. Skripsi ini memperkenalkan tentang konsep ruang metrik cone pada jarak-

w dan membuktikan teorema titik tetap di ruang metrik cone pada jarak-w. Selain 

itu dibuktikan juga bahwa pemetaan kontraktif di ruang metrik cone lengkap pada 

jarak-w mempunyai titik tetap tunggal. 

 

Kata kunci: ruang metrik cone, jarak-w, pemetaan kontraktif, titik tetap. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Seiring berkembangnya zaman, banyak sekali topik matematika khususnya    

dalam bidang analisis fungsional yang mengalami perluasan. Misalnya pada konsep 

ruang metrik sudah banyak dikembangkan seperti ruang metrik quasi, ruang metrik 

cone dan lain sebagainya. 

 Teorema titik tetap atau teorema pemetaan kontraktif merupakan hal yang   

penting dalam ruang metrik. Teorema ini menunjukkan bahwa titik tetap dari 

pemetaan pada ruang metrik itu ada dan tunggal, serta metode konstruktif untuk 

menemukan titik – titik tetap lainnya. Teorema ini pertama kali dibuktikan oleh 

Stefan Banach pada tahun 1920. 

 Tahun 1996 Osama Kada, Tomonari Suzuki, dan Wataru Takahashi 

memperkenalkan konsep ruang metrik dengan jarak-w. Pada tahun 2007 Huang 

Long-Guang dan Zhang Xian memperkenalkan konsep ruang metrik cone yang 

merupakan perluasan dari ruang metrik, dengan meneliti teorema titik tetap pada 

pemetaan kontraktif. Huang dan Zhang memanfaatkan kelengkapan ruang metrik 

cone untuk menemukan berbagai teorema titik tetap baru. Selanjutnya pada tahun 

2009 dalam paper yang berjudul “Some Fixed Point Theorems in Cone Metrik 

Spaces with w-Distance”, Lakzian dan Arabyani memperkenalkan beberapa konsep 

teorema titik tetap di ruang metrik cone pada jarak-w. 
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 Pada skripsi ini, penulis tertarik untuk mendalami beberapa teorema titik tetap 

di ruang metrik cone pada jarak-w. Penelitian ini menjabarkan dari paper Lakzian 

dan Arabyani. Diharapkan dari penelitian ini dapat memberikan gambaran 

mengenai beberapa teorema titik tetap di ruang metrik cone pada jarak-w. 

1.2 Batasan Masalah 

Pembatasan masalah dalam suatu penelitian sangatlah penting untuk 

membantu penulis lebih fokus dan terarah sesuai dengan tema penelitian Skripsi 

difokuskan untuk membahas pembuktian teorema titik tetap pada ruang metrik cone 

dengan jarak-w dan contohnya, definisi ruang metrik cone, definisi jarak-w dan 

beberapa teorema yang mendukung beserta beberapa contohnya. 

1.3 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah di atas, maka dirumuskan 

permasalahan sebagai berikut: 

1. Bagaimana sifat - sifat jarak-w di ruang metrik cone? 

2. Bagaimana teorema titik tetap di ruang metrik cone pada jarak-w? 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Mengkaji sifat – sifat jarak-w pada ruang metrik cone. 

2. Mengkaji beberapa teorema titik tetap pada ruang metrik cone dengan 

jarak-w. 
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1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil dari penelitian ini diharapkan agar memberikan manfaat sebagai 

berikut: 

1. Memberikan pengetahuan tentang sifat – sifat jarak-w. 

2. Memberikan pengetahuan tentang beberapa teorema titik tetap pada ruang 

metrik cone dengan jarak-w. 

3. Memberikan motifasi kepada pembaca supaya terus berkarya dalam 

matematika. 

1.6 Tinjauan Pustaka 

Penulisan skripsi ini mengacu pada sebuah paper yang dipublikasikan pada 

tahun 2009 yang berjudul “Some Fixed Point Theorems in Cone Metrik Spaces with 

w-Distance”, yang ditulis oleh H. Lakzian dan F. Arabyani. Mereka 

memperkenalkan konsep ruang metrik cone dengan jarak-w dan beberapa teorema 

titik tetap pada ruang metrik cone tersebut. 

Penulisan skripsi ini juga mengacu pada skripsi yang ditulis Rifki Bahtiar 

(2012) yang berjudul “Konsep Dasar Ruang Metrik cone”. Skripsi tersebut 

mengkaji dasar – dasar ruang metrik cone dan aplikasinya pada teorema titik tetap. 

Selanjutnya dalam skripsi ini akan dijabarkan pembahasan beberapa teorema 

titik tetap pada ruang metrik cone dengan jarak-w yang sudah tertera pada paper 



4 
 

 
 

tersebut. Serta menjelaskan tentang ruang metrik cone beserta contohnya dan 

menjelaskan beberapa lemma yang ada pada paper tersebut. 

1.7 Sistematika Penulisan 

Penulisan skripsi ini dibagi menjadi empat bab dengan sistematika sebagai 

berikut: 

BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini membahas mengenai latar belakang, batasan masalah, rumusan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, sistematika penulisan, dan 

metode penulisan. 

BAB II  LANDASAN TEORI 

Bab ini membahas tentang ruang metrik, ruang bernorma, ruang metrik cone dan 

satu teorema titik tetap pada ruang metrik cone beserta contohnya.BAB III 

PEMBAHASAN 

Bab ini membahas mengenai jarak-w dan teorema titik tetap pada ruang metrik cone 

dengan jarak-w. 

BAB IV PENUTUP 

Bab ini berisi kesimpulan dan saran – saran dari pokok bab - bab sebelumnya. 

1.8 MetodePenelitian 

Metode penelitian yang penulis gunakan dalam penelitian ini adalah studi 

literatur, yaitu dengan membahas dan menjabarkan konsep – konsep yang sudah 
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ada didalam literatur. Selain itu penulis juga menggunakan beberapa paper dan 

buku yang berhubungan dengan ruang metrik cone dan teorema titik tetap pada 

ruang metrik cone dengan jarak-w. 

Langkah selanjutnya adalah penulis menggunakan beberapa paper dan buku 

tersebut untuk membuktikan teorema – teorema yang ada dalam literatur dan 

menjelaskan beberapa contoh yang ada dalam literatur. 

Dasar teori pada penelitian ini diawali dengan membahas ruang metrik yang 

beserta sifat yang berlaku di dalamnya, ruang Banach, dan diberikan pengertian 

tentang ruang metrik cone beserta sifat yang berlaku didalamnya. Dasar teori 

tentang ruang metrik cone ini yang akan digunakan untuk membahas titik tetap di 

ruang metrik cone pada jarak-w. sehingga subbab ini penting untuk diperdalam agar 

lebih mudah mempelajari jarak-w. 

Selanjutnya penulis menjelaskan pengertian dan sifat-sifat jarak-w yang 

nantinya digunakan untuk membahas teorema titik tetap di ruang metrik cone. 

Pembahasan inti dari penelitian ini adalah membahas dua teorema titik tetap di 

ruang metrik cone pada jarak-w. di akhir pembahasan dua teorema titik tetap tesebut 

penulis berikan satu contoh sebagai gambaran dari pembaca. 
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 = 𝑓(𝑦) + 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑥, 𝑧) 

Karena 𝑓(𝑦) 𝜖 𝑃 diperoleh dan berdasarkan definisi 3.1.1 (b) diperoleh 

𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑥, 𝑧) 𝜖 𝑃 

Oleh karena itu berdasarkan definisi 2.3.1 (ii) diperoleh 

𝑓(𝑦) + 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑥, 𝑧)𝜖 𝑃 

Jadi terbukti 𝑞(𝑥, 𝑧) ≼ 𝑞(𝑥, 𝑦) + 𝑞(𝑦, 𝑧) 

c. Ambil sebarang 𝑥 𝜖 𝑋(𝑓𝑖𝑥), 𝑦𝑛 → 𝑦. Akan dibuktikan 𝑞(𝑥, . ) → 𝐸 adalah 

semikontinu bawah di setiap 𝑥 𝜖 𝑋 yaitu  

𝑞(𝑥, 𝑦) ≼ lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑝(𝑥, 𝑦𝑛).  

Artinya lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑞(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑞(𝑥, 𝑦)𝜖 𝑃 

karena p adalah jarak-w maka 

lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑞(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑞(𝑥, 𝑦) = lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓 (𝑓(𝑥) + 𝑝(𝑥, 𝑦𝑛)) − 𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥, 𝑦) 

                                            = lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓 𝑓(𝑥) + lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑝(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥, 𝑦) 

            = 𝑓(𝑥) + lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑝(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑓(𝑥) − 𝑝(𝑥, 𝑦)               

= lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑝(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑝(𝑥, 𝑦)                                            

Jelas bahwa lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑝(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑝(𝑥, 𝑦)  𝜖 𝑃. sehingga 

lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑞(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑞(𝑥, 𝑦)𝜖 𝑃 

Jadi terbukti 𝑞(𝑥, . ) → 𝐸 adalah semikontinu bawah di setiap 𝑥 𝜖 𝑋 

d. Ambil sebarang 휀 𝜖 𝐸 dengan 0 ≪  휀 dan 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝜖 𝑋. 
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Akan dibuktikan 𝑑(𝑥, 𝑦) ≪ 휀 

Karena p jarak-w maka ada 0 ≪  휀 sehingga 𝑞(𝑧, 𝑥) ≪ 𝛿 dan 𝑞(𝑧, 𝑦) ≪ 𝛿. 

Karena 0 ≼ 𝑓(𝑧) sehingga 𝑓(𝑧) − 0 𝜖 𝑃 hal ini berarti 

𝑓(𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑥) − 𝑝(𝑧, 𝑥)𝜖 𝑃 

Didapat  𝑝(𝑧, 𝑥) ≼ 𝑓(𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑥) = 𝑞(𝑧, 𝑥) ≪ 𝛿 dengan kata lain 

𝑝(𝑧, 𝑥) ≪ 𝛿 

Dengan cara yang sama diperoleh 𝑓(𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑦)𝜖 𝑃 

Didapat 𝑝(𝑧, 𝑦) ≼ 𝑓(𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) = 𝑞(𝑧, 𝑦) ≪ 𝛿 dengan kata lain 

𝑝(𝑧, 𝑦) ≪ 𝛿 

karena 𝑝(𝑧, 𝑥) ≪ 𝛿 dan 𝑝(𝑧, 𝑦) ≪ 𝛿 maka diperoleh 𝑑(𝑥, 𝑦) ≪ 휀 

Jadi terbukti bahwa 𝑑(𝑥, 𝑦) ≪ 휀. 

karena memenuhi ke empat sifat maka terbukti q(x,y) jarak-w ∎ 

 dibawah ini diberikan contoh jarak-w. 

Contoh 3.1.3 (Sushanta, dkk. 2012: 4) 

Diberikan 𝐸 = ℝ2, 𝑃 = {(𝑥, 𝑦)𝜖 𝐸 ∶ 𝑥, 𝑦 ≥ 0}, 𝑋 = ℝ dan 𝑑: 𝑋 x 𝑋 → 𝐸.  

didefinisikan 𝑑(𝑥, 𝑦) = (|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|) dimana konstanta 𝑎 ≥ 0. Maka (X,d) 

adalah ruang metrik cone. Pemetaan 𝑑: 𝑋 x 𝑋 → 𝐸 untuk setiap 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋. maka d 

merupakan jarak-w pada X. 
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Penjelasan: Berdasarkan contoh 2.3.8 terbukti bahwa (X,d) adalah ruang metrik 

cone dan P adalah normal cone. Selanjutnya akan dibuktikan d merupakan jarak-w 

pada X. Ambil sebarang 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝜖 𝑋 

1. Akan dibuktikan 0 ≼ 𝑑(𝑥, 𝑦), yaitu (|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|) − 0 𝜖 𝑃 

Sesuai contoh 2.3.7 karena 0 ≼ (|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|) berarti 

(|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|) − 0 𝜖 𝑃 jadi terbukti 0 ≼ 𝑑(𝑥, 𝑦). 

2. Akan dibuktikan 𝑑(𝑥, 𝑧) ≼ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧).  

Sesuai pembuktian contoh 2.3.7 (iii) terbukti bahwa: 

𝑑(𝑥, 𝑧) ≼ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 

3. Ambil sebarang 𝑥 𝜖 𝑋(𝑓𝑖𝑥), 𝑦𝑛 → 𝑦. Akan dibuktikan 𝑝(𝑥, . ) → 𝐸 adalah 

semikontinu bawah di setiap 𝑥 𝜖 𝑋 yaitu  

𝑑(𝑥, 𝑦) ≼ lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑑(𝑥, 𝑦𝑛).    

Disini akan dibuktikan lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑑(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑑(𝑥, 𝑦)𝜖 𝑃 

lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑑(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑑(𝑥, 𝑦) = lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓 (|𝑥 − 𝑦𝑛|, 𝑎|𝑥 − 𝑦𝑛|) 

−(|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|) 

                        = ( lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓 |𝑥 − 𝑦𝑛|, lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓 a|𝑥 − 𝑦𝑛|) 

                           −(|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|) 

                        = ( lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓 |𝑥 − 𝑦𝑛| − |𝑥 − 𝑦|, lim
𝑛→∞

𝑖𝑛 𝑓 𝑎|𝑥 − 𝑦𝑛| − 𝑎|𝑥 − 𝑦|) 

                         = (|𝑥 − lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑦𝑛| − |𝑥 − 𝑦|, 𝑎 (|𝑥 − lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑦𝑛| − |𝑥 − 𝑦|)) 
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                  = (|𝑥 −  𝑦| − |𝑥 − 𝑦|, 𝑎(|𝑥 − 𝑦| − |𝑥 − 𝑦|)) 

          = (0,0) 

Karena (0,0) 𝜖 𝑃 jelas bahwa lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑑(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑑(𝑥, 𝑦)  𝜖 𝑃 

Sehingga lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑑(𝑥, 𝑦𝑛) − 𝑑(𝑥, 𝑦) 𝜖 𝑃 

Jadi terbukti 𝑝(𝑥, . ) → 𝐸 adalah semikontinu bawah di setiap 𝑥 𝜖 𝑋. 

4. Ambil sebarang 휀 𝜖 𝐸 dengan 0 ≪  휀 dan 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝜖 𝑋. 

Akan dibuktikan 𝑑(𝑥, 𝑦) ≪ 휀 

dipilih 𝛿 =
𝜀

2
 berarti jika 𝑑(𝑧, 𝑥) ≪ 𝛿 dan 𝑑(𝑧, 𝑦) ≪ 𝛿 diperoleh 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≼ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

              = 𝑑(𝑧, 𝑥) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

≪ 𝛿 + 𝛿     

=
휀

2
+

휀

2
= 휀 

terbukti bahwa 𝑑(𝑥, 𝑦) ≪ 휀 

karena memenuhi ke empat sifat maka terbukti 𝑑(𝑥, 𝑦) jarak-w ∎ 

Definisi berikut ini menjelaskan tentang barisan yang berlaku pada ruang 

metrik cone  dengan jarak-w yang berguna untuk menjelaskan teorema – teorema 

pada subbab selanjutnya. 
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Definisi 3.1.4 (Lakzian, dkk. 2009: 1083) Diberikan ruang metrik cone (X,d) 

dan p merupakan jarak-w di X, 𝑥 𝜖 𝑋 𝑑𝑎𝑛 {𝑥𝑛} adalah barisan di X, maka 

a) {𝑥𝑛} disebut p-barisan Cauchy jika dan hanya jika untuk setiap 휀 𝜖 𝐸, 0 ≪

휀, terdapat bilangan asli ℕ sedemikian hingga untuk setiap m,n ≥ ℕ berlaku 

𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≪ 휀. 

b) Barisan {𝑥𝑛} konvergen ke x, 𝑥 𝜖 𝑋, jika dan hanya jika untuk setiap 

휀 𝜖 𝐸, 0 ≪ 휀 terdapat 𝑛0 𝜖 ℕ sedemikian hingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0 

berlaku 𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) ≪ 휀. Notasinya lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑥𝑛 → 𝑥. 

c) (X,d) disebut ruang metrik cone lengkap dengan jarak-w jika setiap barisan 

Cauchy konvergen. 

 

Dibawah ini akan diberikan lemma yang berguna untuk membuktikan salah 

satu teorema titik tetap pada ruang metrik cone dengan jarak-w. 

Lemma 3.1.5 (Ljubomir, dkk. 2012: 4) Diberikan (X,d) ruang metrik cone dan p 

jarak-w pada X. Diberikan barisan {𝑥𝑛} dan {𝑦𝑛} di X, diberikan {𝑎𝑛} dengan 0 ≼

𝑎𝑛 dan {𝑏𝑛} dengan 0 ≼ 𝑏𝑛 merupakan barisan di E yang konvergen ke 0 dan 

𝑥, 𝑦, 𝑧 𝜖 𝑋. Maka 

a. Jika 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≼ 𝑎𝑛 dan 𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≼ 𝑏𝑛 untuk setiap 𝑛𝜖ℕ maka y = z. dan 

jika p(x,y)=0 dan p(x,z)=0 maka y = z. 

b. Jika 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≼ 𝑎𝑛 dan 𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≼ 𝑏𝑛 untuk setiap 𝑛𝜖ℕ maka {𝑦𝑛} 

konvergen ke z. 
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Bukti : 

a. Ambil sebarang 휀 𝜖 𝐸 dengan 0 ≪ 휀. Berdasarkan definisi 3.1.1 (d) 

terdapat 𝛿 𝜖 𝐸 dengan 0 ≪ 𝛿 sedemikian hingga 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≼ 𝛿 dan 𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≼ 𝛿 

maka 𝑑(𝑦, 𝑧) ≪ 휀.  

Ketika 𝑎𝑛 → 0 dan 𝑏𝑛 → 0 ada 𝑛0 𝜖 ℕ sedemikian hingga 𝑎𝑛 ≼ 𝛿 dan 𝑏𝑛 ≼ 𝛿 untuk 

setiap 𝑛 ≥  𝑛0. Maka untuk setiap 𝑛 ≥  𝑛0 berlaku 

𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≼ 𝑎𝑛 ≼ 0 dan  𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≼ 𝑎𝑛 ≼ 0. 

Karena 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦) ≼ 0 dan  𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≼ 0 jelas bahwa y = z. 

b. Ambil sebarang 휀 𝜖 𝐸 dengan 0 ≪ 휀. Berdasarkan definisi 3.1.1 (d) 

terdapat 𝛿 𝜖 𝐸 dengan 0 ≪ 𝛿 sedemikian hingga 𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≼ 𝛿 dan 𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≼ 𝛿 

maka 𝑑(𝑦𝑛, 𝑧) ≪ 휀.  

Ketika 𝑎𝑛 → 0 dan 𝑏𝑛 → 0 ada 𝑛0 𝜖 ℕ sedemikian hingga 𝑎𝑛 ≼ 𝛿 dan 𝑏𝑛 ≼ 𝛿 untuk 

setiap 𝑛 ≥  𝑛0. Maka untuk setiap 𝑛 ≥  𝑛0 berlaku 

𝑝(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ≼ 𝑎𝑛 ≪ 𝛿 dan  𝑝(𝑥𝑛, 𝑧) ≼ 𝑎𝑛 ≪ 𝛿. 

Dari definisi 3.1.1 (d) berlaku 𝑑(𝑦𝑛, 𝑧) ≪ 휀. Sehingga 𝑦𝑛 → 𝑧  𝑛 → ∞. ∎  
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Dibawah ini merupakan penjelasan dari teorema titik pada ruang metrik 

cone dengan jarak-w. 

3.2 Teorema titik Tetap di Ruang Metrik cone pada Jarak-w 

 Subbab ini akan menjelaskan dua teorema titik tetap di ruang metrik cone 

pada jarak-w beserta satu contohnya. 

Teorema 3.2.1 (Lakzian, dkk. 2009: 1084) Diberikan ruang metrik cone lengkap 

(X,d) dengan p adalah jarak-w pada X dan pemetaan 𝐹 ∶ 𝑋 → 𝑋. Ada 𝑟 𝜖 [0,1) 

sedemikian hingga 

𝑝(𝐹𝑥, 𝐹2𝑥) ≼ 𝑟𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) , ∀𝑥 𝜖 𝑋                                                    (3.1) 

dan 

0 < inf{𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) ∶ 𝑥 𝜖 𝑋} , ∀𝑦 𝜖 𝑋, 𝑦 ≠ 𝐹𝑦                     (3.2) 

maka  ada 𝑧 𝜖 𝑋 sedemikian hingga z = Fz.  

Lebih lanjut, jika P cone normal dengan konstanta normal M dan z = Fz, maka 

p(z,z) = 0. 

Bukti: Diberikan 𝑥 𝜖 𝑋 dan suatu barisan 𝐹𝑛𝑥 untuk setiap 𝑛 𝜖 ℕ. 

berdasarkan pada persamaan (3.1) diperoleh 

𝑝(𝐹2𝑥, 𝐹3𝑥) ≼ 𝑟𝑝(𝐹𝑥, 𝐹2𝑥) ≼ 𝑟2𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) 

𝑝(𝐹3𝑥. 𝐹4𝑥) ≼ 𝑟 𝑝(𝐹2𝑥, 𝐹3𝑥) ≼ 𝑟3𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) 
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sehingga untuk 𝑛 𝜖 ℕ diperoleh 

𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝐹𝑛+1𝑥) ≼ 𝑟𝑝(𝐹𝑛−1𝑥, 𝐹𝑛𝑥) ≼ 𝑟2𝑝(𝐹𝑛−2𝑥, 𝐹𝑛−1𝑥) ≼ ⋯ ≼ 𝑟𝑛𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) 

diasumsikan m > n. akan dibuktikan barisan 𝐹𝑛𝑥 merupakan barisan Cauchy. 

berdasarkan definisi 3.1.1 (b) didapat: 

𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝐹𝑚𝑥) ≼ 𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝐹𝑛+1𝑥) + 𝑝(𝐹𝑛+1𝑥, 𝐹𝑚𝑥) 

                              ≼ 𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝐹𝑛+1𝑥) + 𝑝(𝐹𝑛+1𝑥, 𝐹𝑛+2𝑥) 

+𝑝(𝐹𝑛+2𝑥, 𝐹𝑛+3𝑥) + ⋯ + 𝑝(𝐹𝑚−1𝑥, 𝐹𝑚𝑥) 

                                                    ≼ 𝑟𝑛𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) + 𝑟𝑛+1𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) + ⋯ + 𝑟𝑚−1𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) 

                      = 𝑟𝑛𝑝(𝑥, 𝐹𝑥)(1 + 𝑟 + ⋯ + 𝑟𝑚−𝑛−1) 

                                  ≼ 𝑟𝑛𝑝(𝑥, 𝐹𝑥)(1 + 𝑟 + ⋯ + 𝑟𝑚−𝑛−1 + ⋯ ) 

=
𝑟𝑛

1 − 𝑟
𝑝(𝑥, 𝐹𝑥)              

karena 𝑟 𝜖 [0,1) dan 𝑛 → ∞ maka 
𝑟𝑛

1−𝑟
→ 0. Untuk 𝑚, 𝑛 → ∞ berakibat 

𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝐹𝑥) → 0. Lebih lanjut {𝐹𝑛𝑥} adalah barisan Cauchy di X. Karena X ruang 

metrik cone lengkap maka ada titik 𝑧 𝜖 𝑋 sedemikian hingga {𝐹𝑛𝑥} konvergen ke 

z. Diberikan 𝑛, 𝑚 𝜖 𝑋 (𝑓𝑖𝑥) maka {𝐹𝑚𝑥} juga konvergen ke z. 
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Dan 𝑝(𝐹𝑛𝑥, . ) adalah semi kontinu bawah, kita dapatkan 

𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝑧) ≼ lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝐹𝑚𝑥) ≼
𝑟𝑛

1−𝑟
 𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) ……    . (3.3) 

Akan dibuktikan z = Fz. Andaikan z ≠ Fz berarti 

inf {𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑥, 𝐹𝑥)} ≼ inf{𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝐹𝑛+1𝑥) ∶ 𝑛 𝜖 ℕ} 

                         ≼ inf {
𝑟𝑛

1−𝑟
 𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) + 𝑟𝑛𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) ∶ 𝑛 𝜖 ℕ} = 0 

Jadi inf {𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) = 0 

Kontradiksi dengan persamaan (3.2) berarti pengandaian salah sehingga terbukti  

z = Fz. Lebih lanjut akan dibuktikan p(z,z)=0 

Diketahui z=Fz berarti 

𝑝(𝑧, 𝑧) = 𝑝(𝑧, 𝐹𝑧) 

     = 𝑝(𝐹𝑧, 𝐹2𝑧) 

 ≼ 𝑟𝑝(𝑧, 𝐹𝑧) 

           = 𝑟𝑝(𝑧, 𝑧) 

Jadi 𝑝(𝑧, 𝑧) ≼ 𝑟𝑘𝑝(𝑧, 𝑧), 𝑘 𝜖 ℕ. Karena p normal cone berdasarkan definisi 2.4.4 

berarti ada M > 0 sedemikian hingga:  

||𝑝(𝑧, 𝑧)|| ≤ 𝑀𝑟𝑘||𝑝(𝑧, 𝑧)|| 
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Karena 𝑟 𝜖 [0,1) dan 𝑀𝑟𝑘 < 1 sehingga ‖𝑝(𝑧, 𝑧‖ = 0 berarti 𝑝(𝑧, 𝑧) = 0 

Jadi terbukti 𝑝(𝑧, 𝑧) = 0.  

Teorema 3.2.2 (Ljubomir, dkk. 2012: 8) 

Diberikan ruang metrik cone lengkap (X,d) dengan jarak-w p dan 𝑟 𝜖 [0,1). 

diberikan pemetaan 𝐹: 𝑋 ⟶ 𝑋 dengan F memenuhi kondisi kontraktif yaitu 

𝑝(𝐹𝑥, 𝐹𝑦) ≼ 𝑟𝑝(𝑥, 𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋 

maka F mempunyai sebuah titik tetap tunggal 𝑧 𝜖 𝑋, Dan p(z,z) = 0 

Bukti : 

Ambil sebarang 𝑥 𝜖 𝑋 dan didefinisikan barisan 𝑥𝑛+1 = 𝐹𝑛𝑥 untuk setiap 𝑛 𝜖 ℕ. 

Berdasarkan teorema 3.2.1 pada persamaan (3.3) dan diperoleh 𝐹𝑛𝑥 = 𝑧 𝜖 𝑋 

sehingga berlaku 

𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝑧) ≼
𝑟𝑛

1 − 𝑟
𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) 

dengan kondisi kontraktif diatas diperoleh 

𝑝(𝐹𝑛𝑥, 𝐹𝑧) ≼ 𝑟𝑝(𝐹𝑛−1𝑥, 𝑧) ≼ 𝑟
𝑟𝑛−1

1 − 𝑟
𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) =

𝑟𝑛

1 − 𝑟
𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) 

berdasarkan lemma 3.1.5 (b) misal 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 =
𝑟𝑛

1−𝑟
𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) dan 

𝑟𝑛

1−𝑟
𝑝(𝑥, 𝐹𝑥) ⟶ 0 Sehingga 𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 0 dapat disimpulkan bahwa Fz = z. 
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Selanjutnya 

𝑝(𝑧, 𝑧) = 𝑝(𝐹𝑧, 𝐹𝑧) = 𝑝(𝐹𝑧, 𝐹2𝑧) ≼ 𝑟𝑝(𝑧, 𝐹𝑧) = 𝑟𝑝(𝑧, 𝑧) 

Jadi 𝑝(𝑧, 𝑧) ≼ 𝑟𝑘𝑝(𝑧, 𝑧), 𝑘 𝜖 ℕ. Karena p normal cone berdasarkan definisi 2.4.4 

berarti ada M > 0 sedemikian hingga:  

||𝑝(𝑧, 𝑧)|| ≤ 𝑀𝑟𝑘||𝑝(𝑧, 𝑧)|| 

Karena 𝑟 𝜖 [0,1) dan 𝑀𝑟𝑘 < 1 sehingga ‖𝑝(𝑧, 𝑧‖ = 0 berarti 𝑝(𝑧, 𝑧) = 0. 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa titik tetap pada F adalah tunggal 

Missal 𝑢 𝜖 𝑋 sebarang titik. Maka 

𝑝(𝑧, 𝑢) = 𝑝(𝐹𝑧, 𝐹𝑢) ≼ 𝑟𝑝(𝑧, 𝑢) 

Sehingga diperoleh 𝑝(𝑧, 𝑢) = 0. karena 𝑝(𝑧, 𝑢) = 0 berdasarkan lemma 3.1.5 (a) 

diperoleh 𝑢 = 𝑧. ∎ 

Jadi terbukti T mempunyai titik tetap tunggal di X. ∎ 

 Dibawah ini diberikan satu contoh teorema titik tetap pada ruang metrik 

cone dengan jarak-w. 

Contoh 3.2.3 

Diberikan ruang metrik cone lengkap (X,p) dengan jarak-w p dan cone normal P 

dengan 𝑃 = {(𝑥, 𝑦) 𝜖 ℝ2 ∶ 𝑥, 𝑦 ≥ 0} dengan konstanta normal M=1. Dengan 
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𝑝(𝑥, 𝑦) = (|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|) 

𝐹: ℝ → ℝ dengan 𝐹𝑥 =
3

4
𝑥 dimana 𝑟 𝜖 [0,1) meupakan pemetaan kontraktif pada 

(X,d) dan mempunyai titik tetap tunggal yaitu 0 

Bukti: 

Akan ditunjukkan 𝐹𝑥 =
3

4
𝑥 memenuhi kondisi kontraktif pada (X,d). 

𝑝(𝐹𝑥, 𝐹𝑦) = 𝑝 (
3

4
𝑥,

3

4
𝑦) 

= (|
3

4
𝑥 −

3

4
𝑦| , 𝑎 |

3

4
𝑥 −

3

4
𝑦|)                        

= (|
3

4
(𝑥 − 𝑦)| , 𝑎 |

3

4
(𝑥 − 𝑦)|)                       

=
3

4
 (|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|)                                      

Karena 𝑝(𝐹𝑥, 𝐹𝑦) ≼ 𝑟𝑝(𝑥, 𝑦), maka 𝑟𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝐹𝑥, 𝐹𝑦) 𝜖 𝑃 

Jadi 0 ≼ 𝑟(|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|) −
3

4
(|𝑥 − 𝑦|, 𝑎|𝑥 − 𝑦|) ⇔

3

4
≼ 𝑟 

Didapatkan 
3

4
≼ 𝑟 dimana 𝑟 𝜖 [0,1) sehingga 𝑝(𝐹𝑥, 𝐹𝑦) ≼ 𝑟𝑝(𝑥, 𝑦). Artinya 𝐹𝑥 =

3

4
𝑥 memenuhi kondisi kontraktif pada (ℝ,p). 

Akan dibuktikan titik tetap pada 𝐹𝑥 =
3

4
𝑥 adalah 0. 
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Ambil sebarang 𝑥∗ 𝜖 ℝ sedemikian hingga 𝐹𝑥∗ = 𝑥∗ 

Dengan 
3

4
≼ 𝑟 dimana 𝑟 𝜖 [0,1) maka 𝐹𝑥∗ =

3

4
𝑥∗   ⟺   𝑥∗ =

3

4
𝑥∗ dipenuhi jika x*= 

0. 

Jadi x*= 0 adalah titik tetap dari F. 

Selanjutnya akan ditunjukkan titik tetap dari F tunggal. 

Jika y* adalah titik tetap yang lain dari F dan Fy*= y* maka: 

𝑝(𝑥∗, 𝑦∗) = 𝑝(𝐹𝑥∗, 𝐹𝑦∗) ≼ 𝑟𝑝(𝑥∗, 𝑦∗) 

Oleh karena itu 𝑝(𝑥∗, 𝑦∗) = 0 dan 𝑥∗ = 𝑦∗ = 0 sehingga titik tetap dari F tunggal. 

∎
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan uraian pembahasan, maka dapat disimpulkan bahwa barisan 

konvergen dan barisan Cauchy di ruang metrik cone berlaku juga di jarak-w, 

selanjutnya pembuktian pemetaan kontraktif  di ruang metrik cone lengkap dan 

normal cone dengan menggunakan jarak-w mempunyai titik tetap tunggal. 

4.2 Saran 

Setelah menyelesaikan penelitian ini, saran yang disampaikan penulis adalah: 

1. Pembuktian pemetaan kontaktif pada penelitian ini hanya menggunakan 2 

kondisi kontraktif saja. Sehingga masih banyak kondisi kontraktif yang 

belum penulis jelaskan. 

2. Penelitian ini hanya membahas konsep dasar jarak-w yang diaplikasikan ke 

teori titik tetap. 

3. Ruang metrik cone dan pembuktian teorema titik tetap dengan jarak-w 

masih bisa di generalisasi lagi diantaranya dengan menggeneralisasi 

teorema titik tetap Caristi dan prinsip e-variasi. 

Demikian saran – saran yang penulis sampaikan, semoga menjadi inspirasi 

bagi pembaca untuk mengembangkan lagi aplikasi titik tetap di ruang metrik cone 

dengan menggunakan jarak-w. 
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