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INTISARI

ANALISIS KESTABILAN SISTEM SUSPENSI MOBIL

SEPEREMPAT KENDARAAN DENGAN METODE

LYAPUNOV LANGSUNG

Oleh

ANDI ARIYANTO

10610017

Beberapa kasus penyelesaian masalah kestabilan sistem dinamik dengan me-
nentukan semua solusi dari persamaan diferensialnya itu sulit. Sehingga diperke-
nalkan sebuah metode yang dapat digunakan untuk menyelesaikan kestabilan tanpa
mencari solusinya terlebih dahulu, yaitu metode Lyapunov langsung. Metode Lya-
punov langsung dapat digunakan dengan syarat fungsi Lyapunov sistem ada, yaitu
fungsi skalar V (x) > 0 dan V̇ ≤ 0. Fungsi Lyapunov dari sistem dapat dicari dari
bentuk kuadratis dengan persamaan Lyapunov ATP + PA = −Q.

Sistem suspensi merupakan sebuah sistem kelengkapan pada kendaraan yang
dapat memberikan kenyamanan pada pengendaranya sekaligus melindungi komponen-
komponen kendaraan dari kerusakan akibat benturan langsung dengan keadaan jalan.
Sistem suspensi yang baik mampu menghindarkan kendaraan dari benturan langsung
serta dapat memberikan kestabilan.

Simulasi gerak osilasi dan kestabilan sistem suspensi dari model sistem sus-
pensi seperempat kendaraan yang menggambarkan permasalahan nyata diberikan pa-
da akhir bab. Dengan parameter-parameter yang diberikan oleh Tabel 3.1, sistem
suspensi mobil seperempat kendaraan merupakan sistem yang stabil asimtotik secara
global.

Kata kunci : Lyapunov, kuadratis, kestabilan, suspensi, seperempat kendaraan
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ABSTRACT

STABILITY ANALYSIS OF QUARTER CAR SUSPENSION

SYSTEM USING DIRECT METHOD LYAPUNOV

By

ANDI ARIYANTO

10610017

Problem solving stability of dynamic systems by determine all solutions of
the differential equation for some cases is difficult. Thus introduced a method that
can be used to solve stability without finding a solution in advance, namely the direct
Lyapunov method. Direct Lyapunov method can be used on condition that Lyapunov
function is exist, which is a scalar function V (x) > 0 and V̇ ≤ 0. Lyapunov function
of the system can be found Lyapunov equation using quadratic form of Lyapunov
ATP + PA = −Q.

The suspension system is a completeness of vehicle which can provide com-
fort to passengers while protecting the components from damage due to collision of
vehicles directly with property of the road. Good suspension system is able to prevent
the vehicle from impact directly and could provide stability.

Simulation of suspension system including motion and stability in quarter-car
model suspension that describes real problems are given at the end of the chapter.
With the parameters given in Table 3.1, a quarter-car suspension is globally asymp-
totically stable sytems.

Keywords : Lyapunov, quadratic form, stability, suspension, quarter-car,
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan disiplin ilmu yang dapat diterapkan dalam berbagai

ilmu pengetahuan dan dapat memberikan interpretasi solusi analitis yang lebih rinci.

Misalnya pada studi bidang fisika mengenai sistem pegas-massa, dengan menurun-

kan persamaan-persamaan kemudian didapatkan hukum newton dan hukum hooke.

Interpretasi dari sistem pegas-massa kemudian banyak diterapkan dalam kehidupan

sehari-hari mulai dari yang sangat sederhana yaitu pegas pada pena, sampai sistem

pegas yang lebih rumit, misalnya pada sistem suspensi mobil.

Permasalahan-permasalahan nyata tersebut dapat diselesaikan dengan metode

teoritis dan matematis setelah melalui tahap-tahap pemodelan matematika. Suatu

model matematika dikatakan baik apabila mampu memberikan gambaran objeknya

dengan cukup jelas atau secara luas mampu menggambarkan keadaan yang sesung-

guhnya, sehingga tujuan dari penyusunan model tercapai (Susanta: 2008).

Ada terdapat banyak model matematika yang digunakan dalam menyelesaikan

permasalahan kehidupan sehari-hari. Misalanya permasalahan-permasalahan yang

melibatkan banyak parameter yang komplek dan tersusun dalam satu sistem yang ke-

mudian dalam matematika modern dikenal sebagai sistem dinamik. Sistem dinamik

yaitu suatu sistem persamaan yang dipengaruhi oleh perubahan gerak dan waktu. Se-

lanjutnya untuk memudahkan dalam penelitian, persamaan sistem dinamik ini sering

ditransformasikan kedalam suatu persamaan keadaan atau dikenal dengan persamaan

state-space.

Salah satu kajian penting dalam permasalahan sistem dinamik yakni bagaimana

1
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keadaan sistem, apakah sistem merupkan sistem yang stabil atau tak-stabil. Per-

masalahan kestabilan ini dapat diselesaikan dengan berbagai metode misalnya dia-

gonalisasi, metode nilai karakteristik, metode Routh-Horwitz dan berbagai metode

lain.

Telah dijelaskan di dalam buku yang ditulis oleh William L. Brogan yang

berjudul ”Modern Control Theory” dan di dalam buku yang ditulis oleh Subiono den-

gan judul ”Sistem Linear dan Kontrol Optimal”, bahwa untuk menyimpulkan kesta-

bilan suatu sistem, solusi dari persamaan state harus di selesaikan terlebih dahu-

lu. Artinya solusi dari sistem persamaan diferensialnya harus diselesaikan. Tetapi

mencari semua solusi dari persamaan diferensial yang tetap terbatas atau menuju nol

terkadang menemui kesulitan.

Untuk tujuan ini, di akhir abad kesembilan belas, matematikawan Rusia, Alek-

sandr Mikhailovich Lyapunov mengembangkan pendekatan untuk analisis kestabilan,

sekarang dikenal sebagai metode Lyapunov langsung (direct Lyapunov method).

Hal yang unik dari metode Lyapunov langsung adalah, bahwa untuk menye-

lesaikan permasalahan kestabilan sistem, yang perlu diketahui adalah bentuk per-

samaan diferensial sistemnya atau bentuk fisisnya bukan solusinya (Brogan, 1991,

Hal. 350).

Penyelesaian kestabilan sistem dinamik dengan menggunakan metode Lya-

punov langsung mensyaratkan suatu fungsi, yang disebut sebagai fungsi Lyapunov.

Yaitu fungsi skalar yang memenuhi beberapa syarat diantaranya jika ada sebuah fungsi

definit-positif V (x) sedemikian sehingga turunan dari yaitu semidefinit negatif . Meto-

de Lyapunov Langsung banyak diterapkan untuk menganalisis kestabilan baik sistem

linear maupun sistem non linier, sistem time-invariant dan juga sistem time-varrying.

Dalam tugas akhir ini akan diperlihatkan bahwa metode Lyapunov langsung

ini terbukti sangat berguna untuk menyelesaikan permasalahan yang berkaitan dengan
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kestabilan dengan studi kasus pada permasalahan sistem suspensi mobil.

Saat ini, kenyamanan dalam berkendara sudah menjadi komoditas penting

bagi pengendaranya. Gangguan pada kenyamanan dalam berkendara ditimbulkan

oleh beberapa faktor, diantaranya adalah goncangan akibat permukaan jalan yang

tidak rata. Selain menyebabkan ketidak-nyamanan dalam berkendara, goncangan-

goncangan yang terjadi juga mengakibatkan cepat rusaknya komponen-komponen

pada kendaraan. Sehingga diciptakan sebuah sistem yang mampu meredam gonca-

ngan tersebut untuk memberi kenyamanan pada pengendaranya sekaligus melindungi

komponen-komponen kendaraan dari benturan yang terlalu keras, yankni sistem sus-

pensi.

Namun dalam perkembangannya tidak semua sistem suspensi mampu mem-

berikan kenyamanan yang baik. Oleh karena itu studi untuk menganalisis kemam-

puan sistem suspensi dalam peredaman goncangan kemudian dikembangkan. Sus-

pensi yang baik mampu meredam osisali yang terus menerus akibat goncangan. Dalam

hal ini analisis kenyamanan dalam berkendara difokuskan pada kemampuan sistem

suspensi dalam menstabilkan goncangan.

Satu unit sistem suspensi pada kendaraan pada umumnya terdiri atas sebuah

pegas dan sebuah peredam kejut yang terdiri dari besaran massa, gaya yang bek-

erja pada pegas dan konstantan pegas dan peredam kejut. Terdapat banyak jenis

dan model sistem supensi yang terdapat pada kendaraan. Ada sistem suspensi yang

menggunakan menggunakan pegas daun (per) sampai sistem suspensi yang menggu-

nakan coil spring (pegas ulir). Sistem suspensi yang menggunakan pegas daun pada

umumnya digunakan pada kendaraan berat seperti truk dan bis, sedangkan pegas coil

spring banyak digunakan pada mobil kendaraan ringan misalnya mobil jenis sedan.

Perbedaan penggunaan jenis pegas mungkin akan mendapatkan hasil peredaman yang

berbeda , namun dalam tugas akhir ini penggunaan jenis pegas diasumsikan sama un-
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tuk mewakili model sistem suspensi yang dipakai, yaitu model sistem suspensi mobil

seperempat kendaraan.

Model sistem suspensi seperempat kendaraan (sistem suspensi pada satu roda)

digunakan sebagai kasus dalam tugas akhir ini dengan mengasumsikan jika masing-

masing sistem suspensi pada satu roda tersebut mampu menstabilkan goncangan ma-

ka ganguan kenyamanan dalam berkendara dapat berkurang.

Berdasarkan latar belakang ini, penulis bermaksud melakukan peneltian studi

literatur tentang Metode Lyapunov Langsung dan penerapannya dalam menganal-

isis kemampuan sistem supensi mobil dalam meredam goncangan. Studi literatur

ini diharapkan dapat memberikan sumbangan ilmu pengetahuan secara umum dan

perkembangan ilmu pengetahuan khususnya di Matematika UIN Sunan Kalijaga.

1.2 Batasan Masalah

Batasan-batasan masalah dalam tugas akhir ini, adalah sebagai berikut.

1. Permasalahan sistem yang dibahas terbatas pada sistem waktu-kontinu linier

dengan koefisien konstan atau linear time-invariant.

2. Sistem suspensi yang digunakan yaitu sistem suspensi model seperempat kenda-

raan.

1.3 Rumusan Masalah

Dari latar belakang dan batasan masalah tersebut dapat dibentuk rumusan

masalah sebagai berikut :

1. Menjelaskan bagaimana konsep kestabilan pada sistem linear time-invariant.

2. Menjelaskan metode Lyapunov langsung dalam analisis kestabilan dan langkah-

langkah menentukan fungsi Lyapunov.
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3. Menjelaskan bagaimana pemodelan sistem suspensi pada mobil model seperem-

pat kendaraan dan mentransformasikannya kedalam persamaan state-space.

4. Mengaplikasikan metode Lyapunov langsung dalam menganalisis kemampuan

sistem suspensi dalam meredam goncangan.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penulisan tugas akhir ini, yaitu untuk.

1. Mengetahui konsep kestabilan sistem linier time-invariant.

2. Mengetahui langkah-langkah menentukan fungsi Lyapunov dari suatu sistem

dan aplikasinya dalam menyelesaikan permasalahan kestabilan sistem.

3. Mengetahui penerapan Matematika khususnya dalam studi bidang Matematika

teknik.

4. Menyelesaikan permasalahan kstabilan pada sistem suspensi mobil model seper-

empat kendaraan.

1.5 Manfaat Penelitian

1. Bagi Penulis

Penelitian ini memberikan manfaat sebagai wawasan keilmuan Matematika,

bukan hanya sebagai ilmu teori melainkan suatu ilmu yang dapat diterapkan un-

tuk menyelesaikan berbagai permasalahan dalam kehidupan sehari-hari. Selain

itu hasil penelitan ini menambah referensi terhadap mahasiswa untuk menyusun

tugas akhir.
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2. Bagi Program Studi Matematika

Penelitian ini dapat menambah referensi pada penerapan studi matematika tek-

nik dan bermanfaat sebagai rujukan dalam penelitian lebih lanjut mengenai

metode Lyapunov langsung.

3. Bagi Ilmu Pengetahuan

Hasil penelitian ini diharapkan dapat menambah wawasan dan alternatif dalam

menyelesaikan permasalahan kestabilan suatu sistem dinamik.

1.6 Tinjauan Pustaka

Rujukan pada penulisan tugas akhir ini diambil dari berbagai literatur-literatur

yang tersebut dalam daftar pustaka. Penulisan tugas akhir ini terinspirasi dari beber-

apa penelitian sebelumnya, antara lain, sebagai berikut.
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Tabel 1.1: Tinjauan pustaka

No. Nama
Peneliti

Judul Penelitian Perbedaan dengan
penelitian sebelumnya

1.

Nyoman
Bangsin

Pengujian Prototip Sus-
pensi Aktif Tegar (Ro-
bust) Model Seperem-
pat Kendaraan

Pemodelan pada sistem
suspensi tidak memakai
gangguan sinusida dan
dengan nilai serta
konstanta yang sama
kestabilan di analisis
dengan menggunakan
metode Lyapunov
langsung.

2.

Anggoro
Aristianto
dkk.

Aplikasi Fuzzy Logic
Control Pada Sistem
Suspensi Semi-Aktif
Model Kendaraan
Seperempat

Kemampuan sis-
tem suspensi dalam
meredam goncangan
dinalisis menggunakan
metode Lyapunov
langsung.

3.

Amirul
Huda dan
Unggul
Wasi-
witono

Analisis Sistem Sus-
pensi Kendaraan Multi-
guna Pedesaan (GEA)

Kemampuan sis-
tem suspensi dalam
meredam goncangan
dinalisis menggunakan
metode Lyapunov
langsung.

4.

Andi
Ariyanto

Analisis Kestabilan
Sistem Suspensi Mobil
Seperempat Kendaraan
Dengan Metode Lya-
punov Langsung

Kemampuan sis-
tem suspensi dalam
meredam goncangan
dinalisis menggunakan
metode Lyapunov
langsung.
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1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika dalam penulisan penelitian ini, adalah sebagai berikut.

BAB I PENDAHULUAN

Pada bab ini akan dipaparkan tentang latar belakang masalah,

batasan masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, man-

faat penelitian, tinjauan pustakan, sistematika penulisan serta

metode penelitian.

BAB II LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan dibahas mengenai landasan teori yang digu-

nakan dalam penyusunan tugas akhir ini yang meliputi matriks,

turunan, sistem pegas-massa dan teori sistem dinamik.

BAB III ANALISIS SISTEM SUSPENSI DALAM MEREDAM

GONCANGAN DENGAN METODE LYAPUNOV LANG-

SUNG

Pada bab ini akan diuraikan mengenai mengenai fungsi Lya-

punov, metode Lyapunov langsung, masalah pemodelan sis-

tem suspensi mobil model seperempat kendaraan dan analisis

kestabilan kendaraan oleh sistem suspensi.

BAB IV PENUTUP

Dalam bab ini akan dipaparkan kesimpulan sebagai jawaban

dari rumusan permasalahan yang diajukan serta saran untuk

pengembangan tulisan yang berbeda dimasa yang akan datang.

DAFTAR PUSTAKA
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1.8 Metode Penelitian

Dalam penyusunan tugas akhir ini, penulis menggunakan metode studi liter-

atur yaitu membahas konsep-konsep yang sudah ada di dalam literatur. Dalam hal

ini penulis menggunakan metode penelitian kepustakaan dengan cara mengumpulkan

data dan informasi dari buku dan jurnal.

Adapun langkah langkah yang dilakukan penulis dalam penelitian ini, adalah

sebagai berikut.

1. Mengumpulkan materi dan informasi dari buku sehingga diperoleh Metode

Lyapunov Langsung dalam menyelesaikan permasalahan kestabilan sistem.

2. Rujukan utama dalam penelitian ini diambil dari buku ”Modern Control Theo-

ry” edisi ke-3 yang di tulis oleh William L. Brogan pada tahun 1991 dan buku

”Introduction to Dynamic Systems Theory, Model and Applications” yang dit-

ulis oleh David G. Leunberger.

3. Referensi lain diambil dari buku yang di tulis oleh Katsuhiko Ogata yang berju-

dul ”System Dynamics” edisi ke-4.



BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Dari latar belakang masalah, rumusan masalah dan pembahasan bab 1, bab 2

dan bab 3 diperoleh kesimpulan sebagai berikut :

1. Permasalahan kestabilan sistem linier time-invariant dapat diselesaikan dengan

menggunakan metode Lyapunov langsung, yaitu dengan menentukan fungsi

Lyapunov untuk sistem.

2. Langkah-langkah menyelesaikan permasalahan kestabilan dengan menggunkan

metode Lyapunov yaitu :

(a) Masalah pada kehidupan nyata di modelkan terlebih dahulu menjadi sis-

tem persamaan diferensial sehingga diperoleh model matematika sistem

fisis.

(b) Model matematika sistem fisis tersebut kemudian ditransformasikan ke

dalam bentuk persamaan state-space.

(c) Dari bentuk model persamaan state space, ditentukan bentuk kuadratis

fungsi Lyapunov.

(d) Jika fungsi kuadratis Lyapunov dapat ditentukan selanjutnya kestabilan

sistem dapat di periksa dengan Teorema 3.1.3. , Teorema 3.1.4 dan Teo-

rema 3.1.6.

(e) Setelah langkah 1 samapi 4 ditempuh akan didapatkan hasil sistem yang

stabil, stabil asimtotik atau tidak stabil.

107
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Dan fungsi Lyapunov dicari dari bentuk kuadratis menggunkan persamaan Lya-

punov dengan menentukan matriks simetris definit-positif P dan matriks definit-

positif Q yang memenuhi persamaan Lyapunov ATP + PA = −Q.

3. Dari sub-bab 3.2, model sistem suspensi mobil seperempat kendaraan yaitu,

ẋ1 = x2

ẋ2 =
k1

m1

(x3 − x1) +
c

m1

(x4 − x2)

ẋ3 = x4

ẋ4 = − k1

m2

(x3 − x1)− c

m2

(x4 − x2) +
k2

m2

(u− x3)

Dengan mendefinisikan variabel state diperoleh matriks persamaan ruang keada-

an



ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4


=



0 1 0 0

− k1
m1
− c
m1

k1
m1

c
m1

0 0 0 1

k1
m2

c
m2

−
(
k1
m2

+ k2
m2

)
− c
m2





x1

x2

x3

x4


+



0

0

0

k2
m2


u(t)

dan persamaan output

y =

1 0 0 0

0 0 1 0

x (t) +

0

0

u (t)

4. Dengan model sistem suspensi yang diperoleh dan dengan parameter-parameter

yang diberikan oleh Tabel 3.1, sistem suspensi mobil seperempat kendaraan

merupakan sistem stabil asimtotik secara global. Dan fungsi Lyapunov sistem-
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nya yaitu

V (x) =67, 2351z2
1 + 0, 2786z2

2 + 553, 6017z2
3 + 0, 0286z2

4+

0, 2208z1z2 − 107, 0166z1z3 + 0, 0286z1z4

− 1, 2210z2z3 + 0, 0018z2z4 − 0, 0284z3z4

5. Berdasarkan analisis secara teoritis dari nomor 3 dan 4 dan simulasi grafik yang

di tunjukkan oleh Gambar 3.7-3.9, Model sistem suspensi mampu mewakili

keadaan sebenarnya.

4.2 Saran

Untuk penelitian lebih lanjut di masa mendatang mengenai metode Lyapunov

langsung, disarankan :

1. Peneliti dapat menggunakan kasus sistem non-linier, sistem linier time-varrying

dan sistem diskret.

2. Peneliti dapat menggunkan metode Schultz-Gibson, Metode Krasovskii, Metode

Gradien, metode Fermat untuk mencari fungsi Lyapunov sistem.

3. Peneliti dapat meminimalkan error perhitungan secara numerik dalam kom-

putasi dan dapat membuat simulasi dengan simulink atau program lainnya.
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LAMPIRAN A

SOURCE-CODE PROGRAM / M-File

1.1 Program 1 : Aturan Cramer
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1.2 Program 2 : Osilasi t = 0
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1.3 Program 3 : Osilasi t = 1, x(t0) = [5; 0; 5; 0]
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1.4 Program 4 : Osilasi t = 6, x(t0) = [5; 0; 5; 0]
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