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ABSTRAK 

 

Penyakit tuberkulosis adalah penyakit menular yang disebabkan oleh bakteri 

Mycobacterium Tuberkulosis (Mtb). Model matematis kontrol epidemik 

tuberkulosis dengan Exogenous Reinfection sebagai permasalahan kendali optimal 

yang diselesaikan menggunakan metode langsung dengan mentransformasikan ke 

dalam bentuk kendali kuadratik. Kendali dalam penelitian ini terdiri dari kendali 

isolasi, daya tahan tubuh dan pengobatan yang bertujuan untuk meminimalkan 

jumlah individu tuberkulosis yang terinfeksi dan menular melalui penerapan 

pengendali optimal. Pada skripsi ini ditinjau dari dua keadaan R0 (Basic 

Reproduction Ratio), dengan R0 > 1 untuk kasus terjadinya endemik dan R0 < 1 

untuk kasus tidak terjadinya endemik. 

Kata Kunci : Tuberkulosis, Kendali Optimal, Exogenous Reinfection, Model 

Tuberkulosis. 
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  = Proposi rata-rata banyaknya individu tuberkulosis laten memperoleh  

           infeksi baru dari satu individu tuberkulosis aktif per satuan waktu, 

    = Laju kematian alami, 

d    = Laju kematian individu tuberkulosis aktif, 

k    = Laju perubahan individu tuberkulosis laten menjadi individu tuberkulosis  

          aktif, 

 r    = Laju kesembuhan individu tuberkulosis aktif per satuan waktu, 

c     = Laju kontak per kapita, 



xv 

 

     = Proporsi individu tuberculosis aktif yang gagal dalam pengobatannya dan  

            berubah menjadi individu tuberkulosis laten 0 1,   

   = Proporsi rata-rata banyaknya individu sembuh tuberkulosis yang    

            terinfeksi tuberkulosis oleh satu individu tuberkulosis aktif per  satuan  

       waktu, 

1u
    

= Kendali isolasi, 

2u
    

= Daya tahan tubuh, 

3u     = Kendali pengobatan, 

1B     = Jumlah faktor yang mempengaruhi 1,u  

2B    = Jumlah faktor yang mempengaruhi 2 ,u  

3B    = Jumlah faktor yang mempengaruhi 3 ,u  

0R    = Bilangan reproduksi dasar, 

0x     = Titik ekuilibrium, 

      = Nilai eigen, 

R      = Himpunan vektor real, 

nR    = Himpunan vektor real bernilai n, 

.      = Determinan, 

.     = Operator norm, 

     = Elemen, 

     = Himpunan bagian, 

H    = Hamiltonian, 



xvi 

 

L     = Lagrangian, 

W    = Pengali Lagrangian, 

( )t = Pengali Hamiltonian. 



1 

 

BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang 

Tuberkulosis (TBC) adalah penyakit infeksi yang disebabkan oleh 

Mycobacterium Tuberculosis. Penyakit ini dapat menyebar dengan cepat melalui 

media udara dan menjadi pembunuh kedua di antara semua penyakit transmisi. 

Hal ini juga dianggap sebagai kelas ke tiga dalam daftar sepuluh penyakit 

pembunuh tertinggi di Indonesia (Manaf A, 2007 : 3). Organisasi Kesehatan 

Dunia (WHO) data tahun 2009 menunjukkan bahwa jumlah total korban 

tuberkulosis di Indonesia mencapai 429.000 orang, dan terletak di posisi kelima di 

dunia setelah India, China, Afrika Selatan, dan Nigeria (Aditama T.Y, 2014 : 12). 

Oleh karena itu, tuberkulosis merupakan salah satu penyakit yang telah 

membesarkan masalah serius untuk waktu yang lama di Indonesia (Manaf A, 2007 

: 5). 

Penularan penyakit tuberkulosis terbilang unik jika dibandingkan dengan 

penyakit menular lainnya. Pada tuberkulosis penularan langsung dari penderita 

aktif kepada orang yang belum terinfeksi sebagian besar hanya mengakibatkan 

seseorang terjangkit bakteri Mycobacteria Tuberculosis tanpa menunjukkan gejala 

penyakit tuberkulosis. Pada kenyataannya, sebagian besar individu terinfeksi 

tuberkulosis tetap dalam tahap laten dan tidak pernah menjadi menular atau 

menunjukkan gejala tuberkulosis. Hal ini sejalan dengan pernyataan (Sunhwa 

Choi, 2009 : 143) yang mengatakan 30 % individu dalam kontak dengan pasien 
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tuberkulosis aktif akan terinfeksi (laten dan pasif), sedangkan 10% dari kelompok 

ini terinfeksi akan menjadi menular (aktif). Kemungkinan perkembangan 

tuberkulosis laten dan pasif menjadi aktif dan menular dapat dipercepat dari 

kontak berulang dengan orang yang mengidap tuberkulosis aktif dan menular. 

Akibatnya, sumber untuk kemajuan tuberkulosis tidak hanya infeksi primer, tetapi 

juga kemungkinan exogenous reinfection. Exogenous reinfection merupakan 

infeksi dari orang yang sudah memiliki bakteri Mycobacteria Tuberculosis (laten 

dan pasif) tapi menjadi terkena tuberkulosis dikarenakan infeksi ulang dari orang 

lain yang sedang terkena tuberkulosis aktif. Oleh karena itu, exogenous reinfection 

memiliki peranan penting dalam perkembangan serta penularan penyakit 

tuberkulosis. Mengetahui tingakat suatu penyakit diperlukan suatu parameter 

tertentu. Parameter yang biasanya digunakan adalah bilangan reproduksi dasar 

0( )R , bilangan reproduksi dasar adalah bilangan yang menyatakan banyaknya 

rata-rata individu infektif sekunder akibat tertular individu infektif primer yang 

berlangsung dalam populasi. Bilangan reproduksi dasar dapat diperoleh dengan 

menentukan nilai eigen dan matriks Jacobian yang dihitung pada titik ekuilibrium 

bebas penyakit. Jika model memiliki dua titik ekuilibrium yaitu titik ekulibrium 

bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik, maka tidak terjadi endemik 0 1R   

dan terjadi endemik 0 1R  .  

Penelitian ini akan membahas tentang sistem dinamik model matematika 

tuberkulosis dan kendali optimal yang diterapkan pada model matematika 

tersebut. Kendali optimal yang digunakan yaitu kendali isolasi, daya tahan tubuh 
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dan pengobatan. Fungsi tujuan (indeks performa) yang akan dimaksimumkan 

bertujuan untuk mengurangi penyakit tuberkulosis.  

1.2. Rumusan Masalah 

 Dari uraian di atas, permasalahan yang dibahas adalah: 

1. Bagaimana model matematika penyebaran penyakit tuberkulosis dengan 

exogenous reinfection. 

2. Bagaimana pengaruh bilangan reproduksi dasar (R0) dalam penyebaran 

virus tuberkulosis pada populasi tersebut. 

3. Bagaimana menentukan kendali optimal dari isolasi, daya tahan tubuh dan 

pengobatan pada tuberkulosis dengan exogenous reinfection. 

1.3. Batasan Masalah 

 Batasan masalah dalam skripsi ini yaitu: 

1. Skripsi ini akan dibahas model matematika penyebaran penyakit 

tuberkulosis dengan exogenous reinfection, penentuan titik ekulibrium 

bebas penyakit dan ekulibrium endemik serta analisis kestabilan titik-titik 

ekulibrium tersebut. 

2. Model dasar sistem dan parameter yang digunakan adalah model yang 

digunakan oleh Hasan Nasrun dkk. 

1.4. Tujuan Penelitian 

 Tujuan penulisan skripsi ini adalah: 

1. Mendeskripsikan model pengendalian optimal yang menggambarkan 

hubungan penyakit tuberkulosis dengan exogenous reinfection dan cara 

penularannya. 
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2. Menentukan kendali optimal dari kendali isolasi, daya tahan tubuh dan 

pengobatan pada tuberkulosis dengan exogenous reinfection sehingga 

meminimalkan orang yang terinfeksi penyakit tuberkulosis. 

1.5. Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberi manfaat bagi beberapa aspek : 

1. Memberikan pengetahuan serta menjadi referensi atau bahan masukan 

dalam penelitian serupa pada penelitian yang akan datang. 

2. Memberikan informasi bahwa pengendalian optimal yang diperoleh dapat 

menjadi suatu solusi optimal dalam menentukan kebijakan untuk 

mengatasi penyebaran serta penularan penyakit tuberkulosis dengan 

exogenous reinfection. 

1.6. Tinjauan Pustaka 

Penulisan tugas akhir ini digunakan beberapa sumber. Untuk beberapa 

pengertian dasar aljabar linear tentang nilai eigen, ruang vektor dan transformasi 

linear mengacu pada Anton (2004). Beberapa pengertian dasar persamaan 

diferensial mengacu pada Ross (1984). Selanjutnya mengenai beberapa materi 

dasar teori sistem yaitu mengenai sistem nonlinear, pengertian matriks Jacobian, 

titik ekuilibrium dan linearisasi serta teorema penting tentang kestabilan sistem 

nonlinear mengacu pada Bender (1978), Perko (1991), Olsder (1994), Finizro dan 

Ladis (1998), Murray (1993) dan Ripzo (2012). Beberapa pengertian mengenai 

teori kendali optimal yaitu mengenai plant, indeks performa, masalah kendali 

optimal, kalkulus variasi, prinsip maksimum Pontryagin, dan teori pengendali 
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bang-bang mengacu pada Naidu (2002), Subchan dan Rafal (2009), Arthur dan 

Yu-Chi Ho (1975). 

Penulisan skripsi ini terinspirasi dari jurnal yang berjudul “Pengendalian 

Optimal Tuberkulosis dengan Exgenous Reinfection” (Hasnan Nasrun dkk, 2011 : 

293). Sumber lain yang digunakan dalam penelitian ini berasal dari hasil 

penelitian (Zhilan Feng dkk, 2000 : 235), “A Model for Tuberculosis with 

Exogenous Reinfection”.  

Penelitaian (Zhilan Feng dkk, 2000 : 235) memberikan suatu model 

matematika tentang tuberkulosis. Jurnal ini hanya dituiskan titik-titik ekuilibrium 

beserta analisis kestabilan dari model tersebut tanpa disertai bukti. Penelitian 

(Hasnan Nasrun dkk, 2011 : 293) menjelaskan penggunaan kendali optimal pada 

tuberkulosis dengan exogenous reinfection untuk menetukan kendali optimal dari 

isolasi, daya tahan tubuh dan pengobatan penyakit tuberkulosis. Jurnal tersebut 

hanya dituliskan kendali optimal yang masih sederhana. Selanjutnya dalam skripsi 

ini akan diuraikan dan dijabarkan pembahasan model tuberkulosis yang sudah ada 

dalam jurnal tersebut. Titik-titik ekuilibrium yang dituliskan dalam jurnal tersebut 

akan dicari beserta buktinya, akan lebih dipaparkan lagi analisis kestabilannya 

serta pemaparan pengendali optimal penyakit tuberkulosis. 

1.7. Metode Penelitian 

Penelitian dilakukan dengan cara studi literatur. Sumber data yang didapat 

yaitu buku, jurnal dan hasil penelitian lain yang berhubungan. Penelitian dimulai 

dengan mengidentifikasi masalah. Masalah yang dibahas pada penelitian ini 

adalah penyebaran penyakit tuberkulosis dengan exogenous reinfection membuat 
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diagram transfer berdasarkan diagram transfer tersebut dituliskan model 

matematika. 

Selanjutnya menentukan titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium 

endemik dari model tersebut serta menyelidiki karakteristik kestabilan model 

matematika tersebut. Selanjutnya menerapkan Pontriagin Maximum Prinsiple 

untuk mendapatkan kendali yang optimal. 

1.8. Sistematika Penulisan  

Guna memberikan gambaran secara menyeluruh dan memudahkan dalam 

memahami penelitian skripsi ini, maka secara garis besar sistematika penulisan 

skripsi ini terdiri dari : 

BAB I PENDAHULUAN 

Pada bab pendahuluan berisi tentang latar belakang, batasan masalah, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan 

pustaka, metode penelitian dan sistematika penulisan yang memberikan 

gambaran singkat mengenai isi skripsi ini. 

BAB II DASAR TEORI 

Membahas mengenai teori-teori penunjang yang akan digunkan dalam 

bab selanjutnya, meliputi teori-teori dasar aljabar linear, persamaan 

diferensial, teori sistem dan pengendali optimal. 
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BAB III ANALISIS KESTABILAN DAN DESAIN KENDALI OPTIMAL  

         UNTUK MODEL PENYAKIT TUBERKULOSIS DENGAN  

 EXOGENOUS REINFECTION 

Pada bab pembahasan berisi tentang pembahasan mengenai masalah 

yang diteliti. 

BAB IV PENUTUP 

Berisi kesimpulan dan saran yang diperoleh dari pembahasan yang 

dilakukan. 
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BAB VI 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

4.1. Kesimpulan 

Berdasarkan asumsi-asumsi yang telah diberikan sebelumnya, maka secara 

matematis masalah kendali optimal penyebaran tuberkulosis dengan memperhatihan 

faktor exogenous reinfection (terkena infeksi ulang dari luar tubuh penderita) dapat 

dimodelkan ke dalam sistem diferensial nonlinier order satu sebagai berikut : 

2 2 231 2
1 2 3 1 2 3

0

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

ft

BB B
J u u u I t u t u t u t dt

 
    

 


 

dengan 1 2 3, ,B B B R , 1 2 3, , 0B B B  , 

1 2 30 ,0 1,0 1,0 1.ft t u u u       
 

Dengan model penyebaran penyakit 

  11
dS I

u t cS S
dt N

    
 

          1 1 21 1 1
dE I I I

u t cS u t cE u t cT k E
dt N N N

          
 

    1 31 ( )
dI I

u t cE kE u t r d I
dt N

      
 

  3 2( ) 1
dT I

u t rI u t cT T
dt N

    
 

Dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin dapat diperoleh fungsi 

kontrol yang mengoptimalkan fungsi objektif yang dimaksud, yaitu sebagai berikut : 
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* 1 2 2 3
1

1

(
( ) min 1,max 0,

cI S S E E
u t

NB

            
   

     

* 2 4
2

2

( )
( ) min 1,max 0,

cI T T
u t

NB

       
   

     

* 3 4
3

3

( )
( ) min 1,max 0, .

rI
u t

B

    
   

     

Pengontrolan populasi endemik tuberkulosis agar pengontrolananya efektif dan 

efisien, mengoptimalkan pengontrolan harus memperhatikan 0R  untuk kasus 0 1R   

memerlukan tingkat pengontrolan yang lebih tinggi dibandingakan 0 1R  , sehingga 

perlu dipilih dengan tepat untuk setiap tahapan waktu untuk menghasilkan  hasil yang 

optimal dengan menekankan jumlah individu tuberkulosis aktif, disertai biaya 

pengobatan seminimal mungkin. 

4.2. Saran 

Penelitian ini hanya sampai pada model kendali optimal perlu dikembangkan lagi 

untuk mengetahui hasilnya dengan menggunakan pemograman tak linear.  
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