
STUDI TEORITIS PERHITUNGAN LENSA
GRAVITASI UNTUK BINTANG BEROTASI

SKRIPSI

Untuk memenuhi sebagian persyaratan

mencapai derajat Sarjana S-1

Program Studi Fisika

Diajukan oleh:

Agung Laksana

11620037

PROGRAM STUDI FISIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI SUNAN KALIJAGA
YOGYAKARTA

2016



{.3E$3

Universitos lslom Negeri Sunon Kolijogo FM-UINSK-BM-05-07/R0

PENGESAHAN SKRIPSI/TUGAS AKHIR
Nomor : 8-435 UUIN.02/D,ST/PP.01.U I2l 20L6

Skripsi/Tugas Akhir dengan judul Studi Teoritis Perhitungan Lensa Gravitasi Untuk Bintang

Berotasi

Yang dipersiapkan dan disusun oleh

Nama

NIM

Telah dimunaqasyahkan pada

Nilai Munaqasyah

Dan dinyatakan telah diterima oleh Fakultas

Agung Laksana

1 1620037

28-Nov-16

A

Sains dan Teknologi UIN Sunan Kalijaga

TIM MUNAQASYAH

Ketua Sidang

slE
Asih Melati, S.Si., M.Sc,

NIP. 19841110 20tr0t 2 0t7

Penguji I Penguji II

(-

(
, M.Sc.

200912 1 002
Norma Sidik Risdianto, S.Pd.,

NIP.19870630 201503 1 003

1 001



_-i_.

Unlversilos lslom Negeri Sunon Kol[iogo Fi{-urNsK-BM-O5-O3/ RO

Hal : Fersetujuan Skip;i

lamp : -

Kepada

Y$. Dekan Faloltas Sains dan Tetobgi
UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta

diYogplefta

,49 la m u'a la ikt m wr. wb.

Setelah nErnbaca, rcnditi, memberikan pehrniuk dan merporeksi serta mengEdakan perbaikan

seperlunya, malo kami selaku pembimbing berpendapat bahwa skipsi Saudara:

Nama : Agung Laksana

NIM : 1162fr)37

JudulSlcipsi : ShrdiTeoritis Perhitungan lensa Gravitasi Unhrk tlinbqg Ber@si

sudah dapat diajukan kembali kepada Pnogram Studi Fidlc Fakultas Sains dan Teknologi UIN Sunan lGlijaga

Yogryalorta sebagai salah satu slarat untuk rrernperokfr gdar Sarjana Sffi Satu dalam Prognm Sfu.rdi

Fidka.

Dengan ini lomi mengharap agar skipsi/tugas akhir Saudan tersebut di abs dapat segera

dimunaqqrehkan. Atas perhatiannp kami ucapkan terima lo$h.

Wmhmu'alaitfum tr. nb.

Yogpkarta. 7 Oktober 2016

NIP. 198+1110 201101 2 017



Univeriios lslom Negerl Sunon Kolllogo Fir-urNsK-BM-{t5-o3/ RO

Hal : Persetujuan Sndpsi

lamp : -

Kepada

Yth. Debn Fabltas Sains dan Telsdogi

UIN Sunan Kalijaga Yogryakafta

diYogplerta

Aslamubbikn wr. nb.

Setdah rnalbm, rnanditi, rrernbsikan petunjuk dan mengorelci srta rwrgadakan perbaikan

seperlunya, maka kami sehku pernHmbing berpendapat bahwa dcipsi Saudam:

Nama : Agurg laksana

NIM :11620037

JudutSkripsi : Shdi TeoriUs Ferhituryan tensa Gra\ribsi Untuk BintarB Ber#d

sudah dapat diajukan kembali kepada Program Studi Hsika Fakrllas Sains dan Tehobgi UIN Sunan Kalijaga

Yogyakada sebagai salah satu syarat untuk memperohh gdar Sarpna Sffi Satr dalam hgnm Shrdi

Fi$ka.

Dengnn ini kami mengharap agar daig;i/h.eas akhir Saudan tersebut di atas dapat segera

dimunaqslahkan. Abs pefiatannp lomi ucapkan terima kasih.

Wmlamu'ablkn rr. vvb.

Yogryakafta, 15 Novsnber 2015

NIP. 19870630 201581m3



PERIYYATAAI\ KEASLIAN

Sayayang bertanda tatrgan di bawah ini :

Nama

NIM

Prodi

Fakultas

Iudul Slripsi

AguugLaksana

1r62m37

Fisika

Sains dan Teknologi

STUDI TEORITIS PERI{ITT'NGAN LENSA GRAWf,A-

SI UNTT]K BINTI{NG BEROTASI

menyatakan bahwa slrripsi ini tidak terdapat karya yang pernah diajukan untuk

mempemleh gelar sarjema di suanr peryrruan tinggr, dan separjang

saya tidak terdapat karya atau pendapat yang p€mah diteftitkan oleh orang lain,

kecuali secara tertulis diacu dalam naskah ini dan disebutkan dalan daftarpustaka.

6

I-aksana



MOTTO

”Kami telah turunkan kepadamu Al-Dzikir (Al-Quran) untuk

kamu terangkan kepada manusia apa-apa yang diturunkan kepada

mereka agar mereka berpikir”

(QS. 16:44)

vi



PERSEMBAHAN

Karya sederhana ini penulis persembahkan

untuk keluarga tercinta

vii



KATA PENGANTAR

Assalamu’alaikum Wr.Wb.

Puji syukur Alhamdulillahi Rabbil’alamin kehadirat Allah SWT atas rah-

mat dan hidayah-Nya sehingga penulis dapat menyelesaikan Skripsi yang berju-

dul ”Studi Teoritis Perhitungan Lensa Gravitasi Untuk Bintang Berotasi”.Tugas

Akhir ini diajukan untuk memenuhi syarat guna memperoleh gelar Sarjana Sains

(S.Si) Program Studi Fisika Fakultas Sains dan Teknologi di Universitas Islam Ne-

geri Sunan Kalijaga Yogyakarta.

Dalam penyusunan Skripsi ini penulis tidak lepas dari bimbingan, dorong-

an serta bantuan dari berbagai pihak. Pada kesempatan ini penulis mengucapkan

terimakasih yang sebesar-besarnya kepada:

1. My Beloved Family, Alm. Bapak, Mama, kakak dan Saudara-saudara tercin-

ta untuk cinta, kasih sayang, doa, serta semangat yang terus mengalir tiada

henti.

2. Bapak Dr. Murtono, M.Si., selaku Dekan Fakultas Sains dan Teknologi, Uni-

versitas Islam Negeri Sunan Kalijaga Yogyakarta

3. Bapak Dr. Thaqibul Fikri Niryatama, M.Sc., selaku Ketua Program Studi Fi-

sika, Fakutas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Sunan Kalijaga

Yogyakarta.

4. Ibu Asih Melati, M.Sc., selaku dosen pembimbing akademik sekaligus pem-

bimbing Tugas Akhir yang telah memberikan bimbingan, saran, motivasi ser-

ta masukan hingga terselesaikannya skripsi ini.

viii



ix

5. Bapak Norma Sidik Risdianto, M.Sc., selaku dosen pembimbing yang telah

memberikan ide-ide dasar, kesediaan waktu, tenaga dan pikirannya sehingga

skripsi ini dapat terselesaikan.

6. Bapak Joko Purwanto, M.Sc., selaku dosen penguji yang telah memberikan

kritik dan saran, baik dalam penulisan ataupun isi dari skripsi ini.

7. Teman-teman fisika 2011 yang selalu memberi motivasi selama penyusunan

Skripsi ini.

8. Semua pihak yang telah memberikan bantuan dan dukungan dalam penyu-

sunan Skripsi ini.

Penulis menyadari bahwa Skripsi ini masih jauh dari kesempurnaan. Oleh

karena itu kritikan dan saran yang membangun sangat diharapkan penulis agar Sk-

ripsi ini menjadi karya yang lebih baik dan bermanfaat bagi pembaca.

Yogyakarta, 16 November 2016

Penulis



DAFTAR ISI

HALAMAN JUDUL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i

HALAMAN PENGESAHAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ii

SURAT PERSETUJUAN SKRIPSI 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iii

SURAT PERSETUJUAN SKRIPSI 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv

HALAMAN PERNYATAAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v

HALAMAN MOTTO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vi

HALAMAN PERSEMBAHAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii

KATA PENGANTAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . viii

DAFTAR ISI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x

DAFTAR TABEL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xii

DAFTAR GAMBAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xiii

DAFTAR LAMBANG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xiv

INTISARI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xv

ABSTRACT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xvi

I PENDAHULUAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1. Latar Belakang Masalah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Rumusan Masalah . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3. Tujuan Penelitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4. Batasan Penelitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.5. Manfaat Penelitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

II TINJAUAN PUSTAKA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1. Studi Pustaka . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2. Landasan Teori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2.1. Teori Relativitas Umum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2.2. Lensa Gravitasi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

x



xi

2.2.3. Rumusan Schwarzchild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2.4. Lintasan Partikel Pada Benda Masif . . . . . . . . . . . . . 11

2.2.5. Lintasan Foton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.6. Metrik Kerr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

III METODE PENELITIAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.1. Waktu dan Tempat Penelitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2. Alat dan Bahan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.3. Prosedur Kerja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.3.1. Pengumpulan Informasi dan Studi Pustaka . . . . . . . . . 17

3.3.2. Merumuskan Persamaan Lensa Gravitasi untuk Bintang Be-

rotasi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.3.3. Uji persamaan dengan Matlab . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.3.4. Analisis Hasil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

IV HASIL DAN PEMBAHASAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.1. Hasil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.1.1. Persamaan Lensa Gravitasi Untuk Bintang Berotasi . . . . . 19

4.1.2. Perhitungan Lensa Gravitasi Untuk Bintang Berotasi . . . . 21

4.1.3. Grafik Perbandingan Lensa Gravitasi untuk Bintang Bero-

tasi dengan Bintang Tidak Berotasi . . . . . . . . . . . . . 26

4.2. Pembahasan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.3. Integrasi-Interkoneksi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

V PENUTUP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.1. Kesimpulan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5.2. Saran . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

DAFTAR PUSTAKA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

A PENURUNAN METRIK KERR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41



DAFTAR TABEL

2.1 Penelitian sebelumnya yang relevan . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2 Pengamatan Pembelokan Cahaya Bintang Saat Gerhana Matahari . 9

3.1 Alat dan Bahan Penelitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

4.1 Perhitungan sudut defleksi dengan massa tetap (M = 1, 98× 1030 kg) 21

4.2 Perhitungan sudut defleksi dengan jari-jari tetap (R = 700000 km) . 24

xii



DAFTAR GAMBAR

2.1 Cahaya Bintang dibelokkan oleh Benda Masif . . . . . . . . . . . . 13

2.2 Perbandingan antara ruang-waktu Schwarzchild dan Kerr . . . . . . 15

3.1 Tahapan Penelitian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4.1 Perbandingan antara ruang-waktu Schwarzchild dan Kerr dalam

grafik hubungan sudut defleksi terhadap jari-jari (a = ω) . . . . . . 27

4.2 Perbandingan antara ruang-waktu Schwarzchild dan Kerr dalam

grafik hubungan sudut defleksi terhadap jari-jari (a = 1 milyar ω) . 27

4.3 Perbandingan antara ruang-waktu Schwarzchild dan Kerr dalam

grafik hubungan sudut defleksi terhadap jari-jari (a = 10 milyar

ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.4 Perbandingan antara ruang-waktu Schwarzchild dan Kerr dalam

grafik hubungan sudut defleksi terhadap jari-jari (a = 100 milyar ω) 28

4.5 Perbandingan antara ruang-waktu Schwarzchild dan Kerr dalam

grafik hubungan sudut defleksi terhadap massa (a = ω) . . . . . . . 29

4.6 Perbandingan antara ruang-waktu Schwarzchild dan Kerr dalam

grafik hubungan sudut defleksi terhadap massa (a = 1 milyar ω) . . 29

4.7 Perbandingan antara ruang-waktu Schwarzchild dan Kerr dalam

grafik hubungan sudut defleksi terhadap massa (a = 10 milyar ω) . 30

4.8 Perbandingan antara ruang-waktu Schwarzchild dan Kerr dalam

grafik hubungan sudut defleksi terhadap massa (a = 100 milyar

ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.9 Grafik hubungan sudut defleksi vs kecepatan sudut (0-1 Milyar ω) . 31

4.10 Grafik hubungan sudut defleksi vs kecepatan sudut (0-10 Milyar ω) 31

4.11 Grafik hubungan sudut defleksi vs kecepatan sudut (0-100 Milyar ω) 32

4.12 Grafik hubungan sudut defleksi vs kecepatan sudut (0-1000 Milyar ω) 32

xiii



DAFTAR SIMBOL

G : Konstanta Gravitasi Universal

∆φ : Sudut defleksi

a : Kecepatan sudut bintang

b : Parameter Dampak

ω : Kecepatan sudut matahari

c : Kecepatan cahaya

gµν : Metrik tensor

M : Massa bintang

R : Jari-jari bintang

µ dan ν : indeks 0,1,2,3,. . .

L : Lagrange

∆Ψ : Pergeseran kerr

Σ∞n=0(−x)n : Penjumlahan 1− x+ x2 − x3 + . . .

r →∞ : r menuju tak terhingga

a ≈ 0 : a sebanding dengan 0

xiv



STUDI TEORITIS PERHITUNGAN LENSA GRAVITASI UNTUK

BINTANG BEROTASI

Agung Laksana
11620037

INTISARI

Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui: (1) Persamaan lensa gravitasi pa-
da bintang berotasi. (2) Hasil perhitungan lensa gravitasi pada bintang berotasi. (3)
Perbedaan antara hasil perhitungan lensa gravitasi pada bintang berotasi dengan
bintang tidak berotasi. Jenis penelitian ini adalah teoritis komputasi dengan meto-
de penurunan metrik Kerr kemudian dianalisa menggunakan grafik hubungan antar
variabel yang terkait. Hasil dari penelitian ini: (1) didapat rumusan persamaan len-
sa gravitasi untuk bintang berotasi. (2) Perhitungan Lensa Gravitasi untuk bintang
(matahari) berotasi diperoleh sudut defleksi ∆φ = 1, 745′′. (3) Tidak ada perbedaan
yang signifikan antara perhitungan Lensa Gravitasi pada bintang berotasi dengan
bintang tidak berotasi. Besarnya kecepatan sudut tidak memberikan pengaruh ter-
hadap nilai sudut defleksi sehingga dapat diabaikan.

Kata kunci: Teori Relativitas Umum, Lensa Gravitasi, Bintang Berotasi
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THEORETICAL STUDY CALCULATION GRAVITATIONAL LENSING

FOR ROTATION STARS

Agung Laksana
11620037

ABSTRACT

This research was done in order to know: (1) The Gravitational Lensing
equation on rotating stars. (2) Result of calculation gravitational lensing on rotation
stars. (3) Difference of calculation gravitational lensing on rotation stars and non-
rotating stars. This research is computation-theoretical with derivation from the Kerr
metrik and for representing a research, used as a graph the relationship between two
or more variables. Result of this research showed: (1) Gravitational lens equations
for rotating stars can be obtained from kerr metric. (2) Calculation of gravitational
lensing for rotating stars (sun) obtained angle of deflection ∆φ = 1, 745′′. (3) Cal-
culation gravitational lensing on rotation stars is not as different as non-rotating
stars. Angular velocity doesn’t give effect on angular deflection, so that can be ig-
nored.

Keyword: General Relativity, Gravitational Lensing, Rotating Stars
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Hukum Gravitasi dikenalkan pertama kali oleh Sir Isac Newton dalam teori

mekanika klasik. Newton menyatakan bahwa gravitasi merupakan gaya tarik mena-

rik antara dua buah partikel bermassa. Awal abad 20, Albert Einstein menemukan

ketidaksempurnaan dari Hukum Gravitasi Newton. Mekanika Newton mampu me-

nerangkan sifat benda yang bergerak dengan kecepatan rendah, tetapi gagal untuk

benda dengan kecepatan yang mendekati kecepatan cahaya. Tahun 1905, Albert

Einstein berhasil menemukan teori yang menjelaskan suatu benda bergerak mende-

kati kecepatan cahaya yaitu Teori Relativitas Khusus (TRK) (Ohanian,1976).

Pada tahun 1916 Einstein berhasil menggagas Teori Relativitas Umum (TRU)

yang menjelaskan bahwa gravitasi bukanlah gaya, tetapi efek dari kelengkungan ru-

ang dan waktu. TRU di bangun atas dua asas, yaitu asas kesetaraan dan asas kovari-

ansi umum (Weinberg,1972). TRU telah dibuktikan melalui beberapa eksperimen.

Pertama, TRU membuktikan bahwa orbit planet merkurius mengalami pergeseran

(presisi) tiap tahunnya. Hal ini sesuai dengan pengamatan yang dilakukan oleh Le

Verrier. Kedua, TRU terbukti melalui pengamatan fenomena Gerhana Matahari To-

tal (GMT) oleh Eddington, dengan hasil cahaya bintang dibelokan ketika berada di

sekitar Matahari.

TRU memprediksi bahwa cahaya bintang yang melewati lintasan dekat de-

ngan matahari akan mengalami sedikit defleksi. Hal ini menyebabkan posisi bintang

tersebut berbeda dengan hasil pengamatan di bumi. Ketika bumi mengelilingi ma-

tahari, bintang-bintang yang berada di belakang matahari, posisinya akan tampak

berubah relatif terhadap bintang lain. Cahaya bintang berbelok tidak hanya ketika

1
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melewati matahari melainkan semua objek langit yang memiliki massa yang be-

sar. Proses pembelokan ini dikenal dengan peristiwa lensa gravitasi (Wambsganss

,1998).

Eddington yang merupakan ilmuwan berkebangsaan Inggris melakukan eks-

pedisi gerhana matahari total di dataran Principe, Afrika pada tanggal 29 Mei 1919.

Ketika gerhana terjadi, Eddington mencoba mengamati cahaya bintang di sekitar

matahari dengan menggunakan fotografi. Hasil ini kemudian dibandingkan dengan

bintang yang diamati ketika malam hari. Oleh karena itu perlu waktu sekitar 6 bul-

an agar bintang yang di foto dekat matahari muncul pada malam hari. Ketika di-

bandingkan ternyata kedua foto tersebut terdapat gap yang artinya cahaya bintang

dibelokan ketika melintas di dekat matahari, teori Einstein pun dinyatakan benar.

Eksperimen Eddington diperoleh hasil sebesar 1.98” dan 1.61” sedangkan

perhitungan Einstein pun tidak jauh berbeda yaitu 1.75” (Hobson,2006). Hasil per-

hitungan ini diturunkan dari metrik Schwarzschild yang mengasumsikan bintang

tersebut tidak berotasi. Pembelokan cahaya bintang ini bergantung pada massa bin-

tang dan jarak, semakin besar massa bintang semakin besar pula sudut deviasi yang

terbentuk sebaliknya semakin besar nilai jarak maka semakin kecil sudut deviasi

yang terbentuk (Lidya,2013).

Tanggal 9 Maret 2016, fenomena Gerhana Matahari Total (GMT) telah ter-

jadi di sebagian wilayah Indonesia yaitu pulau sumatera, kalimantan, sulawesi dan

maluku. Jalur GMT yang sebagian besar melintasi wilayah Indonesia ini dimanfa-

atkan oleh para ilmuwan untuk melakukan penelitian, salah satunya yaitu mengenai

Lensa Gravitasi. Pada dasarnya, Matahari mengalami gerak rotasi dengan kecepat-

an konstan. Oleh karena itu, diperlukan studi teoritis mengenai perhitungan Lensa

Gravitasi untuk bintang berotasi.
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1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian latar belakang, maka rumusan masalah penelitian adalah

sebagai berikut:

1. Bagaimana rumusan persamaan Lensa Gravitasi untuk bintang berotasi?

2. Bagaimana hasil perhitungan Lensa Gravitasi untuk bintang berotasi?

3. Apa perbedaan antara hasil perhitungan lensa gravitasi untuk bintang berotasi

dengan bintang tidak berotasi?

1.3. Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini dimaksudkan untuk:

1. Merumuskan persamaan Lensa Gravitasi pada bintang berotasi.

2. Menghitung Lensa Gravitasi pada bintang berotasi.

3. Membandingkan hasil perhitungan lensa gravtasi pada bintang berotasi de-

ngan bintang tidak berotasi.

1.4. Batasan Penelitian

Penelitian ini dibatasi pada perhitungan Lensa Gravitasi yang melalui bi-

dang ekuator (θ = π
2
). Bintang berotasi yang dikaji dalam penelitian ini adalah

Matahari.
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1.5. Manfaat Penelitian

Penelitian dapat memberi manfaat antara lain:

1. Memberikan pemahaman yang lebih khususnya untuk peneliti sendiri tentang

Teori Relativitas Umum melalui perhitungan Lensa Gravitasi.

2. Dapat digunakan sebagai data pembanding saat melakukan pengamatan Ger-

hana Matahari Total.

3. Memberikan peluang untuk melakukan penelitian lebih lanjut apabila data

perhitungan yang diperoleh hasilnya jauh berbeda dengan hasil pengamatan.



BAB V

PENUTUP

5.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang diperoleh dari penyusunan skripsi ini adalah :

1. Persamaan Lensa Gravitasi untuk bintang berotasi adalah sebagai berikut

∆φ =
4GM

c2b

(
1 +

9a2

8b2

)−1

2. Berdasarkan persamaan yang telah diperoleh, sudut pembelokan cahaya yang

diakibatkan oleh bintang berotasi (Matahari) maupun bintang tidak berotasi

(Matahari) bernilai sama yaitu 1,745”.

3. Perhitungan Lensa Gravitasi pada bintang berotasi dan perhitungan Lensa

Gravitasi pada bintang tidak berotasi menunjukkan sudut defleksi yang relatif

sama. Perbedaan nilai sudut defleksi tidak terlihat jika nilai pergeseran kerr

mendekati nol (∆Ψ ≈ 0).

5.2. Saran

Penelitian ini masih sebatas perhitungan lensa gravitasi bintang dengan mas-

sa (M), jari-jari (R) dan kecepatan sudut (a) sembarang. Penelitian selanjutnya

disarankan untuk melakukan perhitungan lensa gravitasi dengan besaran variabel

bintang yang sesuai dengan pengamatan.
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LAMPIRAN A

PENURUNAN METRIK KERR

Untuk memperoleh persamaan Lensa Gravitasi dari Metrik Kerr diperlukan

penurunan yang prosesnya sama dengan penurunan Metrik Schwarzchild. Lampir-

an ini merupakan proses perhitungan untuk mendapatkan rumusan mengenai lensa

gravitasi yang diturunkan dari Metrik Kerr. Persamaan Metrik Kerr dapat dituliskan

kembali sebagai berikut.

ds2 = c2

(
1− 2µr

ρ2

)
dt2 +

4µacr sin2 θ

ρ2
dtdφ− ρ2

∆
dr2 − ρ2dθ2

−
(
r2 + a2 +

2µra2 sin2 θ

ρ2

)
sin2 θdφ2 (A.1)

Kemudian diubah ke dalam persamaan Lagrange sebagai berikut

L = gµν ẋ
µẋν ,−→ ẋµ =

dxµ

dσ

Dengan indeks µ dan ν adalah 0,1,2,3. Persamaan Lagrangenya menjadi

L = c2

(
1− 2µr

ρ2

)
ṫ2 +

4µacr sin2 θ

ρ2
ṫφ̇− ρ2

∆
ṙ2 − ρ2θ̇2

−
(
r2 + a2 +

2µra2 sin2 θ

ρ2

)
sin2 θφ̇2 (A.2)

Euler Lagrange untuk ẋ0 = dt
dσ

= ṫ

d

dσ

(
∂L

∂ṫ

)
=
∂L

∂t
(A.3)

Kemudian substitusikan persamaan A.2 ke dalam persamaan A.3. Karena dalam

persamaan Lagrange tidak terdapat komponen t
(
∂L
∂t

= 0
)

maka

∂L

∂ṫ
= k

(
1− 2µr

ρ2

)
ṫ+

2µar sin2 θ

cρ2
φ̇ = k (A.4)
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Dengan cara yang sama, Euler-Lagrange untuk ẋ1 = dr
dσ

= ṙ

d

dσ

(
∂L

∂ṙ

)
=
∂L

∂r
(A.5)

Persamaan Lagrange A.2 yang mengandung komponen r dan ṙ secara detail dapat

diturunkan sebagai berikut.

∂L

∂ṙ
= −2

ρ2

∆
ṙ

d

dσ

(
∂L

∂ṙ

)
=

d
(
−2ρ

2

∆
ṙ
)

dσ

= −2
ρ2

∆
r̈ (A.6)

∂L

∂r
= −2

µc2

ρ2
ṫ2 +

4µac sin2 θ

ρ2
ṫφ̇−

(
2r +

2µa2 sin2 θ

ρ2

)
sin2 θφ̇2 (A.7)

Persamaan A.6 dan A.7 disubstitusi ke persamaan Euler-Lagrange A.5 sehingga

diperoleh

ρ2

∆
r̈ − µc2

ρ2
ṫ2 +

2µac sin2 θ

ρ2
ṫφ̇−

(
r +

µa2 sin2 θ

ρ2

)
sin2 θφ̇2 = 0 (A.8)

Euler-Lagrange untuk ẋ2 = dθ
dσ

= θ̇

d

dσ

(
∂L

∂θ̇

)
=
∂L

∂θ
(A.9)

Berikutnya persamaan Lagrange A.2 diturunkan terhadap θ̇ dan θ diperoleh

∂L

∂θ̇
= −2ρ2θ̇

d

dσ

(
∂L

∂θ̇

)
=

d
(
−2ρ2θ̇

)
dσ

= −2ρ2θ̈ (A.10)

∂L

∂θ
=

8µacr

ρ2
sin θ cos θṫφ̇

−
[
2r2 sin θ cos θ + 2a2 sin θ cos θ +

8µra2

ρ2
cos θ sin3 θ

]
φ̇2 (A.11)
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Persamaan A.9 dan A.10 disubstitusi ke persamaan Euler-Lagrange A.8 sehingga

menjadi

ρ2θ̈ +
4µacr sin θ cos θ

ρ2
ṫφ̇

−
[
r2 sin θ cos θ + a2 sin θ cos θ +

4µra2

ρ2
cos θ sin3 θ

]
φ̇2 = 0 (A.12)

Euler-Lagrange untuk ẋ3 = dφ
dσ

= φ̇,

d

dσ

(
∂L

∂φ̇

)
=
∂L

∂φ
(A.13)

Persamaan Lagrange A.2 tidak bergantung terhadap φ sehingga ∂L
∂φ

= 0 dan ∂L
∂φ̇

=

h, dimana h bernilai konstan. Jika dituliskan hasilnya adalah sebagai berikut.

2µacr sin2 θ

ρ2
ṫ−
(
r2 + a2 +

2µra2 sin2 θ

ρ2

)
sin2 θφ̇ = h (A.14)

Dengan demikian diperloeh 4 persamaan gerak untuk masing-masing Euler-Laggrange

(µ = 0, 1, 2, 3). Persamaan gerak tersebut dibatasi hanya untuk wilayah ekuator(
θ = π

2

)
sehingga menjadi (

1− 2µr

ρ2

)
ṫ+

2µar

cρ2
φ̇ = k (A.15)

ρ2

∆
r̈ − µc2

ρ2
ṫ2 +

2µac

ρ2
ṫφ̇−

(
r +

µa2

ρ2

)
φ̇2 = 0 (A.16)

2µacr

ρ2
ṫ−
(
r2 + a2 +

2µra2

ρ2

)
φ̇ = h (A.17)

Untuk kasus lintasan foton seperti yang telah dijelaskan pada dasar teori bahwa

persamaan A.16 diganti oleh gµν ẋµẋν = 0 dengan nilai θ = π
2

persamaan A.2 dapat

kembali dituliskan lebih sederhana yaitu

c2

(
1− 2µr

ρ2

)
ṫ2 +

4µacr

ρ2
ṫφ̇− ρ2

∆
ṙ2 −

(
r2 + a2 +

2µra2

ρ2

)
φ̇2 = 0 (A.18)

dimana ṙ = dr
dτ

= dr
dφ

dφ
dτ

= φ̇ dr
dφ

, sehingga A.18 menjadi

c2

(
1− 2µr

ρ2

)
ṫ2 +

4µacr

ρ2
ṫφ̇−

(
r2 + a2 +

2µra2

ρ2

)
φ̇2 =

ρ2

∆
φ̇2

[
dr

dφ

]2

(A.19)
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Untuk memudahkan perhitungan persamaan A.19 dibagi dengan φ̇2 sehingga

c2

(
1− 2µr

ρ2

)
ṫ2

φ̇2
+

4µacr

ρ2

ṫ

φ̇
−
(
r2 + a2 +

2µra2

ρ2

)
=
ρ2

∆

[
dr

dφ

]2

(A.20)

Dengan menggunakan cara eliminasi substitusi antara persamaan A.15 dan A.17

diperoleh nilai dari ṫ dan φ̇ sebagai berikut

ṫ =
−k
(
r2 + a2 + 2µra2

ρ2

)
− 2µar

cρ2
h

−
(

1− 2µr

ρ2

)(
r2 + a2 + 2µra2

ρ2

)
− 4µ2a2r2

c2ρ4

(A.21)

φ̇ =
h
(

1− 2µr
ρ2

)
− 2µarc

ρ2
k

−
(

1− 2µr

ρ2

)(
r2 + a2 + 2µra2

ρ2

)
− 4µ2a2r2

c2ρ4

(A.22)

Jika dioperasikan nilai ṫ
φ̇

dengan asumsi bahwa k = 0 maka dihasilkan

ṫ

φ̇
=

−2µar
cρ2(

1− 2µr
ρ2

) ṫ2

φ̇2
=

4µ2a2r2

c2ρ4(
1− 2µr

ρ2

)2

maka persamaan A.21 menjadi

ρ2

∆

[
dr

dφ

]2

=
4µ2a2r2

ρ4
(

1− 2µr
ρ2

) − 8µ2a2r2

ρ4
(

1− 2µr
ρ2

) − (r2 + a2 +
2µra2

ρ2

)
[
dr

dφ

]2

=
−4µ2a2r2∆

ρ6
(

1− 2µr
ρ2

) − ∆

ρ2

(
r2 + a2 +

2µra2

ρ2

)
(A.23)

dengan ∆ = (r2 − 2µr + a2) dan ρ2 = r2 serta u ≡ 1
r

maka[
dr

dφ

]2

=
−4µ2a2r2 + 8µ3a2r − 4µ2a4

r4
(
1− 2µ

r

) −(
r2 − 2µr + 2a2 +

a4

r2
− 4µ2a2

r2
+

2µa4

r3

)
1

u4

[
du

dφ

]2

=
−4µ2a2u−2 + 8µ3a2u−1 − 4µ2a4

u−4 (1− 2µu)
−(

1

u2
− 2µ

u
+ 2a2 + a4u2 − 4µ2a2u2 + 2µa4u3

)

[
du

dφ

]2

=
−4µ2a2u6 + 8µ3a2u7 − 4µ2a2u8

(1− 2µu)
−(

u2 − 2µu3 + 2a2u4 + a4u6 − 4µ2a2u6 + 2µa4u7
)
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Akhirnya diperoleh solusi persamaan gerak foton yang melewati wilayah ekuator

suatu bintang berotasi sebagai berikut

d2u

dφ2
= −2µ2a2

(
2u5 (3− 5µu)− 2µu6 (7− 12µu) + 2u7 (4− 7µu)

(1− 2µu)2

)
−
(
u− 3µu2 + 4a2u3 + 3a4u5 − 12µ2a2u5 + 7µa4u6

)
(A.24)

Perhitungan selanjutnya akan dibatasi sampai u berderajat 3 saja, karena untuk un

dengan n > 3 nilai u ≈ 0. Maka persamaan A.24 dapat dituliskan kembali

d2u

dφ2
+ u = 3µu2 − 4a2u3 (A.25)

Melaui penjelasan pada gambar 2.1 dapat dituliskan solusi relativitas umum sebagai

berikut

u =
sinφ

b
+ ∆u (A.26)

Dimana ∆u dapat ditentukan dengan solusi persamaan deferensial seperti di bawah

ini

d2∆u

dφ2
+ ∆u =

3µ

b2
sin2 φ− 4a2

b3
sin3 φ (A.27)

maka diperoleh

∆u =
3µ

b2

(
1

2
+

1

6
cos 2φ

)
− 4a2

b3

(
1

32
sin 3φ− 3

8
φ cosφ

)
(A.28)

Subsitusi persamaan A.28 ke persamaan A.26 menghasilkan

u =
sinφ

b
+

3µ

b2

(
1

2
+

1

6
cos 2φ

)
− 4a2

b3

(
1

32
sin 3φ− 3

8
φ cosφ

)
(A.29)

Dengan memperhitungkan limit r → ∞, maka u → 0. Untuk sudut defleksi yang

kecil digunakan pendekatan sinφ ≈ φ dan cos 2φ ≈ 1. Sehingga sudut defleksi

total di sekitar bintang yang berotasi yaitu

∆φ =
4GM

c2b

(
1

1 + 9a2

8b2

)
(A.30)
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Cahaya dari bintang jauh memiliki nilai maksimum jika melintas tepat di luar per-

mukaan bintang (b = R), dimana R adalah jari-jari suatu bintang (Hidayat,2010).

Maka persamaan A.30 dapat ditulis kembali sebagai berikut

∆φ =
4GM

c2R

(
1

1 + 9a2

8R2

)
(A.31)

atau dapat ditulis dengan bentuk lain yaitu

∆φ =
4GM

c2R

(
1 +

9a2

8R2

)−1

(A.32)

andaikan 9a2

8R2 = x, maka deret binomial dapat dituliskan sebagai berikut

(1 + x)−1 = 1− x+
(−1(−2))

2!
x2 +

(−1)(−2)(−3)

3!
x3 + . . .

= 1− x+ x2 − x3 + · · · = Σ∞n=0(−x)n (A.33)

Jika dikembalikan ke bentuk persamaan A.32 maka hasilnya adalah

∆φ =
4GM

c2R

(
1− 9a2

8R2
+

(
9a2

8R2

)2

−
(

9a2

8R2

)3

+ . . .

)
(A.34)

∆φ ≈ 4GM

c2R
− 36GMa2

8c2R3
(A.35)

36GMa2

8c2R3
didefinisikan sebagai pergeseran kerr (∆Ψ), sehingga persamaan lensa

gravitasi untuk bintang berotasi yaitu

∆φkerr = ∆φschwarzchild −∆Ψ (A.36)
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