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ABSTRAK 

   

Teori titik tetap memainkan peran yang sangat penting dalam bidang 

analisis fungsional dan banyak digunakan dalam pembahasan ruang metrik. 

Ruang metrik adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi fungsi jarak dan 

memenuhi 4 aksioma. Ruang metrik kemudian dikembangkan dan menghasilkan 

konsep-konsep baru, diantaranya ruang metrik-b. 

Ruang metrik-b adalah himpunan tak kosong 𝑋𝑋 dan bilangan real 𝑠𝑠 ≥ 1 

dengan dilengkapi fungsi 𝑑𝑑 yang memetakan setiap 2 elemen dari pasangan  

himpunan 𝑋𝑋 menuju bilangan real non-negatif dan memenuhi 3 aksioma. Konsep 

ruang metrik-b pertama kali diperkenalkan oleh Bakhtin (1989). Seiring 

perkembangannya, Czerwik (1993) memperkenalkan teori titik tetap Banach di 

ruang metrik-b. 

Skripsi ini membahas konsep Ruang metrik-b dan Teorema ketunggalan 

titik tetap di ruang metrik-b lengkap. Salah satu pembuktian teorema ketunggalan 

titik tetap tersebut menggunakan prinsip kontraktif Banach. Pada skripsi ini 

diperoleh pula hubungan antara ruang metrik dengan ruang metrik-b. 

 

Kata kunci: Titik tetap, Ruang metrik, Ruang metrik-b. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Teori titik tetap memainkan peran yang sangat penting dalam bidang 

analisis, hal ini karena teori titik tetap dapat menyelesaikan berbagai 

permasalahan yang bersifat matematis baik dalam bidang Sains, Teknik maupun 

kesehatan. Salah satu penerapannya yaitu pemecahan masalah pada persamaan 

differensial biasa/parsial, teori aproksimasi, dan persamaan non linier pada 

penyakit diabetes. 

Sejarah teori titik tetap berawal saat munculnya teori kontraktif Banach 

pada tahun 1922, yaitu dengan membuktikan Teorema Titik Tetap pada Pemetaan 

Kontraktif di Ruang Metrik Lengkap. Teorema titik tetap inilah yang menjadi 

dasar dalam pengembangan teori titik tetap oleh beberapa ilmuan, seperti Bonsall 

(1962) dalam penelitian berjudul “Lectures on Some Fixed Point Theorems of 

Functional Analysis”, Singh & Russel (1969) dalam penelitian berjudul “A Note 

on a Sequence of Contraction Mappings”, Kannan (1969) dalam penelitian yang 

berjudul “Some Remarks on Fixed Point”, serta Nadler (1969) dalam penelitian 

berjudul “Sequences of Contractions and Fixed Points”. 

Pada tahun 1971, Simeon Reich dalam jurnal yang berjudul “Some 

Remarks Concerning Contraction Mappings” membahas tentang teori titik tetap 

pada pemetaan kontraktif di ruang metrik lengkap. Perkembangan selanjutnya, 
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pada tahun 1973 G.E. Hardy dan T.D. Rogers melakukan generalisasi dari 

penelitian Reich dalam jurnal yang berjudul “A Generalization of Fixed point 

Theorem of Reich”, dengan menambahkan beberapa aksioma tertentu. 

Teori titik tetap merupakan hal yang penting dalam pembahasan ruang 

metrik. Metrik adalah fungsi yang memetakan setiap elemen dari pasangan 

himpunan tak kosong ke suatu bilangan real non negatif yang memenuhi sifat-

sifat tertentu. Selanjutnya himpunan tak kosong yang dilengkapi fungsi metrik 

tersebut dinamakan ruang metrik. Ruang metrik kemudian dikembangkan dan 

menghasilkan konsep-konsep baru, seperti ruang metrik – 2, ruang metrik – D, 

ruang metrik – G, ruang metrik – S, ruang metrik – b, dan sebagainya.  

Ruang metrik-b pertama kali diperkenalkan oleh Bakhtin pada tahun 1989 

dalam bukunya yang berjudul “The Contraction Mapping principle in 

Quasimetric Spaces”. Seiring perkembangannya, muncul beberapa masalah 

khususnya masalah konvergensi pada fungsi terukur dengan hal-hal yang 

mengarah pada perumuman gagasan metrik, sehingga pada tahun 1993 Czerwik 

memperluas ruang metrik dalam jurnal yang berjudul “Contraction Mappings in 

b-Metric Spaces”. 

Penelitian tentang teori titik tetap di ruang metrik lengkap oleh Reich, 

Hardy dan Rogers dikembangkan di ruang metrik-b oleh Pankaj Kumar Mishra, 

Shweta Sachdeva, dan S.K. Banerjee pada tahun 2014, dengan jurnal yang 

berjudul “Some Fixed Point Theorems in b-Metric Spaces". Penelitian tersebut 

cukup menarik untuk dikaji dan dipelajari. Penelitian yang dilakukan oleh P.K. 
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Mishra, dkk tersebut membuktikan bahwa dengan pemetaan dan aksioma yang 

sama pada penelitian Reich dan Hardy di ruang metrik biasa, pemetaan tersebut 

juga mempunyai titik tetap yang tunggal di ruang metrik-b. 

Menarik untuk dibahas mengenai teorema titik tetap di ruang metrik-b 

lengkap seperti yang ditulis oleh P.K. Mishra, dkk. Penelitian ini melengkapi 

lebih detail langkah-langkah yang belum dibahas dijurnal seperti pembuktian 

barisan konvergen di ruang metrik-b, barisan Cauchy di ruang metrik-b, sifat 

kelengkapan di ruang metrik-b, teorema dan lemma yang menjadi pendukung 

dalam pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik-b lengkap yang 

diambil dari referensi lain, serta  beberapa contoh beserta pembuktiannya agar 

memudahkan dalam memahami konsep titik tetap di ruang metrik-b. 

1.2 Batasan Masalah 

Pembatasan masalah dalam suatu penelitian sangat penting guna 

menghindari pembahasan objek yang terlalu meluas dan kesimpangsiuran 

terhadap objek dari suatu penelitian, agar lebih fokus dan terarah sesuai dengan 

tema penelitian. Sesuai dengan latar belakang masalah maka skripsi ini dibatasi 

pada teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik-b, bukan di ruang metrik 

yang lain. 

1.3 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah di atas, maka rumusan 

masalah dalam skripsi ini adalah bagaimana pembuktian teorema ketunggalan 
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titik tetap di ruang metrik-b lengkap serta sifat-sifat apa saja yang mendukung 

pembuktian tersebut. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengkaji dan menjelaskan 

langkah-langkah pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik-b 

lengkap dan sifat-sifat yang mendukung pembuktian tersebut. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain 

sebagai berikut: 

a. Memberikan pengetahuan tentang ruang metrik-b beserta sifat-sifat yang 

berlaku di ruang metrik-b. 

b. Memberikan salah satu gambaran tentang pengembangan analisis abstrak 

khususnya mengenai teorema ketunggalan titik tetap pada pemetaan 

kontraktif yang tidak hanya pada ruang metrik lengkap tetapi dapat 

dikembangkan lagi di ruang metrik-b lengkap. 

 

1.6 Tinjauan Pustaka 

Konsep ruang metrik-b pertama kali diperkenalkan oleh Bakhtin pada 

tahun 1989, yang menjadi awal dari penulisan skripsi ini. Pada tahun 1993, 

Czerwik dalam jurnal yang berjudul “Contraction Mapping in b-Metrik Spaces”,  

menjelaskan tentang ruang metrik-b beserta sifat-sifat yang berlaku pada ruang 

metrik-b. Sebelumnya pada tahun 1971, Simeon Reich dalam jurnalnya yang 
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berjudul “Some Remarks Concerning Contraction Mappings” menjelaskan 

tentang ruang metrik lengkap dan ketunggalan titik tetap di ruang metrik. Pada 

tahun 1973, G.E. Hardy dan T.D. Rogers mengembangkan teorema ketunggalan 

titik tetap Reich di ruang metrik dengan beberapa kondisi, yaitu kompak, kontinu, 

dan lengkap dalam jurnalnya yang berjudul “A Generalization of Fixed Point 

Theorem of Reich”. Selanjutnya pada tahun 2008 Shyam Lal Singh, dkk. 

melakukan penelitian tentang pemetaan kontraktif dan sifat titik tetap di ruang 

metrik-b.  

Tahun 2014, Pankaj Kumar Mishra, dkk. melakukan penelitian lebih lanjut 

tentang teorema titik tetap di ruang metrik-b dengan menggabungkan beberapa 

penelitian diatas yaitu mengambil definisi ruang metrik-b dan sifat yang berlaku 

di ruang metrik-b dari buku Czerwik dengan mengkombinasikan dari 

pengembangan teorema titik tetap Shyam Lal Singh, dkk., Hardy & Rogers serta 

Reich, sehingga didapatkan hasil yaitu teorema titik tetap di ruang metrik-b 

lengkap, yang digunakan penulis sebagai acuan utama dalam penulisan skripsi 

dengan judul “Teorema Ketunggalan Titik Tetap di Ruang Metrik-b Lengkap”. 

Selain penelitian P.K. Mishra, dkk., pada tahun 2016 Swati Agarwal, dkk., 

melakukan penelitian tentang teorema titik tetap di ruang metrik-b lengkap dalam 

jurnalnya yang berjudul “ A Fixed Point Theorem for b-Metric Space”. Jurnal ini 

kemudian dijadikan acuan kedua dalam penulisan skripsi ini. 

Referensi lain yang digunakan sebagai materi pendukung dalam 

mempelajari jurnal-jurnal tersebut antara lain: buku “Introduction to real 
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Analysis” edisi ketiga tahun 2000 dan edisi keempat pada tahun 2010 karya Bartle 

dan sherbert, buku “An Introduction to Metric Spaces and Fixed Point Theory” 

pada tahun 2001 karya Mohamed A. Khamsi dan William A. Kirk, buku “Fixed 

Point Theory in Distance Spaces” tahun 2000 karya William A. Kirk dan Naseer 

Shahzad, buku “Fixed Point Theory and Application” tahun 2004 karya Ravi P. 

Agarwal, Maria Meehan dan Donal O’Regan, serta buku “Metric Spaces” tahun 

2000 karya Satish Shirali dan Harkrishan L. Vasudeva. 

1.7 Sistematika Penulisan 

Penulisan skripsi ini terdiri atas empat bab dengan sistematika sebagai 

berikut: 

BAB I PENDAHULUAN 

Pada bab ini dibahas mengenai latar belakang masalah, batasan masalah, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, 

sistematika penulisan, dan metode penelitian. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini menjelaskan tentang teori-teori yang menjadi dasar atau landasan 

dalam penulisan ini untuk dipahami agar mudah mengikuti pembahasan yang 

akan dipaparkan pada bab-bab selanjutnya, seperti dasar-dasar analisi real, definisi 

ruang metrik dan sifat-sifat yang berlaku pada ruang metrik, dan teorema titik 

tetap di ruang metrik. 

BAB III PEMBAHASAN 
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Pada bab ini dijelaskan tentang definisi ruang metrik-b, sifat-sifat yang 

berlaku pada ruang metrik-b, teorema titik tetap pada ruang metrik-b lengkap, dan 

langkah-langkah pembuktiannya. 

BAB IV PENUTUP 

Bab ini merupakan penutup yang berisi kesimpulan dan saran-saran yang 

diambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya. 

1.8 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah 

metode studi literatur, yaitu dengan mempelajari beberapa sumber tertulis tentang 

ruang metrik-b beserta sifat yang berlaku didalamnya dan teorema titik tetap di 

ruang metrik-b. Penelitian dengan menggunakan metode studi literatur bersifat 

kualitatif. 

Pada penelitian ini dilakukan klarifikasi dan pembuktian teorema-teorema 

yang terdapat dalam buku acuan, dan jurnal. Selain itu, ditambahkan beberapa 

contoh secara mandiri maupun seperti dalam buku acuan atau jurnal. 

Pembahasan teorema titik tetap di ruang metrik-b, diawali dengan 

mempelajari tentang dasar-dasar analisis real, seperti barisan konvergen dan 

barisan Cauchy. Selanjutnya mempelajari tentang definisi ruang metrik, sifat-sifat 

yang berlaku di ruang metrik, beberapa teorema ketunggalan titik tetap di ruang 

metrik lengkap. Selanjutnya mempelajari tentang definisi ruang metrik-b beserta 

sifat-sifat yang berlaku di ruang metrik-b, yang meliputi: definisi barisan 
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konvergen, definisi barisan Cauchy, dan sifat kelengkapan di ruang metrik-b. 

Kemudian dilanjutkan dengan mempelajari definisi titik tetap dan pemetaan 

kontraktif  serta beberapa teorema yang menjadi pendukung dalam pembuktian 

teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik-b lengkap. 

Pembahasan inti dari penelitian ini adalah tentang teorema ketunggalan 

titik tetap di ruang metrik-b lengkap. Selain itu, dijelaskan langkah-langkah 

pembuktian yang belum dituliskan oleh Pankaj Kumar Mishra, dkk (2014) dalam 

jurnalnya serta Sweta Agrawal, dkk (2016) dengan menggunakan bantuan 

referensi lain, sehingga diharapkan tidak ada kebingungan bagi pembaca. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1. Kesimpulan 

 Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan 

bahwa ruang metrik-b merupakan himpunan tak kosong dengan fungsi jarak yang 

memenuhi 3 aksioma. Salah satu yang menarik dari pembahasan ruang metrik-b 

adalah tentang hubungan antara ruang metrik dengan ruang metrik-b, yaitu ruang 

metrik merupakan ruang metrik-b tetapi ruang metrik-b tidak harus ruang metrik. 

 Pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik-b diawali 

dengan membahas dasar-dasar analisis real seperti barisan konvergen, barisan 

Cauchy, barisan terbatas, lengkap dan lain-lain, serta dasar-dasar ruang metrik 

seperti barisan konvergen, barisan Cauchy dan definisi lengkap yang menjadi ide 

dasar dari pembahasan ruang metrik-b. Selain itu, dibahas pula tentang teori titik 

tetap dan pemetaan kontraktif. 

 Pada proses pembuktian teorema ketunggalan titik tetap, apabila fungsi 

yang memetakan setiap elemen dari pasangan himpunan tak kosong ke suatu 

bilangan real non-negatif yang memenuhi sifat-sifat tertentu di ruang metrik-b 

merupakan pemetaan kontraktif, dan barisan di himpunan tak kosong tersebut 

adalah barisan Cauchy yang konvergen, maka fungsi tersebut mempunyai titik 

tetap dan titik tetapnya tunggal. 
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4.2. Saran 

Berdasarkan kesimpulan diatas, penulis menyarankan: 

1. Mengembangkan penelitian tentang ruang metrik-b dan aplikasinya. 

2. Menyelidiki tentang ketunggalan titik tetap di ruang metrik-b dengan 

pendekatan graf. 

3. Contoh-contoh yang disajikan dalam skripsi ini dirasa masih sangat minim 

sehingga perlu adanya penelitian lebih lanjut untuk mengembangkannya 

agar diperoleh contoh-contoh yang lebih jelas. 

Semoga tugas akhir ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk 

mengembangkan lebih lanjut tentang ketunggalan titik tetap di ruang metrik-b 

khususnya, dan konsep analisis abstrak pada umunya. 
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