BAB Il

LANDASAN TEORI

Bab ini berisi tentang teori-teori pendukung yang digunakan dalam
pembuktian teorema pohon matriks pada graf multipartit lengkap dan penerapannya
untuk mencari banyaknya pohon rentangan. Teori-teori tersebut diantaranya
definisi graf, definisi pohon, definisi matriks, matriks pada graf dan teorema pohon

matriks.

2.1  Graf
Sebelum membahas tentang graf multipartit lengkap dan matriks pada graf

akan dijelaskan terlebih dahulu mengenai definisi graf berikut ini.

2.1.1 Definisi Graf

Definisi 2.1.1.1. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 3) Graf G adalah
pasangan himpunan (V, E') dengan V adalah himpunan tidak kosong dan berhingga
dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E adalah himpunan pasangan tak
berurutan dari titik-titik berbeda di G yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di
G dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi di G dinotasikan dengan E(G).
Banyaknya elemen di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan n(G),
sedangkan banyaknya elemen di E disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan
m(G). Jika dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka order dan

ukuran dari graf G cukup ditulis dengan n dan m.
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Contoh 2.1.1.2.

y X
Gambar 2. 1 Graf G(5, 8)

V(G) = {u,v,w,x,y}

E(G) = {uv, vw,ww, wx, Xy, yu, yu, vx}

Perhatikan Gambar 2.1, gambar tersebut menunjukkan bahwa graf G
memuat himpunan titik V' (G) dan himpunan sisi E(G). Banyaknya titik pada graf
G adalah 5 yang artinya order dari G adalah n = 5 dan sisi yang dimiliki graf G

adalah 8 maka ukuran dari G adalah m = 8.

Perhatikan sisi ww dan sisi yu pada Gambar 2.1. Sisi ww disebut loop
sedangkan sisi yu disebut sisi ganda. Loop merupakan sebuah sisi yang
menghubungkan suatu titik dengan titik itu sendiri, sedangkan sisi ganda

merupakan dua atau lebih sisi yang menghubungkan suatu pasangan titik.

Berdasarkan Definisi 2.1.1.1., diketahui bahwa sebuah graf G merupakan
pasangan himpunan dari titik dan sisi. Hubungan titik dan sisi tersebut dijelaskan

dalam definisi berikut.

Definisi 2.1.1.3. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 3-4) Jika e = {u, v}

adalah sisi dari G maka e dikatakan menghubungkan titik u dan v serta biasa ditulis
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dengan uv atau vu. Oleh karena e = {u, v} adalah sisi dari G, maka u dan v disebut
bertetangga (adjacent), sedangkan u dan e serta v dan e disebut terkait langsung

(incident).

Menurut Definisi 2.1.1.3., hubungan titik dan sisi dapat digambarkan

sebagai berikut

u e \%
@ L J

Gambar 2. 2 Hubungan titik dan sisi

Definisi 2.1.1.4. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 10) Graf H disebut
subgraf dari graf G jika V(H) € V(G) dan E(H) € E(G) sehinga dapat ditulis

HcG.

Berdasarkan Gambar 2.1, salah satu subgraf dari graf G(5,8) sebagai

berikut.

y X
Gambar 2.3 Subgraf dari G(5,8)

2.1.2  Jenis-Jenis Graf

Menurut Rinaldi Munir dalam bukunya yang berjudul Matematika Diskrit
suatu graf dapat dikelompokkan ke dalam beberapa jenis bergantung pada sudut
pandang pengelompokannya. Berdasarkan adanya loop dan sisi ganda, graf

dibedakan menjadi 2 yaitu
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a. Graf sederhana adalah graf yang tidak mengandung loop dan sisi ganda.
b. Graf tak sederhana adalah graf yang mengandung loop atau sisi ganda. Ada
2 macam graf tak sederhana yaitu graf ganda yang mengandung sisi ganda

dan graf semu yang mengandung loop.

Berdasarkan orientasi arah pada sisi, graf G dibedakan menjadi 2 jenis yaitu

a. Graf tak berarah yaitu graf yang sisinya tidak mempunyai orientasi arah.

b. Graf berarah yaitu graf yang setiap sisinya mempunyai orientasi arah.

2.1.3 Derajat Titik
Sebelum membahas tentang matriks derajat pada teorema pohon matriks
terlebih dahulu dijelaskan definisi derajat suatu titik dan teorema yang terkait

dengan derajat titik.

Definisi 2.1.3.1. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 5) Derajat suatu titik
v pada sebuah graf G adalah banyaknya sisi pada G yang terkait langsung dengan
titik v (incident) dan dinotasikan dengan deg. (v). Jika dalam konteks
pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka notasi dapat disingkat menjadi
deg(v). Titik dikatakan ganjil (odd vertices) jika berderajat ganjil dan titik
dikatakan genap (even vertices) jika berderajat genap. Titik yang berderajat nol
disebut isolated vertices dan titik yang berderajat satu disebut titik ujung (end-

vertices).
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Contoh 2.1.3.2.

Graf G pada Gambar 2.4 memiliki himpunan titik V(G) = {u,v,w,x,y}
dan himpunan sisi E(G) = {uw, vw, vw, wx, xy, xu}.

u
Y v

X w

Gambar 2. 4 Derajat titik

Berdasarkan Gambar 2.4, diperoleh deg(u) = 2, deg(v) = 2, deg (w) =
4,deg (x) = 3 dan deg (y) = 1. Titik u, v dan w disebut titik genap sedangkan
titik x dan y disebut titik ganjil. Banyaknya derajat titik pada suatu graf G adalah
jumlah semua derajat titik pada setiap titik yang terdapat dalam graf G. Pada
Gambar 2.4, banyaknya derajat titik pada graf G yaitu
deg(u) + deg(v) + deg(w) + deg(x) + deg(y) =2+2+4+3+1

=12

Hubungan antara banyaknya derajat titik dan banyaknya sisi (m) dapat
dijelaskan menggunakan teorema berikut.
Teorema 2.1.3.3. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 6) Jika G adalah
sebuah graf dengan order n dan ukuran m, maka Y ey () deg v = 2m.
Bukti:

Ketika menghitung derajat suatu titik di G, maka setiap sisi di G akan

terhitung dua kali karena setiap sisi di G menghubungkan dua titik yang berbeda.
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Hal ini menunjukkan bahwa jumlah semua derajat titik di G sama dengan 2 kali
jumlah semua sisi di G sehingga terbukti bahwa }.,cy () deg v = 2m. [

Berdasarkan hubungan tersebut diperoleh akibat sebagai berikut
Akibat Teorema 2.1.3.4. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 6)
Banyaknya titik yang berderajat ganjil pada suatu graf adalah genap.
Bukti:

Misalkan V;adalah himpunan titik berderajat ganjil dengan banyak anggota
k dan V, adalah himpunan titik berderajat genap dengan banyak anggota r pada G.
Misalkan pula n adalah order dari G dan m adalah ukurannya. Jika u; € V; dan

v; € V, maka menurut Teorema 2.1.3.3, diperoleh
Yk deg u; + Yi=1deg v; = 2m
Yk deg u; = — Xi.,deg v; + 2m. (2.1)
Akan ditunjukkan bahwa k genap. Diketahui v; € V, dan V, adalah
himpunan titik berderajat genap maka Y'_,deg v; adalah genap. Akibatnya
K deg u; = — iz deg v; + 2m adalah genap. Jika ditulis deg u; = 2r; — 1,
r; € N untuk setiap i dan — Y-, deg v; + 2m = 2 untuk [ € N, < m maka

persamaan (2.1) dapat ditulis

Li@2r -1 =2l

k = Z{le ZTL' - Zl
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k = Z(Z{C:l = l)

Jelas bahwa 2(TX, r; — 1) adalah bilangan genap. Jadi k adalah bilangan
genap atau dengan kata lain banyaknya titik yang berderajat ganjil pada suatu graf

adalah genap. [

2.1.4 Graf Multipartit Lengkap
Pada penelitian ini graf multipartit lengkap menjadi pokok bahasan utama.
Oleh karena itu, sebelum membahasnya lebih lanjut pada bab pembahasan akan

dijelaskan terlebih dahulu mengenai definisi graf multipartit lengkap.

Definisi 2.1.4.1. (Munir, 2005, hal. 377) Graf lengkap adalah graf sederhana yang
setiap titiknya mempunyai sisi yang menghubungkan dengan titik lainnya. Graf

lengkap dinotasikan dengan K,.

Definisi 2.1.4.2. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 15) Misalkan
V1, Vs, ..., V) adalah beberapa himpunan bagian dari himpunan titik V (G) pada suatu
graf G. Himpunan V; untuk setiap i disebut partisi dari V(G) jika V; # @ dan
V(G) = Uk, V; serta V; n V; = @ dengan i # j. Graf G disebut graf k-partit jika
V(G) dapat dipartisi ke dalam k partisi V;, Vs, ...,V sehingga setiap sisi
e = uv € E(G), berlaku u € V; dan v € V; untuk suatu i dan j, i,j € {1,2, ..., k}.
Graf k-partit untuk k > 2 dengan |V;| = n; disebut graf multipartit, dinotasikan

dengan B,

1,M2,0 NE”

Berdasarkan konsep pada Definisi 2.1.4.1. dan Definisi 2.1.4.2. diperoleh

definisi graf multipartit lengkap sebagai berikut.
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Definisi 2.1.4.3. (Ocansey, 2011, hal. 18) Sebuah Graf K yang memiliki n titik
adalah graf k-partit lengkap jika setiap himpunan titik V(K) dapat dipartisi ke
dalam k himpunan partisi V;,V,, ..., V, sedemikian sehingga tidak ada dua titik
dalam setiap himpunan partisi V; yang bertetangga dan setiap titik bertetangga
dengan semua titik pada himpunan partisi lain. Graf multipartit lengkap dinotasikan

dengan K,

1,MN2,.., N *

Contoh 2.1.4.4.

Perhatikan Gambar 2.5. dan Gambar 2.6 di bawah ini.

V1

X3

X2

X1
U

Gambar 2. 5 Graf multipartit By ; 3

Gambar 2.5 merupakan gambar graf multipartit B, , 5 yang terdiri dari 3
partisi titik yaitu U = {u,} dengan |[U| =1, V = {v,v,} dengan |V| =2 dan
X = {x1, x5, x3} dengan | X| = 3. Banyaknya sisi pada Gambar 2.5 adalah 9 dengan

himpunan sisi E(G) = {uy vy, U3 V2, Uy X1, Uy X3, Uy X3, V1 X1, V1 X3, Uz Xg, UaX3 ).
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Uy X1
Gambar 2. 6 Graf multipartit lengkap K4 ; 3
Gambar 2.6 merupakan gambar graf multipartit lengkap K , s yang terdiri
dari 3 partisi titik yaitu U = {u,} dengan |U| =1, V = {v,,v,} dengan |V| = 2,
dan X = {x;,x,,x3} dengan |X| = 3. Himpunan sisi pada Gambar 2.6 yaitu
E(G) = {u vy, Uy Vg, Uy X1, Uy Xo, Uy X3, V1 X7, V1 Xo, U1 X3, Vo X1, V2 X5, U2 X3 }S€DINGQA

diperoleh banyaknya sisi adalah 11.

2.1.5 Graf Terhubung dan Graf Tak Terhubung
Pada sub bab ini akan dijelaskan mengenai graf terhubung dan graf tak

tehubung yang berguna untuk memahami pembuktian teorema pohon matriks .

Definisi 2.1.5.1. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 37) Sebuah jalan W
dari u ke v biasa ditulis u — v dalam graf G adalah barisan berhingga (tak kosong)
yang berselang seling antara titik dan sisi (W :u=ug, e, Uy, €y,...,
Up_1,6n, Uy = V), Yang dimulai dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengan
e; = u;_qu; untuk i = 1,2,...,n adalah sisi di G. u, disebut titik awal, u,, disebut
titik akhir, u,, u,, ..., u,_, disebut titik internal dan n menyatakan panjang dari W

Secara umum, jalan dapat dinyatakan dengan W : u = vg,v4,..., v, = V.
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Definisi 2.1.5.2. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 38) Diberikan sebuah
graf G, jalan yang memiliki sisi yang tidak berulang dalam graf G disebut trail.
Definisi 2.1.5.3. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 38) Jalan yang titik
awal dan akhirnya berbeda disebut jalan terbuka dan jalan tertutup jika titik awal
dan akhirnya sama.

Definisi 2.1.5.4. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 38) Jalan yang
memiliki titik dan sisi yang berbeda disebut lintasan (path).

Definisi 2.1.5.5. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 41) Suatu jalan yang
terdiri dari satu titik disebut jalan trivial. Jalan trivial termasuk dalam jalan tertutup.
Jalan tertutup yang tak trivial dan tidak memiliki sisi yang berulang pada graf G
disebut sirkuit.

Definisi 2.1.5.6. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 41) Sirkuit dengan
n > 3 dan memiliki titik yang tidak berulang disebut sikel (cycle).

Contoh 2.1.5.7.

Z y

Gambar 2. 7 Graf Terhubung

Berdasarkan Gambar 2.7., jalan terbuka pada graf terhubung di atas adalah

u—z—u—-v—w-y—v—w-x, tralu—v—-—z—y—-w-—x—y dan path
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u—v—w-—x—y—z Jalan tertutup vaitu u—v—-—w—y—v—u, sirkuit
u—-v—-w—-x—y—-—v—z—udansikelu—-v-w-x-y—-z—u.

Definisi 2.1.5.8. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 42) Misalkan u dan
v adalah dua titik yang berbeda dalam graf G, maka titik u dan v dapat dikatakan
terhubung (connected) jika terdapat lintasan u — v pada G. Suatu graf G dikatakan
terhubung jika setiap titik u dan v di G terhubung. Graf G yang tidak terhubung
disebut graf tak terhubung.

Contoh 2.1.5.9.

z y
Gambar 2.8 Graf Terhubung

Gambar 2.8 adalah contoh graf terhubung dengan setiap titik pada graf
memiliki lintasan. Apabila dihilangkan lintasan antara titik u dan v sehingga tidak
ada sisi yang menghubungkan titik u dan v maka graf pada Gambar 2.8 menjadi
graf tak terhubung. Suatu graf tak terhubung memiliki komponen terhubung.
Definisi 2.1.5.10. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 42) Komponen
terhubung dari graf G adalah subgraf dari G yang tidak memuat subgraf terhubung
lain dari graf G. Misalkan H; € H, € G dengan V(H,) € V(H,) dan
E(H,) € E(H,;), maka H,; = H,. Banyaknya komponen terhubung dari G

dinotasikan dengan x(G).
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Banyaknya komponen terhubung pada graf terhubung adalah 1 karena pada
graf terhubung hanya memuat satu subgraf terhubung. Pada Gambar 2.8., jika sisi
uv dihilangkan maka graf tersebut menjadi graf tak terhubung yang memiliki 2

komponen terhubung seperti pada gambar berikut.

t w
u Vv
S X
z y
Hi H»

Gambar 2.9 Komponen terhubung H: dan H>

2.2 Pohon
Definisi 2.2.1. (Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2015, hal. 63) Pohon adalah graf

tak berarah terhubung yang tidak mengandung sikel.

Berdasarkan Definisi 2.2.1., terdapat dua sifat penting pada pohon yaitu

terhubung dan tidak mengandung sikel.

Contoh 2.2.2.

Gambar 2. 10 Pohon
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Perhatikan Gambar 2.10, gambar tersebut jelas menunjukkan pohon dengan
banyaknya titik yaitu 13 dan banyaknya sisi yaitu 12. Semua titik pada pohon
tersebut terhubung dan tidak mengandung sikel. Berdasarkan Contoh 2.2.2. terlihat
bahwa terdapat kaitan antara banyaknya titik dan banyaknya sisi. Jika banyaknya
titik adalah n dan banyaknya sisi adalah m maka banyaknya sisi pada sebuah pohon

adalah m = n — 1. Hal ini dapat dijelaskan dengan teorema berikut.

Teorema 2.2.3. (Rosen, 2012, hal. 752) Sebuah pohon dengan banyaknya titik n

memiliki n — 1 sisi.
Bukti:

Misal banyaknya sisi adalah m maka dapat ditulis m =n —1. Akan

ditunjukkan bahwa m = n — 1 benar dengan menggunakan induksi matematika.

Untuk n = 1 maka diperoleh

m=n-—1
=1-1
=0.

Untuk n = n, asumsikan bahwa m = n — 1 berlaku untuk semua pohon

dengan banyaknya titik n dan banyaknya sisi m dengan n > 1.

Akan ditunjukkan bahwa m = n — 1 juga berlaku untuk banyaknya titik n + 1.

m=n-—1

m+l=n+1-1



23

m=n+1—-1-1

m=n-—1.

Jadi terbukti benar bahwa banyaknya sisi pada sebuah pohon adalah n — 1

dengan n adalah banyaknya titik pada sebuah pohon. [

Definisi 2.2.4. (Aldous & Wilson, 2003, hal. 144) Pohon rentangan dari graf G

adalah graf bagian dari G yang memuat seluruh titik pada G dan juga sebuah pohon.

Jika terdapat G terhubung yang bukan pohon, artinya pada G terdapat
beberapa sikel. Graf G dapat diubah menjadi pohon dengan cara memutuskan sikel-
sikel yang ada. Caranya, mula-mula pilih sebuah sikel, lalu hapus satu buah sisi dari
sikel ini. G akan tetap terhubung dan jumlah sikelnya berkurang satu. Bila proses
ini dilakukan terus-menerus sampai semua sikel di G hilang, maka G menjadi

sebuah pohon (Munir, 2005, hal. 447).

Contoh 2.2.5.

G R

Gambar 2. 11 Graf lengkap G dan pohon rentangannya T

Graf G pada Gambar 2.11 merupakan graf terhubung yang mengandung
sikel sedangkan T adalah pohon rentangan dari graf G yang diperoleh dengan

menghapus salah satu sisi pada graf G.
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2.3 Matriks
Pada sub bab ini dijelaskan mengenai matriks dan operasi-operasi dalam
matriks yang akan digunakan sebagai dasar untuk memahami pembuktian teorema

pohon matriks dan perhitungan banyaknya pohon rentangan.

2.3.1 Definisi Matriks
Definisi 2.3.1.1. (Anton, 1987, hal. 25) Sebuah matriks adalah susunan segi empat
siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut

disebut entri dari matriks.

Contoh 2.3.1.2.

[(1) ;] 2 0 2 V7] [é (1) 8] [i] 2]
4 -1 0 0 1

Berdasarkan Contoh 2.3.1.2., terlihat bahwa suatu matriks memiliki ukuran
yang berbeda-beda. Ukuran suatu matriks dijelaskan dengan menyatakan
banyaknya baris (arah horizontal) dan banyaknya kolom (arah vertikal) yang
dimiliki oleh matriks tersebut. Misalkan matriks pertama pada Contoh 2.3.1.2.
memiliki banyak baris 3 dan banyak kolom 2 sehingga disebut matriks berukuran 3
kali 2 ditulis dengan 3 x 2. Angka pertama pada ukuran matriks menunjukkan
banyaknya baris dan angka kedua menunjukkan banyaknya kolom. Jadi dari Contoh
2.3.1.2., ukuran matriks berturut turut adalah 3 x 2,1 x 4,3 x 3,2x 1dan1 x 1.

Suatu matriks yang hanya memiliki satu kolom disebut matriks kolom
(vektor kolom). Begitu pula dengan matriks yang hanya memiliki satu baris disebut

matriks baris (vektor baris). Berdasarkan Contoh 2.3.1.2., matriks 1 x 4 merupakan



25

matriks baris, matriks 2 x 1 adalah matriks kolom dan matriks 1 x 1 adalah
matriks baris dan matriks kolom.
Entri yang terletak pada baris ke-i dan kolom ke-j pada suatu matriks A

dinyatakan dengan a;;. Jadi matriks umum m X n ditulis sebagai berikut

aj; QAez 0 QA
z1 Gz -+ Qzp
Am1 Amz  *° Qmn

dan dinotasikan secara singkat sebagai [a;;]x» atau [ai j].

Sebuah matriks dapat dipartisi menjadi bentuk yang lebih kecil. Partisi-
partisi matriks ini disebut submatriks. Erick W. Weisstein dalam MathWorld
menyatakan bahwa submatriks berukuran p X q dari matriks berukuran m xn
adalah matriks berukuran p X g dengan p <m dan q <n dibentuk dengan

mengambil beberapa bagian elemen dari ukuran matriks aslinya.

1 2
Berdasarkan salah satu Contoh 2.3.1.2. yaitu [O 3 ] maka salah satu
4 -1

submatriks dari matriks tersebut adalah [2 _31] yang diperoleh dengan

mengambil baris kedua dan baris ketiga dari matriks semula.

2.3.2 Operasi pada Matriks

Definisi 2.3.2.1. (Anton & Rorres, 2004, hal. 28) Dua matriks dikatakan setara

(equal) jika memiliki ukuran yang sama dan entri-entri yang sama bersesuaian.
Pada notasi matriks, jika A = [a;;] dan B = [b;;] memiliki ukuran yang

sama maka A = B jika dan hanya jika [a;;] = [b;;] untuk semua i dan j.
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Contoh 2.3.2.2.

el

Pada Contoh 2.3.2.2., matriks A dikatakan bersesuaian dengan B apabila
nilai x = 4 sehingga memenuhi definisi dengan memiliki ukuran yang sama dan

entri-entri yang bersesuaian nilainya sama.

Definisi 2.3.2.3. (Anton & Rorres, 2004, hal. 28) Jika A dan B adalah matriks-
matriks dengan ukuran yang sama, maka jumlah (sum) A + B adalah matriks yang
diperoleh dengan menjumlahkan entri-entri pada B dengan entri-entri yang
bersesuaian dengan A dan selisih (difference) A — B adalah matriks yang diperoleh
dengan mengurangkan entri-entri pada A yang bersesuaian dengan B. Matriks

dengan ukuran berbeda tidak dapat dijumlahkan atau dikurangkan.

Contoh 2.3.2.4.

15 3 5 2 1
A=427] B=034] C=[%(5)‘5‘]
0 3 1 13 1

Maka

A+ B [1%=3 B2 W3RN
=14+0 2+3 7+4
0+1 3+3 1+1

(6 7 4
=14 5 11
1 6 2
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=14-0 2-3 7—-4

A—-B [1-5 5-2 3—1]
0—-1 3-3 1-1

[—4 3 2
=14 -1 3
-1 0 0

sedangkan A+ C, B+ C, A — C dan B — C tidak terdefinisi.

Definisi 2.3.2.5. (Anton & Rorres, 2004, hal. 29) Jika A adalah matriks sebarang
dan c adalah skalar sebarang, maka hasilkali-nya (product) cA adalah matriks yang
diperoleh dari perkalian setiap entri pada matriks A dengan bilangan c. Matriks cA

disebut sebagai kelipatan skalar (scalar multiple) dari A.

Contoh 2.3.2.6.

w—

1 3
2 5

1 0
Jika ¢ = 5 maka nilai perkalian cA adalah

1 3
cA =5[2 5]

i]| 0

10 25
5 0

5 15]

Definisi 2.3.2.7 (Anton & Rorres, 2004, hal. 30) Jika A adalah matriks m x r dan
B adalah matriks r x n maka hasilkali (product) AB adalah matriks m X n yang
entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari pada baris i dan kolom j

dari AB, pisahkan baris i dari matriks A dan kolom j dari matriks B. Kalikan entri-
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entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut dan kemudian jumlahkan hasil

yang diperoleh.

Contoh 2.3.2.8.

B 4 0 2
che el

Matriks A berukran 2 x 3 dan matriks B berukuran 3 x 3 maka hasil kali

matriks A dan B berukuran 2 x 3. Diperoleh perhitungan hasilkalinya adalah

a1 =RxD+Gx D))+ ((-1)x7) =-3
a, =(2%0)+ (5x3)+ ((-1) x 1) =14
a3 =(2x2)+ (5 x5+ ((-1) x 4) =28
a,; =Bx4)+(O0x(-1)+ (1 x7) =19
A, =(3%0)+(0x3)+(1x1) =4
a3 =(B%x2)+(0x1)+(1x4) =10
Jadi,
w3 %)

2.3.3 Transpos dan Determinan Matriks
Definisi 2.3.3.1. (Anton & Rorres, 2004, hal. 36) Jika A adalah matriks m X n,
maka transpos dari A (transpose of A), dinyatakan dengan A7, didefinisikan sebagai

matriks n X m yang didapatkan dengan mempertukarkan baris-baris dan kolom-
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kolom dari A sehingga kolom pertama dari AT adalah baris pertama dari A, kolom
kedua dari AT adalah baris kedua dari A dan seterusnya. Transpos matriks dapat

dituliskan sebagai (A7);; = Aj;.

Contoh 2.3.3.2.

4 [182 27 30

"4 26] maka AT =

12 8
27 —4]|.

30 26

Teorema 2.3.3.3. (Anton & Rorres, 2004, hal. 51) Jika ukuran matriks sedemikian

rupa sehingga operasi-operasi berikut dapat diakukan, maka

Uy

. (@DH =4

2. (A+B)T = AT + BTdan(A—B)T = AT — BT

3. (kA)T = kAT dengan k adalah skalar sebarang
4. (AB)T = BTAT
Bukti:

Transpos terhadap suatu matriks adalah mempertukarkan baris-baris dan
kolom-kolomnya, sehingga pada Teorema 2.3.3.3. bagian 1, 2 dan 3 jelas terbukti

dengan sendirinya.

Akan dibuktikan Teorema 2.3.3.3. bagian 4 sebagai berikut.

Misalkan A = [a;;] dan B =[b;;]  sedemikian sehingga hasil kali

mx

dari AB dan BT AT dapat diperoleh. Oleh karena matriks A berukuran m X r dan
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matriks B berukuran r X n, maka hasil kali yang diperoleh akan berukuran m x n

sehingga ukuran matriks (AB)T diperoleh sebaliknya yaitu n x m.

Akan ditunjukkan bahwa entri-entri yang bersesuaian dengan (4B)T dan

BT AT adalah sama, yaitu
((AB)");; = (BTAT); (2.2)
Menggunakan Definisi 2.3.2.9. tentang transpos matriks diperoleh
(AB)");; = (4B
= aj1by; + ajoby; 4 - + ajr by

Pada ruas kanan Persamaan (2.2) dapat dinyatakan dengan menggunakan

entri-entri dari A” dan BT yaitu a’;; dan b';; sehingga
a';j = a;; dan b';; = by
Berdasarkan Definisi 2.3.2.7. tentang perkalian matriks diperoleh
(BTAT)y; =b'na'yj+b'pa'y;+ -+ byalyy
= by;aj; + by;aj; + -+ + byaj,

= aj1by; + ajoby; 4 oo + ajr by

Jadi terbukti bahwa (AB)T = BTAT. m
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Definisi 2.3.3.4. (Anton, 1987, hal. 83) Misalkan A adalah matriks kuadrat, fungsi
determinan (determinant function) dinyatakan dengan det, maka det(4)

didefinisikan sebagai jumlah semua hasil perkalian elementer yang bertanda dari A.

Hasil perkalian elementer yang bertanda dari A diartikan sebagai sebuah
hasil perkalian elementer a,; ,aj,, ..., an; dikalikan dengan +1 dan —1. Tanda
+ digunakan jika j;, j», ..., jn adalah permutasi genap dan tanda - digunakan jika
J1,J2, -, jn @dalah permutasi ganjil. Secara simbolis determinan A ditulis sebagali

berikut
det(A) = Z tayj,azj,, ) Qnj -
Contoh 2.3.3.5.

det

[A11 Q12
] = Aq1103 — Aq2071

A1 Ap2

det |01 Az Q33
[d31 d3z dz3

(11 12 a13] = (a11022033 + A12031053 + A130,1037)

—A11032023 — Q12021033 — A13031032
Definisi 2.3.3.6. (Anton, 1987, hal. 83) Jika A adalah suatu matriks kuadrat, maka
minor entri a;; dinyatakan oleh M;; dan didefinisikan sebagai determinan

submatriks yang tetap setelah baris ke-i dan kolom ke-j dicoret dari A. Bilangan

(—1)"*/M;; dinyatakan oleh C;; dinamakan kofaktor entri a;;.

Contoh 2.3.3.7.

1 5 2
Misalkan A = |2 6 7|, maka nilai kofaktor a,, adalah
0 4 3
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Ci1 = (_1)1+1M11
(_1)\2 6 7
=0,
=18 — 28
=-10

Selain menerapkan Definisi 2.3.3.4., ada cara lain untuk memudahkan
menghitung suatu determinan yaitu menggunakan metode reduksi baris dan
ekspansi kofaktor. Metode reduksi baris sangat sesuai untuk menghitung
determinan menggunakan komputer karena metode tersebut sistematis dan mudah
diprogramkan. Akan tetapi, untuk perhitungan dengan cara manual ekspansi
kofaktor lebih mudah digunakan.

Metode reduksi baris adalah metode yang mengubah bentuk suatu matriks
menjadi matriks segitiga atas atau bawah yang dilakukan dengan cara operasi baris
elementer (OBE). Operasi baris elementer merupakan operasi aritmatika yang
dikenakan pada setiap unsur baris pada sebuah matriks. Ada tiga jenis operasi yang
dilakukan dalam OBE yaitu:

1. Mengalikan baris dengan konstanta tak nol
2. Menukarkan posisi dua baris

3. Menambahkan kelipatan satu baris ke baris lainnya.

Metode ekspansi kofaktor dapat dijelaskan melalui teorema berikut.

Teorema 2.3.3.8. (Anton, 1987, hal. 85) Determinan suatu matriks A yang

berukuran n X n dapat dihitung dengan mengalikan entri-entri dalam suatu baris
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(kolom) dengan kofaktor-kofaktornya dan menambahkan hasil-hasil perkalian yang

dihasilkan yaitu untuk setiap 1 < i <ndan 1 <j < n, maka

det(A) = alelj + aszzj + -+ Clnanj
dan

det(4) = a;;Ci; + a;3Cin + -+ + a;nCiyy
Contoh 2.3.3.9.

Hitunglah det(A) menggunakan reduksi baris dan ekspansi kofaktor

0 1 2
A=12 8 4
3 6 1
Penyelesaian:
Reduksi baris
0 1 2 2 8 4 Baris pertama dan kedua
A=|2 8 4 =-[0 1 2 e
3 6 1 3 6 1 dari A dipertukarkan
1 4 2 Semua faktor bersama
==210 1 2 —| . ! .

3 6 1 yaitu 2 dari baris pertama
dikeluarkan melewati
tanda determinan

1 4 2 -3 kali baris pertama

=-210 1 2 — .
ditambahkan ke baris

0 -6 -5
ketiga
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1 4 2 6 kali baris kedua
==20 1 2 — .
00 7 ditambahkan ke baris
ketiga
1 4 2 Suatu faktor bersama
= (=2)(7 «— ) . .
(=2 )g (1) i yaitu 7 dari baris terakhir
dikeluarkan melewati
tanda deeterminan
=(=2)(MA)
=-14
Ekspansi kofaktor
det(A) 0 1 2
37
3 6 1

=olg 3-1ly T+2l5 ¢

=0—1(2—12) + 2(12 — 24)
=10 — 24

=-14

2.3.4 Matriks Nonsingular, Rank Matriks dan Nulitas
Definisi 2.3.4.1. (Lipschutz, 1991, hal. 45) Sebuah matriks A berukuran n x n

dikatakan nonsingular jika det(A) # 0.

Contoh 2.3.4.2.

21]

a=[, 8 4

4 5



35

Matriks A adalah matriks nonsingular sebab determinan dari A bukan 0.
1 0] _
| " 5| =5-0

=5

Matriks B merupakan matriks singular sebab determinan dari B adalah 0.

Definisi 2.3.4.3. (Anton & Rorres, 2004, hal. 294) Dimensi ruang baris dan ruang
kolom dari sebuah matriks A dinamakan rank dari A dan dinyatakan sebagai
rank(A). Dimensi dari ruang nul A disebut sebagai nulitas (nulity) dari A dan
dinyatakan sebagai nulitas(A).

Nulitas dari suatu matriks A disebut juga kernel atau inti dari matriks A
sehingga dimensi ruang nul dari matriks A sama dengan dimensi dari kernel suatu
matriks A.

Teorema 2.3.4.4. (Anton & Rorres, 2004, hal 295) Jika A adalah matriks dengan
n kolom, maka rank(A) + Nulitas(A) = n.
Bukti:

Diketahui A memiliki n kolom, maka sistem linear homogen Ax = 0
memiliki n faktor yang tidka diketahui (variabel). Variabel ini terbagi dalam dua
kategori yaitu variabel utama dan variabel bebas. Jadi,

[Banyaknya variabel utama] + [Banyaknya variabel bebas] = n.
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Banyaknya variabel utama sama dengan banyaknya 1 utama dalam bentuk eselon

baris tereduksi dari A dan angka ini merupakan rank dari A sehingga diperoleh
rank(A) + [Banyaknya variabel bebas] = n.

Banyaknya variabel bebas sama dengan nulitas dari A sebab nulitas dari A adalah

dimensi ruang solusi dari Ax = 0, yang sama banyaknya dengan parameter pada

solusi umum. Jadi diperoleh

rank(A) + nulitas(A) = n. ]

Contoh 2.3.4.5.

Tentukan rank dan ruang nul dari dari matriks berikut

1 4 5 6 9
3 -2 1 4 -1
1 0 — 1B
2 3 5 7 8

Penyelesaian:

Menggunakan operasi baris elementer diperoleh bentuk eselon baris

tereduksi pada matriks A di atas sebagai berikut.

coopRr
cor o
cCOoORrR R
cCOoRrR N
coN R

Terdapat dua baris tak nol maka ruang baris dan ruang kolom matriks A
berdimensi 2 sehingga rank(A4) = 2 sedangkan ruang nul dari A adalah
banyaknya variabel bebas dari matriks A yaitu 3. Jadi menurut Teorema 2.3.4.4.
diperoleh

rank(A) + nulitas(A) = 5.
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2.3.5 Nilai Eigen
Definisi 2.3.5.1. (Santosa, 2009, hal. 159) Jika A adalah sebuah matriks berukuran
n x n, maka sebuah vektor tak nol X di R™ dinamakan vektor eigen dari A jika AX

adalah kelipatan skalar dari X , yaitu:
AX = X

Skalar A dinamakan nilai eigen dari A, sedangkan X dinamakan vektor eigen yang

bersesuaian dengan A.

Contoh 2.3.5.2.

Vektor x = [é] adalah vektor eigen dari A = [_53 ﬂ yang bersesuaian dengan

nilai eigen A = 2 karena
w=[ ]l

- [120]

Il
N
>l

Berdasarkan Definisi 2.3.5.1., untuk mencari nilai eigen dari matriks A yang

berukuran n x n, maka

AX = AX

AX = AX

(A—ADX = 0 atau (Al — A)X = 0.
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Persamaan di atas akan mempunyai penyelesaian tak nol jika dan hanya jika
det(A—AI) =0 atau det(Al —A) = 0. Persamaan ini disebut persamaan
karakteristik matriks A. Skalar-skalar yang memenuhi persamaan ini disebut nilai
eigen. Apabila diperluas det(A — AI) adalah sebuah polinomial p dalam variabel 1
yang disebut sebagai polinomial karakteristik matriks A. Pada matriks A berukuran
n X n maka polinomial karakteristik A memiliki derajat n dan koefisien variabel A"

adalah 1. Bentuk umum polinomial karakteristik A adalah
p(D) =det(A—AI) = A" — ¢ AV 1+ A2 — o+ 1A F ¢y
Berdasarkan Teorema Dasar Aljabar, persamaan karakteristik
M=y AVt A2 — it A F =0
memiliki sebanyak-banyaknya n solusi yang berbeda.

Contoh 2.3.5.3.

Carilah nilai eigen dari matriks A = [; _82]

Penyelesaian:

m-a=ily i[5 ]

=[5 - %]
2[1:31 /138]



39

Maka polinomial karakteristik dari A adalah

det(l - 4) = det[' 712 ]

=1-1)A-8)+6
=12-91+ 14
dan persamaan karakteristik dari A adalah
*—91+ 14 =0.

Faktor dari persamaan di atas adalah A = 2 dan A = 7. Jadi diperoleh nilai eigen

dari A adalah 2 dan 7.

Berdasarkan penjelasan di atas dapat disimpulkan tentang nilai eigen dalam

teorema berikut.

Teorema 2.3.5.4. (Anton, 1987, hal. 282) Jika A adalah sebuah matriks n X n,

maka pernyataan-pernyataan berikut ini ekuivalen satu sama lain.

a. A adalah nilai eigen dari A.
b. Sistem persamaan (A — A)x = 0 mempunyai solusi tak trivial.
c. Ada sebuah vektor tak nol x di dalam R™ sehingga Ax = Ax.

d. A adalah solusi real dari persamaan karakteristik det(Al — A) = 0.

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa a=b=c=d=a.
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a=Db) 1 merupakan nilai eigen dari matriks A sehingga menurut Definisi 2.3.5.1.

berlaku Ax = Ax dengan x adalah vektor tak nol maka

Ax—Ax =0

(A—ADx = 0.

Karena x tak nol maka sistem persamaan linear

(A — Al)x = 0 harus memenuhi penyelesaian non trivial.

b=c) Karena (A — AI)x = 0 maka

Ax = AIX
Ax = Ax.
c=d) Karena Ax = Ax
Ax = AIX
(A—ADx = 0.

Karena ada x tak nol, maka sistem persamaan linear homogen (4 —

homogen

ADx =0

maka memiliki det(4 — Al)x = 0 dengan A adalah suatu solusi real.

d=a) Karena A adalah penyelesaian real dari persamaan det(A — AI)x = 0, maka

A adalah penyelesaian dari persamaan karakteristik det(A — AI)x = 0 atau

dengan kata lain A adalah nilai eigen dari matriks A.

Vektor eigen dari A bersesuaian dengan sebuah nilai eigen A adalah vektor

tak nol yang memenuhi Ax = Ax. Secara ekuivalen maka vektor eigen yang
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bersesuaian dengan A adalah vektor tak nol di dalam ruang solusi dari
(Al — A)x = 0. Ruang solusi ini disebut ruang eigen dari A yang bersesuaian
dengan A. Dimensi dari ruang eigen merupakan banyaknya solusi dengan variabel
bebas. Oleh karena itu dimensi ruang eigen juga merupakan dimensi ruang nul atau
kernel dari A. Dimensi dari ruang eigen yang bersesuaian dengan A disebut juga

multiplisitas dari A.

Contoh 2.3.5.5.

2 0 O
Carilah ruang eigen dan dimensi ruang eigendariA =1 0 1 ]
1 2 -1

Penyelesaian:

1 0 0 2 0 0
(/U—A)=/1[0 1 O]—[l 0 1]

0 0 1 1 2 -1

A 0 O 2 0 0
=10 4 0|—|1 0 1
0 0 2 1 2 -1

[/1—2 0 0

-1 A -1
-1 -2 A+1

Polinomial karakteristik dari A adalah

A—-2 0 0
det(Al — A) = det| —1 A -1
-1 -2 A+1

=13 -2 —41+4.



42

Persamaan karakteristik dari A yaitu A3 — A% — 41 + 4 = 0 sehingga nilai-nilai

eigendari AadalahA = 1,41 =—-2dan 1 = 2.

X1
X2
X3

Menurut Teorema 2.3.5.4., terdapat vektor x = merupakan vektor eigen dari

A yang bersesuaian dengan A jika dan hanya jika x adalah solusi tak trivial dari

(AI — A)x = 0 yaitu

&% 0 0 X1 0
i el 23)
—1 W sl 0

Jika A = 1, maka persamaan (2.3) menjadi

52 -l
!

Diperoleh persamaan —x; =0, —x; + x, —x3 = 0 dan —x; — 2x, + 2x3 = 0.

[ —x1 + xZ — X3
_Xl = 2x2 + ZX3

Jadi solusi sistem ini adalah x; = 0, x, = sdan x3 = s. Solusi sistem tersebut

merupakan ruang eigen dari A = 1 dan dimensi ruang eigen dari A adalah 1.

Jika A = —2, maka persamaan (2.3) menjadi

EEECR"

—4x, 0
[_xl - 2x2 - x3] = [0]
—x1 - 2x2 - x3 0
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Diperoleh persamaan —4x; = 0, —x; — 2x, — x3 = 0 dan —x; — 2x, —x3 = 0.
Jadi solusi sistem ini adalah x; = 0, x, = —2s dan x3 = s. Solusi sistem tersebut

merupakan ruang eigen dari A = —2 dan dimensi ruang eigen dari A adalah 1.

Jika 1 = 2, maka persamaan (2.3) menjadi

= WEt
4T

—x1 + 2x2 - X3
Diperoleh persamaan —x; + 2x, — x3 = 0 dan —x; — 2x, + 3x3 = 0. Jadi solusi

—x1 = 2x2 + ?)X3

sistem ini adalah x; =s, x, =t danx; = t. Solusi sistem tersebut merupakan

ruang eigen dari A = 2 dan dimensi ruang eigen dari A adalah 2.

2.4  Matriks pada Graf
Sub bab ini menjelaskan tentang graf pada matriks yang akan digunakan
untuk menghitung banyaknya pohon rentangan dan pembuktian teorema pohon

matriks.

Definisi 2.4.1. (Aldous & Wilson, 2003, hal. 113) Misalkan G adalah graf dengan
n titik berlabel 1,2,...,n. Matriks ketetanggan (adjacency) dari graf G
dinotasikan dengan A(G) adalah matriks n X n yang entri pada baris ke-i dan

kolom ke-j adalah banyaknya sisi yang menghubungkan titik i dan j.

Definisi 2.4.2. (Aldous & Wilson, 2003, hal. 123) Misalkan G adalah graf tanpa

loop memiliki n titik berlabel v,, v,, ...., v, dan m sisi berlabel e,, e,, .. .., e, maka
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matriks keterkaitan (incidency) dari graf G dinotasikan dengan M(G) adalah

matriks n X m yang entri pada baris ke-i dan kolom ke-j dinyatakan dengan

@ = {1 jika titik i terkait langsung dengan sisi j
Yo lainnya.

Jika G merupakan graf berarah, maka entri pada matriks M (G) didefiniskan

dengan
1 Jika sisi ke — j menuju vertex i
a;j =9—1  jikasisi ke — j menjauhi vertex i
0 lainnya

Definisi 2.4.3. (Ocansey, 2011, hal. 7) Misalkan G adalah sebuah graf, maka
matriks derajat dari G yang berukuran n X n dan dinotasikan dengan D(G) dapat

dinyatakan dengan

= {deBC) a1 =
D 0 lainnya.

Contoh 2.4.4.

0 1 0 0 2 100 0 110 0
10111| [11000011
AG=10 1 0 1 0 M(G)=[01100000]
01101J 0011000 1
l21010 000 11110
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3000 0
[04000]
DG =|o 0o 2 0 0
00030
000 0 4

Definisi 2.4.5. (Ocansey, 2011, hal. 7) Diberikan G merupakan sebuah graf
sederhana dengan matriks ketetangaan A dan matriks derajat D, maka matriks
laplacian L didefinisikan sebagai selisih antara matriks derajat dan matriks
ketetanggaan (L = D — A). Dengan kata lain, elemen dari matriks L dinyatakan

dengan

deg(v;)
L(G)=1 -1
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2.5  Teorema Pohon Matriks

Sebelum membuktikan teorema pohon matriks pada graf multipartit
lengkap pada bab pembahasan akan dibuktikan terlebih dahulu teorema pohon
matriks umum berikut ini. Pada sub bab ini akan dijelaskan dengan rinci langkah-

langkah pembuktian teorema pohon matriks.

Lemma 2.5.1. (Boomen, 2007, hal. 7) Diberikan graf G dengan n titik maka G

terhubung jika dan hanya jika rank dari matriks keterkaitan M (G) adalah n — 1.
Bukti:

=) Misal diambil sebarang bilangan positif » dengan r < n. Entri-entri baris r
harus mengandung setidaknya satu elemen tidak nol. Hal ini karena ada sisi yang
menghubungkan titik » dengan titik selain r sehingga tidak bertentangan dengan
keterhubungan graf G. Oleh karena itu, tidak ada baris-baris r yang bergantung
linear jika r < n. Menggunakan OBE diperoleh baris n bergantung linear sehingga

rank dari M(G) adalah n — 1.

<) Jika rank(M(G)) = n—1, maka tidak ada baris-baris r < n yang semua
entrinya bernilai 0. Jadi tidak ada titik » yang tidak terhubung dengan titik n — r..

Oleh karena itu G terhubung. [

Jika orientasi arah sisi ke-j menjauhi titik i; dan menuju titik i,, maka
a;, j = —1, a;,; =1 dan entri kolom lainnya bernilai 0. Jadi, setiap kolom dari
M (G) terdiri dari tepat satu elemen —1, satu elemen +1 dan lainnya 0. Jika dibentuk
matriks baru yaitu M(G) dengan menghapus sebarang baris ke-n pada matriks

M (G) maka ada beberapa kolom yang elemennya terdiri satu elemen —1 atau 1 dan
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lainnya 0. Menggunakan OBE diperoleh bahwa setiap baris dari M(G) tidak
bergantung linear. Oleh karena itu, jelas bahwa rank M(G) = rank M(G)

sehingga Lemma 2.5.1., ini berakibat
G terhubung jika dan hanya jika rank M(G) = n — 1

Apabila dibentuk submatriks bujursangkar nonsingular dari M(G) maka
pada submatriks tersebut berlaku sifat khusus untuk mencari determinan. Sebelum
membahas tentang sifat khusus tersebut akan diberikan definisi tentang Total
Unimodular (TU) dan lemma yang terkait dengan TU yang dapat digunakan untuk

membuktikan sifat khusus determinan pada submatriks nonsingular dari M (G).

Definisi 2.5.2. (Boomen, 2007, hal. 8) Diberikan M adalah matriks dengan entri
—1,1 atau 0 sedemikian sehingga setiap kolom mengandung paling banyak satu

entri —1 dan satu entri 1. Maka M adalah Total Unimodular (TU).

Lemma 2.5.3. (Boomen, 2007, hal. 8) Sebuah matriks M berukuran r X s disebut
Total Unimodular (TU) jika setiap submatriks k X k memiliki determinan sama

dengan —1,1 atau 0 (1 < k < min{r, s}).
Bukti:

Menggunakan induksi matematika akan dibuktikan bahwa setiap

submatriks M memiliki determinan —1, 1 atau O.
Untuk k = 1 maka determinannya jelas yaitu —1,1 atau 0.

Asumsikan k > 2 dan M, adalah submatriks M berukuran k X k. Jika M,

memiliki sebuah kolom dengan satu elemen tak nol, maka det(M,) dapat dicari
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dengan memanfaatkan kolom tersebut sehingga diperoleh determinan
det(M,) = + det(M,_,) dengan M, _, adalah submatriks dari M;, yang berukuran
(k—1) x (k—1), dan det(Mj_,) = —1,1 atau 0 dengan hipotesis induksi. Jadi

det(M,) = —1,1 atau 0.

Jika M, tidak memiliki kolom dengan tepat satu elemen tak nol, maka ada

baris-baris dari M, yang semua entrinya adalah 0. Maka det(M;) = 0
Jadi det(M;) = —1,1 atau 0 umtuk semua nilai k. [

Lemma 2.5.4. (Boomen, 2007, hal. 7) Jika B adalah submatriks nonsingular dari

M (G), maka determinan dari B = +1.
Bukti:

Misalkan B adalah submatriks bujursangkar nonsingular dari M(G)
berukuran k X k. Setiap kolom pada matriks M (G) mengandung tepat satu entri
—1, satu entri 1 dan entri lainnya 0. Berdasarkan Definisi 2.5.2., M (G) adalah TU
sehingga diperolen bahwa det(B) = —1,1 atau 0. Oleh sebab B nonsingular

maka det(B) # 0 sehingga det(B) = +1. [

Teorema 2.5.5. Binet-Chaucy (Boomen, 2007, hal. 9) Diberikan R adalah matriks

berukuran m x n dan S matriks berukuran n x m, dengan m < n maka,

det(RS) = z det(Ry,, Ry , ., R, )-det(ST, ST, .., ST )

15k1<k2<"'<km5n
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Bukti:

Elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j dari RS dapat dituliskan dengan

Yk=1Tik - Skj» jadi kolom ke-j juga dapat ditulis (RS); = Y= 1% . - Jadi,
det(RS) = det(RSy, RSy, ..., RS,)
= det(221=1 Ry Sky1) Zky=1RiySkp2s v s Doy =1 Ry, Sk,.m)
= Yk,=15k,1 det(Ry,, 2iy=1RiySky2 s oor Dk, =1 Ry, Sk,m)
Ki=12k,=1 ...Z}(‘pzl Sky1 Sky2 = Skyym A€t(Ry, Ryc,s ooy Rie,)  (2.4)

Jelas bahwa det(Ry,, Ry, ..., Rk, ) = 0 ketika k; = k; untuk i # j. Oleh

karena itu, akan dijumlahkan setiap k; yang berbeda.

Pertama pilih banyaknya m sehingga k4, k5, ..., k.. Pilih m dari 1,...,n
dengan k; < k, < --- < k,, dan kemudin angka-angka tersebut akan dipermutasi
dengan pemutasi o € S,,. Fungsi sgn (o) akan menentukan nilai positf atau negatif
dari hasil permutasi. Jika hasil permutasi genap maka bernilai +1 dan jika permutasi
ganjil maka bernilai —1. Secara umum permutasi determinan dapat dituliskan

sebagai berikut.

det(B(,(l), Bgs(2)s s B(,(n)) = sgn(o) det(By,B,, ..., B,)

Apabila rumus permutasi determinan diterapkan dalam rumus leibniz maka

diperoleh

det(B) = det(By, By, ..., Bp)
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= det(bllel + + blnen, ey bn181 + + bnnen)
= Y6 b15@1) - Pnon) det(egs) - €xen))

= 25 59N (0)b15(1) -+ bnom) (2.5)
Kemudian aplikasikan persamaan (2.5) ke dalam persamaan (2.4) sehingga
diperoleh

det(RS) = Z Z Ska(nlskg(z) 2"'Sk0(m)m det(ng(l) ! ng(z) T Rka(m) )

1<k, <k, <<k, <n o€S,,

= D D SeuSo oS ,nSIN(o) det(Ry Ry Ry )

1<k <k, <<k, <n o€S,

= Z det(Rk1 ) sz yrrny ka ) Z Sgn(o-) Ska‘(l)lskg(z) 2t .Skd(m)m

1<k, <ky <+ <k, <n oeS,,

= > det(R.,R,....R ).det(S] .S ,....S} ) (2.6)

1<k, <k, <+ <k, <n

Maka persamaan (2.6) dapat sederhanakan menjadi

det(RS) = X, () det(R[m]IP]. det(S[PIlml]) ~ m

m

Teorema 2.5.6. (Ocansey, 2011, hal. 7) Diberikan G (V, E) adalah sebuah graf
berlabel terhubung dengan A adalah matriks ketetanggaan (adjacency matrix) dan
D adalah matriks derajat (degree matrix), maka banyaknya pohon rentangan
(spanning tree) dari G dinotasikan dengan 7(G) sama dengan nilai setiap kofaktor

dari matriks laplacian L = D — A dari G.
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Bukti:

Diketahui terdapat graf berlabel terhubung G(V,E) dengan A adalah
matriks ketetangaan dan D adalah matriks derajat maka L adalah matriks laplacian
yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan matriks ketetanggan. Oleh
karena G terhubung, misal m adalah jumlah sisi dan n jumlah titik maka

m=2n-—1.

Dibentuk matriks keterkaitan (incidency matrix) dari graf G yaitu M.
Diketahui G terhubung maka setiap sisi di G pasti bersisian dengan 2 titik di G
sehingga untuk setiap kolom di M setidaknya terdapat dua angka 1 dan n — 2 angka
0. Menggunakan matriks M akan dibuat matriks baru yaitu N dengan ukuran dan
elemen yang sama dengan matriks M tetapi untuk setiap elemen pada kolom matriks
N akan diubah angka 1 paling atas dengan angka —1. Kemudian dibentuk transpos

dari N dinamakan N7sehingga diperoleh

NNT =L,

Jika matriks N berukuran n x m maka matriks N7 berukuran m X n
sehingga hasil perkalian kedua matriks tersebut akan membentuk matriks
bujursangkar berukuran n x n. Berdasarkan aturan perkalian matriks didefinisikan
perkalian NNTsebagai perkalian elemen dari baris i pada N = (N1, Nj3, ..., Nim)

dan kolom j pada N = (N{}, Ny, ..., Ny, ;) dapat ditulis sebagai berikut

[NNT]U = ([N]i1; [N]iZ’ R [N]lm) ([NT]lj' [NT]Zj’ e [NT]m])

= ([N]l'lt [N]iz, i [N]Lm) ([N]]l; [N]]Z' N [N]]m)
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= Yk=1[Nli [N] .

Akan ditunjukkan bahwa setiap entri pada matriks NN sama dengan selisih

antara matriks derajat dengan matriks ketetanggaan.

Jikai = j makanilai [NNT];; sama dengan derajat dari v;. Jika i # j dengan
v;v; € E(G) maka nilai [NN”];; sama dengan O karena tidak ada sisi yang
menghubungkan titik v; dengan titik v;. Jika i # j dengan v;v; € E(G) maka nilai
[NNT];; tidak nol karena menunjukkan ada sisi yang menghubungkan antara titik
v; dan titik v; sehingga nilai dari [NVN"];; adalah —1 atau 1. Kemudian dipilih hasil
penjumlahan terkecil yaitu —1. Oleh karena itu terbukti bahwa untuk setiap entri
dari [NNT];; sama dengan entri matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara

matriks derajat dengan matriks ketetanggaan.

Kemudian akan diselidiki bahwa nilai kofaktor dari matrik laplacian (L)
yang merupakan determinan dari submatriks L adalah banyaknya pohon rentangan
dari G. Misal diberikan T adalah subgraf dari G dengan n titik dan n — 1 sisi. Jika
r adalah sebarang bilangan bulat positif sedemikian sehingga 1 < r < n maka
dapat dibentuk submatriks berukuran (n — 1) X (n — 1) yaitu N’ dari matriks N
dengan menghapus baris ke-r dan kolom yang tidak bersesuaian dengan sisi pada

T.

Asumsikan bahwa jika T adalah pohon maka det(N’) = 1, jika bukan

det(N") = 0.
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Akan dibuktikan jika T bukan pohon maka det(N’) = 0. Diketahui T
memiliki n titik dan n — 1 sisi. Jika T bukan pohon maka T tidak terhubung
sehingga T memiliki komponen terhubung yaitu T = {T;, T, ..., T} untuk k € Z.
Misal dipilih satu komponen terhubung yaitu T; € T sedemikian sehingga v, ¢
V(T,), maka  terbentuk matriks baru N” dengan ukuran
V(T;) X (n — 1) yang diperoleh dengan menghapus semua baris pada matriks N’
yang tidak bersesuaian dengan himpunan titik VV(T;). Oleh karena V (T;) terhubung
maka entri setiap kolom pada N” terdiri dari 2 elemen tak nol dan lainnya nol.
Menggunakan OBE diperoleh bahwa terdapat vektor baris pada N” yang semuanya
entrinya bernilai O sehingga baris-baris pada N” bergantung linear. Sebab baris-
baris pada N” juga merupakan baris pada N’ maka baris-baris pada N’ juga

bergantung linear. Hal ini menyebabkan det(N’) = 0.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa jika T pohon maka det(N”) = 1. Oleh
karena T pohon maka T terhubung sehingga dapat dibentuk matriks N’ berukuran
(n—1) X (n —1). Menurut akibat dari Lemma 2.5.1., matriks N’ memiliki rank
n — 1. N’ merupakan submatriks dari N sehingga entri setiap kolomnya terdiri dari
1, —1 dan 0. Berdasarkan Definisi 2.5.2., matriks N’ adalah TU dan memenuhi
Lemma 2.5.3 bahwa matriks N’ memiliki determinan -1,1 atau 0. Jelas N’ adalah

submatriks nonsingular dari N maka berdasarkan Lemma 2.5.4 det(N’) = +1.

Kemudian akan diselidiki kofaktor dari NNT = L. Dalam aljabar matriks,
terdapat matriks bujursangkar katakan A yang memiliki invers yaitu A= sehingga

diperoleh
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AAT1 2.7)
Jika diketahui A™ = Y adj(A) maka persamaan (2.7) dapat ditulis
sebagai
A Lot ) adj(A) =1

Aadj(A) = det(A) I

Adj(A) merupakan adjoin dari A yang didefiniskan sebagai trasnpos dari

matriks kofaktor A dan | adalah matriks identitas. Pada matriks laplacian L berlaku
L adj(L) = 0.
Hal ini dikarenakan rank(L) < n — 1 sehingga det(L) = 0.

Jika rank(L) < n — 1, maka determinan dari semua submatriks L yang
berukuran (n — 1) X (n — 1) adalah 0 karena rank submatriks tersebut < n — 1.

Oleh karena itu, semua kofaktor dari L bernilai O.

Jika rank (L) =n—1, maka dim(kerL) = 1. Jadi, kerL = ([1, ...,1])

sehingga adj(L) dapat dibentuk menjadi

adj(L) =c |, . . | (dengan c konstan).

Hal ini mengakibatkan bahwa nilai setiap kofaktor L sama untuk Vi, sehingga

dapat dipilin i = 1 dan j = 1 diperoleh

Cll = det[NNT(l,l)]
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Dalam hal ini N; adalah matriks yang diperoleh dengan menghapus baris
pertama pada N dan N adalah matriks yang diperoleh dengan menghapus kolom

pertama dari NT. Menurut teorema Binet-Cauchy diketahui bahwa

det(RS) = z det( R[[m]|P]). det(S[P|[m]]),
re(1)

maka diperoleh
Ciy = det(N{N))

= 5 i) detC: [[m] P det(N] [P [m]])"

m

= 3., 1) det(Ny [ [m] P2

m

2, det(N,[[m][P)*+ > det(N,[[m]|P])*

N;nonsin gular N, sin gular

2. det(N,[[m]|PD)’

N;nonsin gular

= > #

N,nonsin gular

:zl

N;nonsin gular

Oleh karena det(N’) adalah submatriks nonsingular dari N dan pohon
rentangan dari graf G dapat disimpulkan bahwa C;; = det(N;NT) adalah
banyaknya submatriks non-singular dari NNTdan juga banyaknya pohon rentangan

dari G dinotasikan dengan 7(G). Secara umum dapat dituliskan dengan
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Cij = (=™ det(NNT(i,))) = ©(6).

Terbukti bahwa banyaknya pohon rentangan t(G) adalah sama dengan nilai
kofaktor dari matriks laplacian dan matriks laplacian merupakan selisih antara

matriks derajat dan matriks ketetanggaan (L = D — A). [

2.6. Pohon Rentangan dan Nilai Eigen

Pada sub bab sebelumnya dijelaskan tentang pembuktian teorema pohon
matriks. Pada pembuktian tersebut diketahui bahwa banyaknya pohon rentangan
pada suatu graf terhubung dapat dihitung dengan mencari nilai kofaktor dari suatu

matriks laplacian. Secara matematis dapat ditulis sebagai berikut
Cij = (=)™ det(NNT(i,))) = 7(6).

Sub bab ini akan menjelaskan tentang hubungan antara pohon rentangan dengan
nilai eigen. Sebelumnya melalui Lemma 2.6.1 akan dijelaskan bahwa koefisien dari
karakteristik polinomial matriks laplacian yaitu 4 sama dengan jumlah semua nilai

kofaktor dari diagonal utama matriks laplacian.
Lemma 2.6.1. (Liaghat & Saberi, 2015, hal 3) [T**4; = ¥, C;;.
Bukti:

Diketahui L adalah matriks laplacian dengan karakteristik polinomial

sebagai berikut.
P(A) = det(I1 - L)

= An - Cn_lln_l + Cn_zln_z — i Cll $ CO
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Jika diperoleh faktor polinomial karakteristik dari L adalah A4, 4,, ..., 4,, maka

p(A) dapat dituliskan sebagai berikut.
PA=Q1-21)A—-1).1—-1,) An = 0, karenadet(L) = 0 =[]}, A

= A4 =)A= 22) - (A = An1)
n-1 n-1
=A"-2"DY A+ |4
i=1 i=1

Diperoleh nilai koefisien dari A adalah (—1)™ " [T A;.

Akan dibuktikan bahwa nilai koefisien tersebut sama dengan
(D1 Y™ C;. Jika terdapat dua matriks bujursangkar A dan B maka det(A+B)

dapat ditulis

det(A+ B) = Z det(4s, BS)
S

dengan s merupakan iterasi atas himpunan tak kosong dari {1,2,...,n}. Dengan

menerapkan rumus tersebut pada det(/A — L) diperoleh
det(I1 + (~L)) = Z det((I0)s, (~L)5)
S

Diperoleh bahwa det(m + (—L)) = aA|s| untuk beberapa a konstan. Oleh karena

itu koefisien dari A* pada P(1) adalah
(—1)nk Z det(minor — minor utama darin — k).

Hal ini berakibat koefisien dari A adalah (—1)"*"* Y-, C;;.
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Lemma 2.6.1. terbukti benar sehingga untuk Teorema 2.5.6. berakibat

sebagai berikut.

Akibat 2.6.2. (Ocansey, 2011, hal. 13) Diberikan G graf berlabel terhubung
dengan himpunan titik {v,, v, ..., v, } dan L adalah matriks laplacian dari G. Maka

banyaknya pohon rentangan dari G, dinotasikan dengan 7(G) yaitu
l n-1
rG)==]]4
N5ia

dengan A;, untuk i = 1,2, ...,n — 1 bukan nilai eigen yang bernilai 0.
Bukti:

Misal L adalah matriks laplacian dari graf terhubung G. Polinomial

karakteristik dari L dapat dituliskan sebagai berikut.
P(A) = det(I1—L)
= An - Cn_lln_l + Cn_zln_z i i Cll $ Co (28)

Berdasarkan Lemma 2.6.1 koefisien ¢, merupakan jumlah semua kofaktor diagonal
utama dari matriks laplacian. Sebab kofaktor dari matriks laplacian merupakan
banyaknya pohon rentangan pada suatu graf terhubung menurut Teorema 2.5.6,

yang dilambangkan dengan 7(G), maka Teorema 2.5.6. berakibat
¢, = nx1(G). (2.9)

Menurut Lemma 2.6.1. koefisien A juga sama dengan [T/ 4; maka ¢; = [T 4

sehingga diperoleh
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«©)= 114
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BAB Il

PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai pembuktian teorema pohon matriks dan

penerapannya dalam menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit

lengkap (Kp, n,..n,) dengann; < 3,i =1,2,3,dann; € N.

1,M2,..

3.1  Pembuktian Teorema Pohon Matriks pada Graf Multipartit Lengkap

(Kn1,n2.---,nk)

Teorema 3.1.1. Misal K, n, n, adalah graf multipartit lengkap dengan
n; EN,i =1,2,..,k, maka banyaknya pohon rentangan dari graf multipartit

lengkap (K, n,.) adalah

1,M2,...,

k
T(Knl'nzn--,nk) =n"? 1_[(” —ny)™
i=1

Bukti:

Diketahui Ky n, ., adalah graf multipartit lengkap dengan

n, €N,i=1,2,..,k Misal uy,..,u,, €V, , vy,..,v,, €V, dan seterusnya

hingga wy, ..., wy, €V, maka graf multipartit lengkap (Kp, n,..n,) dengan

k 1,12,

n; €N, i =1,2,..,k dapat digambarkan sebagai berikut.

60
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Gambar 3. 1 Graf multipartit lengkap (Kp, n,..n,)

Menggunakan langkah pada Teorema 2.5.6., akan dibuat matriks

ketetanggaan dari graf multipartit lengkap (Kn ) berdasarkan Gambar 3.1

1,12,k
yaitu
0 01 1 1 1
1 - 1

1 -+ 1
A(Knn n): . . A | B A : .o
1120 i1 - 110 --- Of ---11 --- 1
1 1|1 1 0 0
i --- 1112 --- 1| ---10 --- O

Matriks derajat dari graf multipartit lengkap berdasarkan Gambar 3.1. yaitu



D(K

)

n—-n 0 0 0 0 0
o nnlo o olo|o . o
0 0 | n-n, 0 0 0
o - 0] 0 wnnlo|o . o
T A B o =
o 0] 0 w0 |w]0o - nmn
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Kemudian dicari matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks

derajat dan matriks ketetanggaan yaitu

L= D(Kn1,n2....,nk) i A(Knl,nz,...,nk)

n—n 0 =1 -1 -1 -1

6 n-n —:1 —:1 —:1 —:1

-1 -1 | n-n, 0 -1 -1

- —:1 —:1 (; n—n, —:1 —:1

—:1 —:1 —:1 —:1 n—n, 0
—:1 —:1 —.1 —:1 0 n—n,

Matriks derajat dan matriks ketetangaan merupakan matriks bujursangkar

yang ordenya ditentukan berdasarkan banyaknya titik pada suatu graf. Oleh karena

matriks laplacian merupakan selisih antara matriks derajat dengan matriks

ketetanggaan maka orde matriks laplacian sama dengan matriks derajat dan matriks

ketetanggaan. Diketahui bahwa banyaknya titik pada graf multipartit lengkap
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merupakan jumlah semua titik dari setiap partisinya atau dapat ditulis dengan
¥ n;. Jadi, orde dari matriks laplacian adalah ¥ , n; dengan banyaknya kolom

dan banyaknya baris adalah ¥¥_; n;.

Misal Zﬁ;lni = n. Berdasarkan Akibat 2.6.2., akan dicari nilai eigen dari
matriks laplacian L. Misal L; = L — nl, dengan | adalah matriks identitas berukuran

n X n diperoleh

n, 0 -1 =1 1 -1
0 n —:1 1 1 1
B} S 0 1 1
B —:1 0 —;1, 1 1
5 -1 -1 —:1 -n, 0
4o ala el e

Berdasarkan Teorema 2.3.5.4., jelas n adalah nilai eigen dari matriks L.
Kemudian akan dicari multiplisitas dari nilai eigen n. Multiplisitas dari n adalah
dimensi dari ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen n. Sebab ruang eigen
merupakan solusi tak trivial dari (L — nI)x = 0 maka diperoleh dimensi dari ruang
eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen n adalah > k — 1. Dimensi ruang eigen
disebut juga dimensi ruang nul atau kernel dari L —nl sehingga
dim(Ker L,) = dim(Ker L —nl) > k — 1. Maka multiplisitas dari n adalah

>k -1



64

Kemudian akan dicari sisa nilai eigen dari matriks laplacian L. Misal

L, =L — (n—ny)l, maka

0 0| -1 -1 -1 -1

0 0| -1 -1 -1 -1

-1 -1|n-n, 0 -1 -1
L, = ' :

-1 -Lhya n-n, -1 -1

-1 -1 -1 -1 n—n, 0

-1 .. =1 -1 b 0 e n=n,

Diperoleh nilai eigen dari L adalah (n — n,) dan menggunakan cara yang
sama diperoleh dim(Ker L,) = n, — 1 sehingga multiplisitas dari (n — n,) adalah
= n; — 1. Menggunakan langkah yang sama pada V,, ... V,,, akan didapatkan
bahwa n —n; juga merupakan nilai eigen dari L dengan multiplisitas > n; — 1.
Nilai eigen terakhir dari L adalah O dengan multiplisitas 1 karena matriks L
merupakan matriks semidefinit positif. Setelah diketahui semua nilai eigen dari L
yaitu n,n —n; (i = 1,2, ..., k) dan 0 dengan masing-masing multiplisitas k — 1,

n; — 1 dan 1, maka menggunakan Akibat 2.6.1 bahwa t(G) = %]’[?;11 A; diperoleh

1 _ _ —
T(Knl,nz,...,nk) = ;nk 1(” - nl)nl 1 (Tl - nk)nk 1

nk-1 _
= Tl_[izl(n —n;)™ 1

= nk2 H?:l(n —ny)m L
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3.2 Penerapan Teorema Pohon Matriks pada Graf Multipartit Lengkap

(Kn1,n2,...,nk)
Setelah membuktikan teorema pohon matriks akan diterapkan teorema

tersebut pada graf multipartit lengkap (Kn _mk). Adapun langkah-langkah untuk

LN,
menentukan banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap
(Knyn,,..n,) dengan n; < 3,1 = 1,2,3 dan n; € N menurut Teorema 2.5.6 yaitu

1. Gambarlah graf multipartit lengkap.

2. Tentukan matriks ketetanggaan dari graf multipartit lengkap yang telah
digambar.

3. Tentukan matriks derajat dari graf multipartit lengkap yang telah
digambar.

4. Cari matriks laplacian dengan mengurangkan matriks derajat dan
matriks ketetanggaan.

5. Cari nilai kofaktor dari matriks laplacian sebab menurut Teorema 2.5.6.
nilai kofaktor dari matriks laplacian merupakan banyaknya pohon
rentangan pada suatu graf terhubung. Berdasarkan pembuktian Teorema
2.5.6. diperoleh bahwa nilai semua kofaktor dari matriks laplacian sama
sehingga untuk perhitungan pada sub bab 3.2.1 akan dihitung nilai
kofaktor pada C, ;.

6. Bandingkan hasil perhitungan pada Teorema 2.5.6. dengan Teorema

3.1.1.
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3.2.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,1, ,,3)

3.2.1.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K111)

Graf multipartit lengkap (K ; ;) dapat digambarkan sebagai berikut

%1

Wy
Gambar 3. 2 Graf Multiparti Lengkap (Kq.1.1)

Berdasarkan Gambar 3.2., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0 1 1
A(Kl,l,l) = [1 0 1]
1 1 0

dan matriks derajat sebagai berikut

N

2 0 0
D(Ky11) = [0 0]
0 0 2

Setelah memperoleh matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matrikS ketetanggaan L(Kl,l,l) = D(Kl,l,l) - A(Kl,l,l)'

L(K1,1,1) = D(K1,1,1) - A(K1,1,1)

2 0 0 01 1
=[{0 2 O|—(1 0 1

0 0 2 1 10
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Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6., bahwa semua nilai kofaktor sama maka dipilih i =1 dan j =1
sehingga diperoleh

Ci1 5 (_1)1+1M11
DAy 2 -1
(N Y

=4-1

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1)

adalah 3.

3.2.1.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kq12)

Graf multipartit lengkap (K ; ,) dapat digambarkan sebagai berikut

V1

Ww»

Gambar 3. 3 Graf multipartit lengkap (K1 1 2)
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Berdasarkan Gambar 3.3., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0 1 1 1
1 0 1 1
AKiaz) =1 1 ¢ o
11 0 0
dan matriks derajat sebagai berikut
30 00
0 3 00
DKz)=lg o 2 o
0 0 0 2

Setelah memperoleh matriks ketetanggan dan matriks derajat, akan dihitung
matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan matriks

ketetanggaan L(Kl,l,Z) = D(Kl,l,Z) “ A(Kl,l,Z)'

L(K1,1,2) = D(K1,1,2) - A(K1,1,2)

3 0 0 0 0 1 1 1
_10 3 0 0] |1 0 1 1
1o 0 2 0 1 1 0 0

0 0 0 2 110 0

Ty g B |
— I LFVVRIN 1
Ny 4 0
—RAi—1 0 2

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6., bahwa semua nilai kofaktor sama maka dipilih i =1 dan j =1
sehingga diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11
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Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Ky 1)

adalah 8.

3.2.1.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,1,3)

Graf multipartit lengkap (K ; ;) dapat digambarkan sebagai berikut

U

Gambar 3. 4 Graf multipartit lengkap (K113)

Berdasarkan Gambar 3.4., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

ORp-H yi/7 1
d, Oal gl 1]
A(Ky13)=[1 1 0 0 0
1 1 0 0 O
1 1 0 0 O
dan matriks derajat sebagai berikut
[4 0 0 O 0]
|0 4 0 O 0|
D(Ki13)=|0 0 2 0 0
lO 0 0 2 OJ
0 0 0 0 2
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Setelah memperoleh matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K;13) = D(Ky13) — A(Ky13).

L(K1,1,3) = D(K1,1,3) - A(K1,1,3)

[4 0 0 O 0] [0 1 1 1 1]
[0 4 0 0 O] [1 O 1 1 1
=lo 0 2 0o ol-l1 1 0 o ol
llO 0 0 2 0J| lll 1 0 O 0J|
0O 0 0 0 2 1 1 0 0 O
[ -1 -1 -1 —1]

EAe® 5% 1 &4
= [B 18R 1e Fmmop 40Y]

I—1 -1 0 2 0I

l—1 -1 0 0 2J

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6., bahwa semua nilai kofaktor sama maka dipilih i =1 dan j =1
sehingga diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11

4 -1 -1 =1

JALINFL IR/ o
=D -1 0 2 0
“1A 0l 0A 2

=20

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kl,l,g)

adalah 20.
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Setelah mencari banyaknya pohon rentangan menggunakan Teorema 2.5.6.,
akan dicari banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Ky1,,)

dengan n; < 3,n3; € N menggunakan Teorema 3.1.1., disajikan pada tabel sebagai

berikut
Tabel 3. 1 Graf Multipartit Lengkap (K11.,)
No. | Graf Multipartit Lengkap 7(6) (K1,1,n3)
(K11,
- (K111 3=32G - DG - DG - D
2 (K1,1,2) 8 =432(4— )14 — 1) 14 —2)!
3 (K1) 20 = 5372(5 — 1)171(5 — 1)171(5 — 3)3"¢

Berdasarkan Tabel 3.1., terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon

rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,1,n3) adalah
T(Kiin,) =0 2 (n =D (= D) (n—ng)™ !
3.2.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,2, ns)

3.2.2.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,z,1)

Graf multipartit lengkap (Kl,Z,l) dapat digambarkan sebagai berikut
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Wy
Gambar 3. 5 Graf Multipartit Lengkap (Kq2,1)

Berdasarkan Gambar 3.5., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0 1 1 1
1 0 0 1
A(Kyz1) = 1 ol 1
1 1 1 0
dan matriks derajat sebagai berikut
3 0 0 O
0 2 0 O
D(Kiz1) = 00 2 0
0O 0 0 3

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matrikS ketetanggaaﬂ L(Kl,z,l) = D(Kl,z,l) . A(Kl,z,l)'

L(K1,2,1) = D(Kl,z,l) e A(K1,2,1)

|

coow
OO N O
oNn oo
wo oo
_0 O R
N R R
O R R
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3 -1 -1 -1
-1 2 0 -1
-1 0o 2 -1

-1 -1 -1 3

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6., bahwa semua nilai kofaktor sama maka dipilih i =1 dan j =1

sehingga diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11
2 0o -1
= (—1)2 0 2 -1
-1 -1 3
=8

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kl,z,l)

adalah 8.

3.2.2.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,z,z)

Graf multipartit lengkap (KLZ,Z) dapat digambarkan sebagai berikut

%1

w»
Wy

Gambar 3. 6 Graf Multipartit Lengkap (K122)
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Berdasarkan Gambar 3.6., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0 1 1 11
10 0 1 1]
A(Kiz2)=[1 0 0 1 1
1 1 1 0 O
1 1.1 0 O
dan matriks derajat sebagai berikut
[4 0 0 O 0]
[0 3 0 0 Of
D(Ky,,) =10 0 3 0 ol
llO (N OPE OJI
0 0 0 0 3

Setelah memperoleh matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matl'ikS ketetanggaan L(Kl,Z,Z) - D(KI,Z,Z) - A(KI,Z,Z)'

L(K1,2,2) = D(K1,2,2) L A(K1,2,2)

4 0 0 0 0] (0 1 1 1 1
03000][10011]
=lo 0o 3 0 o/]-]1 0 0 1 1
000 30f (11100
OCIABMPC 3 INIVERSOITY

%1 N1 F9/ 3l —1'|
-1 3 0O -1 -1
=|-1 0 B 6141
-1 -1 -1 3 0 J
-1 -1 -1 0 3

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga

diperoleh
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Ci1 = (_1)1+1M11

3 0 -1 -1
_ 2|0 3 -1 -1
_(1)—1—130

-1 -1 0 3
=45

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (KLZ'Z)

adalah 45.

3.2.2.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1.2,3)

Graf multipartit lengkap (K , ;) dapat dinambarkan sebagai berikut
U1

w3
w»
141

Gambar 3. 7 Graf Multipartit Lengkap (K1,2,3)

Berdasarkan Gambar 3.7., diperoleh matriks ketetanggan sebagai berikut

A(K1,2,3) =

moR R RO
NN R =
NN R =
CoOOoO R R R
cCoOo R R Rm
CoOOo R R, R
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dan matriks derajat sebagai berikut

D(K1,2,3) =

coocoocowut
cocoocohsoO
cocohsoO
cowooo
cwoooo
wooooo

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K;,3) = D(K;23) — A(Ki23).

L(K1,2,3) = D(K1,2,3) B A(K1,2,3)

5 0 0 0 0 01 (0 1 1 1 1 17
0 4 0 0 0 O 1 0 0 1 1 1
|10 0 4 0 0 0] (100 1 11
10 0o o300/ 1111000
0 0 0 0 3 0 1 1.1 0 0 O
0 0 0 0 0 34 L1 1.1 0 0 O
5 -1 -1 -1 -1 -—17

-1 4 o -1 -1 -1

-1 0 4 -1 -1 -1

-1 -1 -1 3 0 0

=1 =1 =1 -0 3 0

—1a w1 ,—1g ,0 0 3 -

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11



Jadi banyaknya pohon

4
0
= (-1)?|-1
-1
-1

=216

adalah 216.
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0 -1 -1 -1
4 -1 -1 -1

-1 3 0 0
-1 0 3 0
-1 0 0 3

rentangan pada graf multipartit lengkap (Ky23)

Setelah mencari banyaknya pohon rentangan menggunakan Teorema 2.5.6.,

akan dicari banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kl,z,ng)

dengan n; < 3,n3; € N menggunakan Teorema 3.1.1., disajikan pada tabel sebagai

berikut
Tabel 3. 2 Graf Multipartit Lengkap (K12, )
No. | Graf Multipartit Lengkap 7(G) (K12n,)
(Kl,Z,n3)
L (Ky21) 8=424-1"'4 -2 ¢ -1
2. G ) 45 =5372(5 - DI"1(5 - 2)2"1(5 - 2)*!
3. (Ki23) 216 = 6372(6 — 1)171(6 — 2)2"1(6 — 3)3"!

Berdasarkan Tabel 3.2., terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon

rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,2,n3) adalah

©(Kiom,) =0 72 (n = D) (n = 2)*> " (n = ng)™ "
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3.2.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kl,g, n3)

3.2.3.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,3,1)
Graf multipartit lengkap (K 5 ;) dapat digambarkan sebagai berikut
V1

)

1241

Gambar 3. 8 Graf Multipartit Lengkap (Kq31)

Berdasarkan Gambar 3.8., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0 1 1 1 1
1 0 0 0 1]
A(Ky31)=[1 0 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 0
dan matriks derajat sebagai berikut
[4 0 0 O 0]
|0 2 00 0|
D(Ky31)=|0 0 2 0 0
lO 0 0 2 OJ
0 0 0 0 4

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K;31) = D(K131) — A(K131)-
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L(K1,3,1) = D(K1,3,1) - A(K1,3,1)

4 0 0 O O] [0 1 1 1 1]
0 2 00 OI |1 0 0 O 1|
=10 0 2 0 Ol—-11 0 O0 O0 1
0 0 0 2 OI I1 0 0 O 1I
0 0 0 O 4J l1 1 1 1 OJ

4 -1 -1 -1 -1
il e PR, el
= |3 pmfln 40 Nkl

1 0 0 2 —1J
|5 R o N 4

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut

Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga

diperoleh
C11 = (—1)1+1M11
2 0 0 -1
_ . .\2| 0 2 0 -1
=D 0 0 2 -1

-1 -1 -1 4

=20

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kys1)

adalah 20.

3.2.3.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Klrg,z)

Graf multipartit lengkap (Kllglz) dapat digambarkan sebagai berikut
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VU,

Uq

W2
Wy
Gambar 3. 9 Graf Multipartit Lengkap (Kq32)

Berdasarkan Gambar 3.9., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A(K1,3,2) =

L
N e =Rl
el == =
RO O 0O

COR R, R, R
COR R R R

dan matriks derajat sebagai berikut

D(K1,3,2) =

cococoocu
cowo oo

OO OO WwWOo
SO OO WwWoOo
o b OO OO
-FOOOOOI

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K;3,) = D(K132) — A(K132).

L(K1,3,2) = D(K1,3,2) - A(K1,3,2)



81

OO WO oo

R R RO
N e R =R=
N e R =R=
_ O OO

cCoococou
coocoocwo
coowo o
ohococoO
Pooocoo
COoOR R RBR
COoOR R RBR

5 -1 -1 -1 -1 -1
-1 3 0 0o -1 -1
-1 0 3 0 -1 -1
-1 0 0 o =L
-l Wyt ol - 0

3l ST iy i O 4

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (—1)1+1M11

3 0 0 -1 -1
0 3 0 -1 -1
=(-D?*lo0 0 3 -1 -1
-1 -1 -1 4 0
-1 -1 -1 0 4

= 216

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kys5)

adalah 216.

3.2.3.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1’3,3)

Graf multipartit lengkap (K1,3,3) dapat digambarkan sebagai berikut
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W3
w»
Wy

Gambar 3. 10 Graf Mulipartit Lengkap (Kq33)

Berdasarkan Gambar 3.10., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0

A(K1,3,3) -

[N NN

R R RO OoOR
R R RO OoOR
NN =R =l
CoOOoR R R R
CoOOoOR R R, R
CooRrR R REE

dan matriks derajat sebagai berikut

D(K1,3,3) 5

coocoocoocoo
coococoao
coocobh oo
coobh~ocoO
cobhoocoOo
ochocOoOCcOoO
PO OO O OO

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K;33) = D(K;33) — A(K133).
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L(K1,3,3) = D(K1,3,3) - A(K1,3,3)

6 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1
0 4 0 0 0 0O 1 0 00 1 1 1
0 04 0 0 00O 1 0 00 1 1 1
=0 0 0 4 0 0 O|]—J1 0 0 0 1 1 1
0 00 0 4 00 1111000
0 000 0 40 1 111000
0 0 0 000 4 1117 1 1 0 0 O

"6 byl R amml 17
-1 4 0 el B —1
2l S 4 g I -1
=|-1 0 0 4 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 4 0 0

Al il il Ny ] 4 0

G PGl ¢ 0 4

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

C11 = (_1)1+1M11

4 0 0 -1 -1 -1
0 4 0 -1 -1 -1
o ol Danal ¢ sk viiibiesalime]
E ESPAMICG UNIVERSITY
L1 IZ1A-T1 bl A £ 0
L1 B R B0 /0A \4

=1792

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,3,3)

adalah 1792.

Setelah mencari banyaknya pohon rentangan menggunakan Teorema 2.5.6.,

akan dicari banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K35, )
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dengan n; < 3,n; € N menggunakan Teorema 3.1.1., disajikan pada tabel sebagai

berikut
Tabel 3. 3 Graf Multipartit Lengkap (K1,3.,,)
No. | Graf Multipartit Lengkap 7(G) (K1,3,n3)
(K13,
= (K13,1) 20 = 53-2(5 — 1)171(5 — 3)371(5 — 1)1-1
2 (Ki32) 216 = 6372(6— 1)171(6 — 3)371(6 — 2)271
3. (Ky33) 1792 = 752(7 = 1)i-1(7 = 3)°-1(7 = 3)°-1

Berdasarkan Tabel 3.3., terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon

rentangan pada graf multipartit lengkap (K1,3,n3) adalah
T(K1,3,n3) =nf2(n - 1) (n—-3)3 " (n—ny)=t
3.2.4 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,1, ns)

3.2.4.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,1,1)

Graf multipartit lengkap (Kz,1,1) dapat digambarkan sebagai berikut

%1

Wy

Gambar 3. 11 Graf Multipartit Lengkap (K31 4)
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Berdasarkan Gambar 3.11., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0 01 1
0 01 1
AKza1) =11 1 o 1
11 1 0
dan matriks derajat sebagai berikut
2 0 0O
0 2 00
D(Kz11) =g o 3 o
0 0 0 3

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K311) = D(Kz11) — A(K311).

L(K2,1,1) = D(K2,1,1) - A(K2,1,1)

2 0 0 0 0 01 1
_10 2 0 0] |0 0 1 1
1o 0 3 0 1 1 0 1

0 0 0 3 111 0

[ 2 V- ey |

0 ATA G N
AN 3 A
=5 W Ea B |\ VK]

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11
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2 -1 -1
=(-1*-1 3 -1

-1 -1 3
=38

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1)

adalah 8.

3.2.4.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K2,12)

Graf multipartit lengkap (K, , ) dapat digambarkan sebagai berikut

V1

w»

wy

Gambar 3. 12 Graf multipartit lengkap (K212)

Berdasarkan Gambar 3.12., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

AV VA
[00111]
A(K2,1,2)=[1 10 1IN 1‘
11100
11100

dan matriks derajat sebagai berikut
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300 0 0
03000]
D(K2,1,2)=l0 0 4 0 oj
000 3 0
0000 3

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K31,) = D(K312) — A(K312).

L(K2,1,2) = D(K2,1,2) & A(K2,1,2)

[300001[001111
o 3.0 0 o] |0 0 1 1 1
=lo o 4 0 ol-l1 1 0 1 1|
[00030Jl11100J
0o o0 o0 3 L1 1100

3 0 -1 -1 -1y
0z, -1 -1 |
T N1 14

[
I
I
[—1 -1 -1 3 oJ
-1 -1 -1 0 3

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 T (_1)1+1M11

3 -1 -1 -1
2|1 4 -1 41
=CDTy 1 3 o

-1 -1 0 3

= 45
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Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K1)

adalah 45.

3.2.4.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,l,g)

Graf multipartit lengkap (K2,1,3) dapat digambarkan sebagai berikut

%1

w»

W1
Gambar 3. 13 Graf murupartit lengkap (K, 13)

Berdasarkan Gambar 3.13., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A(K2,1,3) —

NN =)
NN e =
NN R SN
CoOOoOR R R
COoOO R R Rm
cCooRrRrE

dan matriks derajat sebagai berikut

D(K2,1,3) =

cCooc oo
cocooco ko
coocuio o
cowo oo
cwoooo
wooooo

Setelah memperoleh matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matrikS ketetanggaaﬂ L(K2’1‘3) = D(K2‘1‘3) - A(K2’1,3).
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L(K2,1,3) = D(K2,1,3) - A(K2,1,3)

NN Y=
NN e =)
NN Y S

(=N oo o S
(= eNeh N e
(=i ) s

SCoocoo s
coocobsoO
cowo oo
ocwoooo
wooooo

S O o uU1Lo O

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

C11 = (_1)1+1M11

4 -1 -1 -1 -1
-1 5 -1 -1 -1
=(-1D?|-1 -1 3 0 0
P O [ WOVRN HN
-1 -1 0 0 3

=216

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,l,g)

adalah 216.

Setelah mencari banyaknya pohon rentangan menggunakan Teorema 2.5.6.,

akan dicari banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K25, )
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dengan n; < 3,n; € N menggunakan Teorema 3.1.1., disajikan pada tabel sebagai

berikut
Tabel 3. 4 Graf Multipartit Lengkap (K21.4,)
No. | Graf Multipartit Lengkap 7(G) (Ky1m,)
(Kz,l,ns)
1. (K1) 8=432(4-2)2"14 -1 -1t
2. (K312) 45 = 5372(5 — 2)271(5 — 1)171(5 — 2)271
3. (Ky13) 216 =6372(6—2)>"1(6 — D" (6—3)%1

Berdasarkan Tabel 3.4., terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon

rentangan pada graf multipartit lengkap (K2,1,n3) adalah
T(Kz1m,) =0 2 (n = 2)* ' (n = D' M (n = ng)™
3.2.5 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,z, ns)

3.2.5.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,z,1)

Graf multipartit lengkap (Kz,z,1) dapat digambarkan sebagai berikut

Uy

Wy

Gambar 3. 14 Graf multipartit lengkap (K1)
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Berdasarkan Gambar 3.14., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0 01 1 1
[0 0 1 1 1]
A(Kzpzp)=|1 1 0 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 10
dan matriks derajat sebagai berikut
[3 0 0 O O]
[0 3 0 0 Of
D(Kz2,) =10 0 3 0 ol
llO () L A OJI
0 0 0 0 4

Setelah memperoleh matriks ketetanggaa dan matriks derajat, akan dihitung
matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan matriks

ketetanggaan L(K;51) = D(Ky21) — A(Ko21).

L(K2,2,1) = D(K2,2,1) - A(K2,2,1)

3 0 00 0] (0 01 1 1
03000][00111]
=lo 0o 3 0 o]-]1 1 0 0 1
000 30f 11001
T IRJ0A MAKE LINIVIERSP

0 3 -1 -1 -1
=0-1 .—1¥ 3A 0o —1‘

1 3 0N — 1N —1'|

-1 -1 0 3 -1
-1 -1 -1 -1 4

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga

diperoleh
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Ci1 = (_1)1+1M11

3 -1 -1 -1
_ . a2|-1 3 0 -1
=D -1 0 3 -1

-1 -1 -1 4
= 45

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,z,1)

adalah 45.

3.2.5.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,z,z)

Graf multipartit lengkap (K, ) dapat digambarkan sebagai berikut

U

w»
w1

Gambar 3. 15 Graf multipartit lengkap (K5 )

Berdasarkan Gambar 3.15., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A(Kz,z,z) =

NN =
R R R, PROO
N =
N =

COR R RRER
COR R
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dan matriks derajat sebagai berikut

D(Kz,z,z) =

SCoocoo s
coocoso
coohs~oOO

SO O OO
SO~ OO OO
B O O O oo

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K;,,) = D(K322) — A(K322).

L(Kz,z,z) = D(Kz,z,z) — A(Kz,z,z)

Cooc oo
coocohso
coohso o

NN NN =)
[N NN e =

coh~c OO
o oocoo
SO oo oo
R R OO R R
R R, OOR R
COR R R R
COR R R R

ELICGIA MICT 1M 0
el P =Y ) Ry g 1 4

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11
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4 -1 -1 -1 -1
-1 4 0 -1 -1
=(-1D?-1 0 4 -1 -1
-1 -1 -1 4 0
-1 -1 -1 0 4

= 384

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K522)

adalah 384.

3.2.5.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,z,g)

Graf multipartit lengkap (K2,2,3) dapat digambarkan sebagai berikut
U1

Uq

Uz

w
W, 3
Wy

Gambar 3. 16 Graf multipartit lengkap (K, 2 3)

Berdasarkan Gambar 3.16., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0 0 1 1 1 1 1
0011111
1100111
A(Kyp3)=11 1 0 0 1 1 1
1111000
1111000
1111 0 0 o
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dan matriks derajat sebagai berikut

D (K2,2,3) =

cCoocoocoou
coococoocwuio
coocouvioo
coocuio oo
cobhococoOoO
ohocoocoocoo
AOOoCOOoCo oo

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K;,3) = D(K323) — A(K3 2 3).

L(K2,2,3) = D(K2,2,3) 4 A(K2,2,3)

Y = W )
S N = W = Ml o R S G WY
COoOOR R R R
COoOOR R RR
CoOoRr R, LR

Il
coococoow
coocococuio
cocoococuio o
coocuio oo
cohroOoOCO
ohococoo o

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (-D''Myy



= (-1?

= 2800

adalah 2800.
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Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K2,2,3)

Setelah mencari banyaknya pohon rentangan menggunakan Teorema 2.5.6.,

akan dicari banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K25, )

dengan n; < 3,n3; € N menggunakan Teorema 3.1.1., disajikan pada tabel sebagai

berikut
Tabel 3. 5 Graf Multipartit Lengkap (K22, )
No. | Graf Multipartit Lengkap 7(G) (Kz2n,)
(KZ,Z,n3)
1 (K2,21) 45 = 5372(5 — 2)271(5 — 2)271(5 — 1)1
2. (K222) 384 = 637%(6—2)2"1(6—2)*"1(6—2)*!
3. (K2,23) 2800 = 7372(7 — 2)271(7 — 2)271(7 — 3)371

Berdasarkan Tabel 3.4., terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon

rentangan pada graf multipartit lengkap (K2,2,n3) adalah

©(Kz2m,) =0 72 (n = 2)*"(n = 2)* "1 (n — ng)™ "
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3.2.6 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz,g, n3)

3.2.6.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K2,3,1)

Graf multipartit lengkap (K3, ) dapat digambarkan sebagai berikut

V1
V)
u1 ﬁ 173
Uy
41

Gambar 3. 17 Graf multipartit lengkap (K5 31)

Berdasarkan Gambar 3.17., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A(K2,3,1) —

NN =
NN =
_, O OO R
N e = =
,FO OO R R
O R R R R R

dan matriks derajat sebagai berikut

D(K2,3,1) =

coocoo s
coocobho
coocowoo
cowooo
cwoooo

1o O O OO

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K;31) = D(K331) — A(K231).
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L(K2,3,1) = D(K2,3,1) - A(K2,3,1)

LIJ'IOOOOCID
_ O O O R =
[ S G S G U N

NN Y=
NN e =)
mOoO OO R R
mPC OO R MR

Soocoo s
coocoho
coocowo o
cowo oo
cwoooo

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11

4 -1 -1 -1 -1
-1 3 0 0 -1
=(-1D?-1 0 3 0 -1
P O N NN S, |
-1 -1 -1 -1 5

=216

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kml)

adalah 216.

3.2.6.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K2,3,2)

Graf multipartit lengkap (K2,3,2) dapat digambarkan sebagai berikut
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V1

%)

Uy

w»
Wy

Gambar 3. 18 Graf multipartit lengkap (K33 2)
Berdasarkan Gambar 3.18., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

0

A (Kz,z,z) =

[ G = I =)
_ im0 O R
_m, OO0 O R
COR R R RR
COR R R, |

(LN Y
RFR OO OR R

dan matriks derajat sebagai berikut

D (Kz,z,z) =

S O O o uUlo
OO O H»O O
S O O OO

Coocooou

OO OO OO
O U1 O OO OO
U1 O OO O OO

0 0O
Setelah memperoleh matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan

dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matrikS ketetanggaaﬂ L(K2’3‘2) = D(K2‘3‘2) - A(K2,3,2)'

L(Kz,s,z) = D(K2,3,2) - A(K2,3,2)
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5 0 0 0 00 0 00 1 1 1 1 1
0500000 0 01 1111
0 04 0 00O 110 0 0 1 1
=0 0 0 4 0 0 O]—|1 1 00 0 11
0 000 4 00 110 0 0 1 1
0 00 00O 50 1 111100
0 0 0 00 05 111111 0 O

—igral —-Ta~1 3 Ve 0
=k G Pyl U 5

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11

5 -1 -1 -1 -1 -1
-1 4 0 0 -1 -1
_ -1 0 4 o0 -1 -1
=1 -1 0 0 4 -1 -1
1 N VERUTY 0
-1 -1 -1 -1 0 5

= 2800

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kzs32)

adalah 2800.

3.2.6.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz’g,g)

Graf multipartit lengkap (K2,3,3) dapat digambarkan sebagai berikut



Gambar 3. 19 Graf multipartit lengkap (K, 33)

101

Berdasarkan Gambar 3.19., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A (K2,3,3) =

LN NN =)

dan matriks derajat sebagai berikut

D (K2,3,3) =

coocooc oo

L0

Setelah memperoleh matriks ketetanggaan dan

O N S = N =

(=2 e R e e e o) W @)

0

[ S O e Yl = o T S SR

SO oo U1TO O

0

R R R, OO OR R

S oo uU1TOoO OO

0

R R R, OO OR R

SO U1TOoO O OO

0

C OO R R R ERE

S U1 O OO OO

0

COoOORRRRR

S U1T O OO O OO

5
matriks derajat, akan

COoOO R R, R, LR

SO OO0 0 oo

dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matrikS ketetanggaaﬂ L(K2’3‘3) = D(K2‘3‘3) - A(K2’3'3)
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L(Kz,s,s) = D(K2,3,3) - A(K2,3,3)

cCoococooco oo
coococuvioo o
Moocoocooo
LN NN =
e e e e e = =)
R R R, OO O R R
R R R, OO O R R
R PR OOOR R

COoOOoORRRRR
COoOOoORRRRR
COoOOoORRRRR

S OO OO OO
SO O O o uUlo
S oo uU1To OO
OO U1TO OO OO
SO U1 O OO O OO

—1 S S — T TS 0 0
-1 B P Y 5 0
- &7 L =7 0 5

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11

RTDAE1/AA Bof /E F-1/%1 —1

= 30000

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K2,3,3)

adalah 30000.
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Setelah mencari banyaknya pohon rentangan menggunakan Teorema 2.5.6.,

akan dicari banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kz3.,)

dengan n; < 3,n; € N menggunakan Teorema 3.1.1., disajikan pada tabel sebagai

berikut
Tabel 3. 6 Graf Multipartit Lengkap (K2,3.,,)
No. | Graf Multipartit Lengkap 7(6) (K2‘3‘n3)
(K23m,)
- (K231 216 = 672(6 — 2)> (6~ 37 (6~ D!
2 (K232) 2800 = 7372(7 — 2)2°1(7 = 3)371(7 — 2)? 1

Berdasarkan Tabel 3.6., terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon

rentangan pada graf multipartit lengkap (K2,3,n3) adalah

T(K2,3,n3) =n*"2(n -

2)>71(n = 3)> 7 (n — )"

3.2.7 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kg,l' ns)

3.2.7.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kg,m)

Uq

Uy

Us

Graf multipartit lengkap (K3,1,1) dapat digambarkan sebagai berikut

V1

Wy

Gambar 3. 20 Graf multipartit lengkap (K3 11)
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Berdasarkan Gambar 3.20., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

dan matriks derajat sebagai berikut

[2
|0
[0

;

D(K3,1,1) -

Setelah memperoleh matriks ketetanggaan dan

= -0 O O

_ -0 oo

_ O R =
—_

S oo NO

SO NO O

oSO s~ O OO
=

matriks derajat, akan

dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K311) = D(K311) — A(K311).

L(K3,1,1) = D(K3,1,1) B A(K3,1,1)

01

Il
cCooco N
cooNnOo
coNno o
oo oo

2 0 0
AR 4 A
AfoRl g8 AL
MV A B
g A K

-1

[O
o|-|

i

0 0 1 1'|
0 0 0 1 1|
0 0 0 1 1
1 1 1 0 1J
1 11 1 0
-1
-1

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut

Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga

diperoleh

Ci1 = (-D''Myy
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2 0 -1 -1
0 2 -1 -1
-1 -1 4 -1
-1 -1 -1 4

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,1,1)

adalah 20.

3.2.7.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K312)

Graf multipartit lengkap (K, ,) dapat digambarkan sebagai berikut

w»
141

Gambar 3. 21 Graf multipartit lengkap (K3 1)

Berdasarkan Gambar 3.21., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A(K3,1,2) =

NN N =
_mm o oo
NN ==

_m O R R
cCoR R R R
SO R R R,

dan matriks derajat sebagai berikut
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3 0 0 0 0 O
03 000 0
003 00 0

D(K3'1'2):000500
000 0 4 0
0 0 0 0 0 4

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matrikS ketetanggaan L(K3’1'2) e D(K3'1‘2) 7 A(K3,1,2)'

L(K3,1,2) = D(K3,1,2) - A(K3,1,2)

couvio oo
SO oo oo
|

Rmm o oo
N =N =)
N =N =)

oo o0 WO
OO O WO o
o~ OO0 OO
N =l
CO R R R, R
CO R R R R

cCoococow

Eln WhES gt
0 3 0 -1 -1 -1
o 0 3 -1 -1 -1
-1 -1 -1 5 -1 -1
e 11 L e
o L L e

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11

3 0 -1 -1 -1
0 3 -1 -1 -1
=(-1%-1 -1 5 -1 -1
-1 -1 -1 4 0
-1 -1 -1 0 4
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=216

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Ks1)

adalah 216.

3.2.7.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kg,l’g)

Graf multipartit lengkap (K, 3) dapat digambarkan sebagai berikut

w3
w»
41

Gambar 3. 22 Graf multipartit lengkap (K 3)

Berdasarkan Gambar 3.22., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

[0

A(K3,1,3) =

NN =

R PR PRP,OOO
R PR PRPOOO
NN Y S ST
COoOORRRR
COoOOR R RR
CooRrRrRELE

dan matriks derajat sebagai berikut
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D(K3,1,3) =

S OO OO HN~O
SO OO H~OO
SO OO OO
SO OO OO
OB OO O OO
B O OO O oo

SCoococo o s

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K313) = D(K313) — A(K313).

L(K3,1,3) = D(K3,1,3) . A(K3,1,3)

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 4 00 0 0O 0 001 1 11
] Bumfde @ ON OPZ0 0 001 1 11
=0 0 06 00 O0]—-J12T 1.1 0 1 11
0 000 4 00 11110 00
0 0 00 0 4 O 1 111 00 0
0 0 0 000 4 11111000

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11
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— (—1)2
_(1)—1—1—1400

=1791

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,1,3)

adalah 1792.

Setelah mencari banyaknya pohon rentangan menggunakan Teorema 2.5.6.,
akan dicari banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,1,n3)

dengan n; < 3,n3 € N menggunakan Teorema 3.1.1., disajikan pada tabel sebagai

berikut
Tabel 3. 7 Graf Multipartit Lengkap (K31, )
No. | Graf Multipartit Lengkap 7(6) (Kg'l'%)
(Ks,1,n,)
- (K1) 20= 52530 1G- D G- D!
> (K312) 216 = 6 2(6—3)° (6~ D" 1(6 - 2)7!
3 (K3,1,3) 1792 = 7372(7 = 3)31(7 — 1)171(7 — 3)3¢

Berdasarkan Tabel 3.7., terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon

rentangan pada graf multipartit lengkap (K5, ,, ) adalah

T(Ks1n,) =0 2 (n=3)* ' (n = ' (n — ng)™ "
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3.2.8 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,2, n3)

3.2.8.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kg,z’l)

Graf multipartit lengkap (K 5,1 ) dapat digambarkan sebagai berikut

W1
Gambar 3. 23 Graf multipartit lengkap (K32 1)

Berdasarkan Gambar 3.23., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A(K3,2,1) =

NN N =)
== RO OO
N e R ==

O O R kR
PO OR R R,
O R R R R

dan matriks derajat sebagai berikut

D(K3,2,1) =

cCoococow
coococwo
coocowo o
cobso0O0O
ohocoocoo
nmoococoo
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Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matl'ikS ketetanggaan L(K3’2'1) ES D(K3'2'1) - A(KS,Z,I)'

L(K3,2,1) = D(K3,2,1) - A(K3,2,1)
3 0 0 0 0 01 [0 0 0 1 1 17
0 300 0O (00 01 11
oo 3 000 000 111
1o o 0o 4 00 11100 1
0 000 4 0 1110 0 1
o o 0o 005/ 11111 o
r3 0 0 -1 -1 -1
0 3 0 -1 -1 -1
1o o 3 -1 -1 -1
-1 -1 -1 4 o0 -1
R i) S |
1 -1 -1 -1 -1 5/

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut

Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga

diperoleh
€11 T (_1)1+1M11

21 Ohe B-1 7 9 N
Ogs 34 - o Al

=-D*-1.-1 4" -1 =1
-1 -1 0 4 -1
-1 -1 -1 -1 5

=216

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,2,1)

adalah 216.
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3.2.8.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kg,z’z)

Graf multipartit lengkap (K3,2,2) dapat digambarkan sebagai berikut

%1

Wy W»

Gambar 3. 24 Graf multipartit lengkap (K3 )

Berdasarkan Gambar 3.24., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

[0

A (K3,2,2) 5

NN Y=

R R, R PRPROOO
R R, R PRPROOO
N =T Y S
R P OOR R R
OO R R R RR
CorRrRrRLR

dan matriks derajat sebagai berikut

D (K3,2,2) =

SCoococo ok
coococoso
cocoocoh~ocoO
coocuvioc oo
couviocooc oo
curioococ oo
Moocococoo
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Setelah memperoleh matriks adjacency dan matriks derajat, akan dihitung
matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan matriks
adjacency L(K33,2) = D(K322) — A(K322).

L(K3,2,2) = D(K3,2,2) - A(K3,2,2)

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 4 0 0 0 0 O 0 001 111
0 04 0 0 0O 0 001 111
=0 0 05 0 0 O-117 110011
I a0 @ 59 0 4 1 11 0 0 1 1
yaOmmba 0aN0. S0 1 111100
0 0 0 000 511111100

[ 4 0 g =1 [ 81 -1
0 4 gl el —1
0 0 4 -1 -1 -1 -1

=|-1 -1 -1 5 0 -1 -1

-1 -1 -1 0 5 -1 -1

e,  —1 ) — 1 A 0

-1 -1 -1 -1 -1 O 5

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 T (—1)1+1M11

— (—1)2
=D -1 -1 0 5 -1 -1

= 2800
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Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Ks2)

adalah 2800.

3.2.8.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,2,3)

Graf multipartit lengkap (K3,2,3) dapat digambarkan sebagai berikut

Uq

U,

Gambar 3. 25 Graf multipartit lengkap (K35 3)

Berdasarkan Gambar 3.25., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A (K3,2,3) i

NN Y ==
PR PR PPROOO
R R R R ROOO

R R R OO R R R
R R R OO R R R
COoOOoORRRRR
COoOORRRRR
COoOORRRRERR

dan matriks derajat sebagai berikut
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D (K3,2,3) =

S o oo OO OO
SO UTO OO OO

S oo OO O OO
S U1T O O OO OO
U1 O OO OO oo

Coocoococoou
coococoocuio
coocoococuio o

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matriks ketetanggaan L(K3,3) = D(K333) — A(K323).

L(K3,2,3) = D(K3,2,3) - A(K3,2,3)

NN N ==
NN N e ==
[N NN e ==

R R R OOR R, R
R O O R R
COoOO R R R, R, RE,
COoOO R R, R, R, R,
COoOO R R R LR

Coococoococoul
cocoocoocococuto
cocoocoocooaocoo
cococoocoococoo
counnocoocooo
cuoococooo
Mooooo oo
|

SO OO o UTO O

-1 -1 -1 -1 -1 O 5 0
L g-1f A\ P 0 5 -

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11



= (-1?

= 30000

adalah 30000.
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Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,2,3)

Setelah mencari banyaknya pohon rentangan menggunakan Teorema 2.5.6.,

akan dicari banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K2, )

dengan n; < 3,n3 € N menggunakan Teorema 3.1.1., disajikan pada tabel sebagai

berikut
Tabel 3. 8 Graf Multipartit Lengkap (K32, )
No. | Graf Multipartit Lengkap 7(6) (Kg'z'%)
(Ks.2.n,)
. (K521 216 = 6776 -3 (6-2)" (6 - 1)1
2. (Kz,z,z) 2800 = 7372(7 — 3)3-1(7 — 2)2°1(7 — 2)21
3. (K3,2,3) 30000 = 832(8 — 3)3-1(8 — 2)2"1(8 — 3)3!

Berdasarkan Tabel 3.8., terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon

rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,2,n3) adalah

T(K3,2,n3) =n*2(n-3)* "1 (n—-2)* 1 (n—nz)™=!
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3.2.9 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,3, n3)

3.2.9.1 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,3,1)

Graf multipartit lengkap (K3, ) dapat digambarkan sebagai berikut

Uq

Us

Wi

Gambar 3. 26 Graf multipartit lengkap (K331)

Berdasarkan Gambar 3.26., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

[0

A(K3,3,1) =

NN =)

R R, R R OOO
R R, R PRPROOO
RO OO R kR
RO OCOR R R
RO OCOR R R
I Y S S SN

dan matriks derajat sebagai berikut

D(K3,3,1) =

SCoococo ok
coococoso
cocoocoh~ocoO
cooasrococO
cobrhocoocooO
ochocoocoococo
coocococoo
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Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matl'ikS ketetanggaan L(K3’3'1) ES D(K3'3'1) - A(K3’3‘1).

L(K3,3,1) = D(K3,3,1) - A(Ks,s,l)

Y Y W=l )
R OO OR R, R
RO OO R KRR
OR R R R R R

Il
cCocoocooco o
cocoocoocoh o
coocohs oo
coobhrocoO
cobhococoO
ochocO0OCcOO
RO OoOoOR KRR

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (—1)1+1M11

4 0 -1 -1 -1 -1
ol 2sA D T A -1
B -1 =1 4 0o o -1
=D 21 0 4 0 -1
-1 -1 0 0 4 -1
-1 -1 -1 -1 -1 6

= 1792

Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,3,1)

adalah 1792.
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3.2.9.2 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,3,2)

Graf multipartit lengkap (K3,3,2) dapat digambarkan sebagai berikut

Gambar 3. 27 Graf multipartit lengkap (K33 )

Berdasarkan Gambar 3.27., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A (K3,3,2) =

NN Y ==
(RN Y = =)
NN e R ==
N ==

S N = M Nl G ST

R R, OO OR R R
COR R R R R R
COR R R R R R

dan matriks derajat sebagai berikut

D (K3,3,2) =

OCocoocoococoou
coococococwuio
coocouioo o
counnococoocoo

S o oo ouUl oo
SO oOoU1TO OO O
[e>2e) W ev I el e B e B e B @)
Do oo oo oo
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Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matl'ikS ketetanggaan L(K3’3'2) ES D(K3'3'2) - A(K3’3‘2).

L(K3,3,2) = D(K3,3,2) - A(K3,3,2)

cCoococococoul
cocoocoocococuio
coocoococuvioo
coocoocouvnooco
coocouocoocoo
counocoocooco
coococococoo
cCooo0o0o0 oo
NN N ==
NN e R ==
R R R PR RPROOO
R RO OOR R R
N ==
N == Y SN
COR R R R R R
COoOR R R LR R

Bl —1 Rl A0F—1 6 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 0 6 -

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga
diperoleh

Ci1 = (_1)1+1M11

=(C-1%-1 -1 0 5 0 -1 -1

= 30000
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Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kss2)

adalah 30000.

3.2.9.3 Banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,3,3)

Graf multipartit lengkap (K3,3,3) dapat digambarkan sebagai berikut

Gambar 3. 28 Graf multipartit lengkap (K3 33)

Berdasarkan Gambar 3.28., diperoleh matriks ketetanggaan sebagai berikut

A (K3,3,3) =

RR R R R RO OO
N e R ==
NN NN N e N = =
N Y = T T S S SR
N e I = T =T Y SR
N I == T T T Y VRGN
C OO R R EFE LR\ R
COoOOR R R RLERER
COoOOR R R KRR

dan matriks derajat sebagai berikut
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D (K3,3,3) =

Coocoococococoo
cococoocoococo o
cocoocooco oo
cocoooocoo
cocooaococoo
cocoocoococoo
coocococoococoo
cococoocoococoo
coocoococooo

Setelah memperolen matriks ketetanggaan dan matriks derajat, akan
dihitung matriks laplacian yang diperoleh dari selisih antara matriks derajat dengan

matl'ikS ketetanggaan L(K3’3'3) - D(K3‘3‘3) — A(K3’3'3).

L(K3,3,3) = D(K3,3,3) i A(K3,3,3)

1]
SCoococooco oo

SO OO OO OO
N eNoNoNoNole W lle)
N eNoNoNolle el
SO OO ONO OO O
NNl W)
NN WolleNoNoNoNo)
SO OO OO O OoOO0o
DO o000 0 OO
|
Y e = ===

e N = G S O = W = N )
N = N = N =N )
R R R OOORRR
R R R OOOR R R
[ S = I =R o S G S G ey
COOR R R, R, R, R
COOR R R, R, R, R

-1 -1 -1 -1 -1 -1 6 0 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 O 6 0
-1 -1 -1 -1 -1 -1 O 0 6 -

Kemudian dicari nilai kofaktor dari matriks laplacian di atas. Sebab menurut
Teorema 2.5.6. semua nilai kofaktor sama, maka dipilih i = 1 dan j = 1 sehingga

diperoleh

CoOOR R, R, R, RE R,




Ci1 = (_1)1+1M11

6 0
0 6
-1 -1

(132 -1 -1
-1 -1
-1 -1
-1 -1

= 419904

adalah 419904.
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Jadi banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (Kss3)

Setelah mencari banyaknya pohon rentangan menggunakan Teorema 2.5.6.,

akan dicari banyaknya pohon rentangan pada graf multipartit lengkap (K3, )

dengan n; < 3,n3 € N menggunakan Teorema 3.1.1., disajikan pada tabel sebagai

berikut
Tabel 3. 9 Graf Multipartit Lengkap (K33, )
No. | Graf Multipartit Lengkap 7(G) (Ks,a,ng)
(K3,3,n3)
L (K331) 1792 = 7373(7 = 3)*" (7 = 3)*"1(7 - )*!
2. (Ks32) 30000 = 8%72(8 — 3)371(8 —3)371(8 — 2)?!
3. (Ks33) 419904 = 9372(9 — 3)371(9 — 3)371(9 — 3)3-!
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Berdasarkan Tabel 3.9., terlihat bahwa pola dari banyaknya pohon

rentangan pada graf multipartit lengkap (K3,3,n3) adalah

T(K33n,) =n*2(n—3)*1(n—3)°"'(n —ny)™ L
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