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MOTTO 

 

Man Jadda Wa Jadda 

“Barang siapa yang bersungguh-sungguh akan mendapatkannya” 

 

Intelligence is not the measurement, but intelligence support all! 

 

"Hiduplah seperti pohon kayu yang lebat buahnya; hidup di tepi jalan 

dan dilempari orang dengan batu, tetapi dibalas dengan buah." (Abu 

Bakar Sibli) 

 

“Hai orang-orang yang beriman, jadikanlah sabar dan sholatmu sebagai penolongmu, 

sesungguhnya Allah beserta orang-orang yang sabar”(Al-Baqarah: 153) 

 

“Sibukkan dirimu dengan yang baik sampai tak sempat untuk yang 

buruk” 
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ABSTRAK 

Ruang metrik multiplikatif adalah himpunan tak kosong yang memiliki 

definisi jarak atar elemennya dan memenuhi empat aksioma multiplikatif. Bashirov. 

dkk. (2008) memperkenalkan ruang metrik multiplikatif kemudian Ozavsar dan 

Cevikel (2012) membahas pemetaan kontraksi multiplikatif di dalamnya. Penelitian 

ini membahas pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik 

multiplikatif yang ditulis oleh Sarwar dan Rome (2014) serta beberapa akhibat 

teorema. Masalah penelitian yaitu, bagaimana membuktikan teorema ketunggalan 

titik tetap  di ruang metrik multiplikatif lengkap dengan bantuan fungsi kontinu 

multiplikatif dan pembuktian akibat teorema. 

Skripsi ini menghasilkan ketunggalan titik tetap diruang metrik multiplikatif 

lengkap dengan bantuan fungsi kontinu multiplikatif. Teorema dibuktikan dengan 

beberapa langkah, dimulai dengan membentuk suatu barisan secara iteratif. 

Pertama menunjukkan suatu barisan konvergen, fungsi kontinu multiplikatif 

berperan penting dalam membuktikan kekonvergenan barisan tersebut. Kedua 

membuktikan kembali suatu barisan konvergen dengan memanfaatkan hasil 

pertama. Ketiga membuktikan pemetaannya memiliki titik periodik dengan 

memanfaatkan  sifat-sifat ruang metrik multiplikatif dan barisan di dalamnya. 

Keempat membuktikan pemetaan ini memiliki titik tetap dengan memanfaatkan 

titik periodik yang telah didapatkan pada langkah sebelumnya. Kelima 

membuktikan ketunggalan titik tetap dari hasil langkah keempat dengan 

memanfaatkan definisi ruang metrik multiplikatif.  

Akibat dari teorema yang sudah dibuktikan ada dua. Akibat pertama hanya 

merubah kondisi yang disyaratkan untuk mendapatkan ketunggalan titik tetap. 

Sehingga akibat ini sudah tidak lagi menggunakan bantuan fungsi kontinu 

multiplikatif dalam membuktikan ketunggalan titik tetapnya. Pembuktiannya 

dengan menunjukkan bahwa kondisi pada akibat memenuhi kondisi pada teorema. 

Akibat kedua berbeda dengan akhibat pertama, akibat ini sudah memenuhi kondisi 

yang disyaratkan untuk mendapatkan ketunggalan titik tetap. Oleh karena itu, perlu 

dibuktikan fungsi pada akibat memenuhi kondisi fungsi pada teorema. Kedua akibat 

teorema, menghasilkan ketunggalan titik tetap di ruang metrik multiplikatif. 

Kata Kunci: Ruang metrik multiplikatif lengkap, Fungsi kontinu multiplikatif, 

Titik periodik, Titik tetap. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Matematika ialah bahan kajian yang mempunyai suatu objek abstrak serta 

dibangun dengan melalui proses penalaran deduktif, yaitu kebenaran suatu konsep 

yang diperoleh sebagai akibat logis dari suatu kebenaran yang sebelumnya diterima 

sehingga memiliki keterkaitan antara konsep yang ada dalam matematika bersifat 

sangat kuat serta jelas. Selain itu matematika bukan merupakan pengetahuan 

menyendiri yang dapat menjadi sempurna karena matematika itu sendiri, melainkan 

dengan adanya matematika itu terutama agar dapat membantu manusia dalam 

mengatasi dan memahami permasalahan ekonomi, sosial, dan juga alam. Ilmu 

matematika tumbuh serta berkembang karena adanya proses berpikir, oleh sebab 

itu logika merupakan salah satu dasar agar terbentuknya matematika. 

Analisis (dari bahasa Yunani analusis, yang berarti memecah atau 

memisahkan) adalah proses membagi atau memecah suatu topik atau masalah yang 

mempunyai struktur kompleks menjadi beberapa bagian yang lebih kecil agar 

diperoleh pemahaman yang lebih baik akan topik atau masalah 

tersebut.  Matematika analisis, secara singkat sering disebut analisis, merupakan 

cabang matematika murni yang meliputi teori-teori mengenai limit, deret tak 

hingga, fungsi analitik, derivative, serta ukuran dan integral. Matematika analisis
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dapat diaplikasikan pada berbagai cabang matematika yang mempunyai hubungan 

dengan konsep ruang topologi atau ruang metrik. Matematika analisis mengajarkan 

cara berpikir analitis, sehingga dapat membantu dalam menyelesaikan masalah-

masalah baru yang tidak standar/baku. Oleh karena itu, matematika analisis 

merupakan fondasi yang cukup penting untuk pengembangan konsep dan metode, 

baik dalam matematika analisis itu sendiri, cabang matematika di luar analisis, 

maupun terapannya. 

Perkembangan penelitian dibidang matematika terus berkembang, 

khususnya penelitian dibidang analisis. Analisis merupakan bagian dari studi 

matematika yang banyak diminati oleh para ilmuan matematika. Salah satu 

penelitian bidang analisis yang berkembang saat ini yaitu mengenai ruang metrik. 

Ruang metrik adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan suatu fungsi 

yang disebut metrik yang memenuhi beberapa aksioma.  

Bashirov dkk. pada tahun 2008 memperkenalkan kalkulus multiplikatif 

dalam penelitiannya yang berjudul “Multiplicative Calculus and Its Applications”. 

Selanjutnya, Ozavsar dan Cevikel pada tahun 2012 dalam  jurnal yang berjudul 

“Fixed Point of Multiplicative Contraction Mappings on Multiplicative Metric 

Space” memperkenalkan konsep pemetaan kontraksi multiplikatif dan 

membuktikan beberapa teorema titik tetap pada pemetaan ruang metrik 

multiplikatif lengkap. Mereka juga memberikan beberapa sifat topologi yang 

relevan pada ruang metrik multiplikatif.  
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Salah satu teori yang erat hubungannya dengan ruang metrik adalah teori 

titik tetap. Teori titik tetap juga merupakan topik di dalam ilmu matematika analisis 

yang menarik untuk dipelajari dan dikaji lebih dalam karena mempunyai peranan 

penting baik di dalam ilmu matematika itu sendiri maupun di bidang ilmu lainnya. 

Teori titik tetap juga sering diaplikasikan dalam permasalahan-permasalahan 

persamaan linear, persamaan differensial, persamaan integral, teori permainan, 

sistem dinamik dan ekonomi.  

Berdasarkan perkembangan ruang metrik, penelitian mengenai teori titik 

tetap di ruang metrik multiplikatif merupakan penelitian yang terus berkembang 

dan aplikatif sehingga menarik untuk diteliti lebih lanjut. Khususnya, penelitian ini 

mempelajari mengenai teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik multiplikatif 

lengkap dengan bantuan fungsi kontinu multiplikatif dan beberapa akibat dari 

teorema. Teorema dan akibat tersebut merupakan penjabaran dari jurnal yang 

ditulis oleh  Sarwar dan Rome yang berjudul “Some Unique Fixed Points Theorems 

in Multiplicative Metric Space”, serta melengkapi langkah-langkah pembuktian 

teorema yang belum dijabarkan secara mendetail. Hasil yang diperoleh dari 

penelitian ini merupakan pengembangan dari titik tetap diruang metrik umum 

hausdorff lengkap oleh Aydi dkk. pada tahun 2012 dalam jurnal yang berjudul 

“Fixed Point Results on A Class of Generalized Metric Spaces” untuk ruang metrik 

multiplikatif. 
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1.2 Batasan Masalah 

Batasan masalah diperlukan supaya ruang lingkup penelitian  menjadi lebih 

jelas, fokus, dan spesifik. Selain itu guna menghindari kesalahpahaman terhadap 

objek dari suatu penelitian dan untuk membantu penulis mengarah sesuai dengan 

tema penelitian. Berdasarkan pada latar belakang masalah dan kajian-kajian 

pendudung lainnya maka penulisan skripsi ini dibatasi pada pembahasan 

ketunggalan titik tetap di ruang metrik multiplikatif dengan pembahasan pokok 

yang sudah ditentukan dan sifat-sifat pada ruang metrik multiplikatif dan teori yang 

lain yang diperlukan dalam menyelesaikan permasalahan pada pembahasan 

tersebut. Sehingga sifat-sifat dan pembahasan ketunggalan titik tetap yang lain di 

ruang metrik multiplikatif yang sama tidak dibahas dalam skripsi ini.   

1.3 Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang masalah tersebut, maka rumusan masalah yang 

akan diselesaikan dalam penulisan skripsi ini adalah  

1. Bagaimana pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik 

multiplikatif lengkap dengan bantuan fungsi kontinu multiplikatif? 

2.  Bagaimana pembuktian akibat dari  teorema ketunggalan titik tetap di ruang 

metrik multiplikatif lengkap dengan bantuan fungsi kontinu multiplikatif ? 
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1.4 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan rumusan masalah di atas, adapun tujuan dari penulisan skripsi 

ini adalah  

1. Mengetahui bagaimana pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang 

metrik multiplikatif lengkap dengan bantuan fungsi kontinu multiplikatif. 

2.  Mengetahui bagaimana pembuktian akibat dari  teorema ketunggalan titik 

tetap di ruang metrik multiplikatif lengkap dengan bantuan fungsi kontinu 

multiplikatif. 

1.5  Manfaat Penelitian  

Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah:  

1 Memberi pengetahuan mengenai  ketunggalan titik tetap di ruang metrik 

multiplikatif lengkap dengan bantuan fungsi kontinu multiplikatif.   

2 Penelitian ini dapat dijadikan pembaca maupun peneliti sebagai referensi 

untuk penelitian selanjutnya sehingga bisa dikaji lebih lanjut, dan 

memberikan wawasan baru bagi pembaca untuk lebih mengenal ruang 

metrik multiplikatif yang merupakan bentuk ruang metrik yang lebih khusus 

dan teorema ketunggalan titik tetap yang ada di dalamnya. 

1.6 Tinjauan Pustaka 

Buku yang berjudul “Metric Spaces” yang ditulis oleh Shirali dkk. pada 

tahun 2006 memberikan gambaran mengenai ruang metrik secara umum dan 

beberapa konsep terkait. Penelitian mengenai ruang metrik multiplikatif pertama 

kali dikenalkan oleh Bashirov dkk. pada tahun 2008 dalam jurnal yang            
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berjudul “Multiplicative Calculus and Its Applications” yang menginisiatif ruang 

metrik multiplikatif. Beberapa referensi lain yang dijadikan sebagai materi 

pendukung dalam mempelajari ruang metrik multiplikatif antara lain: buku 

“Introduction to Real Analysis” yang ditulis Robert G. Bartle edisi tahun 2000 dan 

2010. Buku ini merupakan salah satu referensi yang digunakan dalam memahami 

konsep dasar sifat- sifat dari bilangan real seperti halnya kekontiuan, 

kekonvergenan dan lain sebagainya. Sifat-sifat tersebut digunakan dalam 

memahami sifat di ruang metrik multiplikatif. 

Ozavsar dan Cevikel pada tahun 2012 dalam  jurnal yang berjudul “Fixed 

Point of Multiplicative Contraction Mappings on Multiplicative Metric Space” 

memberikan konsep pemetaan kontraksi multiplikatif dan membuktikan beberapa 

teorema titik tetap pada pemetaan ruang metrik multiplikatif lengkap. Jurnal 

tersebut memberikan definisi- definisi terkait dalam ruang metrik multiplikatif dan 

beberapa teorema yang mendasar. Selain itu pembuktian teorema ketunggalan titik 

tetap di ruang metrik multiplikatif pada penelitian ini membutuhkan definisi dari 

titik periodik yang dipelajari dari jurnal yang dituliskan oleh Khabibah pada tahun 

2013. Kemudian untuk memahami teori titik tetap dapat dipelajari dalam jurnal 

yang berjudul “Common Fixed Points for Weak Commutative Mappings on A 

Multiplicative Metric Space. Fixed Point Theory and Applications” yang ditulis 

oleh Hxiaoju dkk. pada tahun 2014 

Penulisan skripsi ini merujuk pada jurnal penelitian yang berjudul “Some 

Unique Fixed Point Theorems in Multiplikatif Metric Space” yang ditulis oleh 

Muhammad Sarwar dan Badshah-e-Rome yang dipublikasikan pada Desember 
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2014. Jurnal tersebut membahas mengenai  teorema ketunggalan titik tetap di ruang 

metrik multiplikatif. Jurnal yang ditulis oleh Muhammad Sarwar dan             

Badshah-e-Rome ini yang kemudian dijadikan sebagai literatur utama.  

Skripsi dengan judul “Ketunggalan Titik Tetap di Ruang Metrik Multiplikatif 

dengan Bantuan Fungsi Kontinu Multiplikatif” disusun berdasarkan beberapa 

tinjauan pustaka di atas. Penelitian ini hanya fokus membahas ketunggalan titik 

tetap di ruang metrik multiplikatif lengkap dengan bantuan fungsi kontinu 

multiplikatif dan beberapa akibat dari teorema tersebut beserta pembuktiannya. 

Teorema pendukung yang digunakan dalam membuktikan ketunggalan titik tetap 

tersebut juga diberikan sebelumnya guna mempermudah memahami alur 

pembuktiannya. Pada penelitian ini juga diberikan sifat-sifat dari ruang metrik 

multiplikatif guna mempermudah dalam membuktikan ketunggalan titik tetap di 

dalamnya.  

1.7 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penyusunan skripsi ini adalah studi literatur, 

yaitu mempelajari beberapa sumber tertulis tentang ruang metrik multiplikatif 

sesuai dengan tema penelitian. Adapun sifat penelitian dalam skripsi ini adalah 

kualitatif.  Sebelumnya, dijelaskan dasar-dasar analisis real, konsep ruang metrik 

dan teori titik tetap sebagai dasar teori. Konsep fungsi kontinu, kekonvergenan dan 

barisan Cauchy pada ruang metrik juga dijelaskan untuk memudahkan dalam 

memahami pembuktian teorema di ruang metrik multiplikatif. Selanjutnya 



8 

 

 
 

diberikan definisi ruang metrik biasa sebagai dasar dalam mempelajari ruang metrik 

multiplikatif.  

Pembahasan inti dari penelitian ini adalah tentang teorema ketunggalan titik 

tetap di ruang metrik multiplikatif. Dengan lengkap dijelaskan langkah-langkah 

pembuktian teorema titik tetap pada ruang metrik multiplikatif yang mengacu pada 

jurnal yang ditulis oleh Sarwar and Rome pada tahun 2014 yang berjudul “Some 

Unique Fixed Points Theorems in Multiplicative Metric Space”. Beberapa langkah 

pembuktian teorema tidak dijelaskan dalam jurnal tersebut sehingga digunakan 

jurnal-jurnal lain yang berkaitan sebagai rujukan.   

1.8 Sistematika Penulisan  

Sistematika penulisan ini disusun untuk memberikan gambaran secara 

menyeluruh dan mempermudah dalam memahami penulisan ini. Secara garis besar 

sistematika skripsi ini terdiri dari empat bab sebagai berikut:   

BAB I: PENDAHULUAN  

Bab ini membahas mengenai latar belakang masalah, batasan masalah, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, metode penelitian 

serta sistematika penulisan.  

BAB II: LANDASAN TEORI  

Pada bagian ini memaparkan secara lebih jelas dan menguraikan teori-teori 

yang menjadi dasar untuk dipahami agar mudah mengikuti pembahasan yang akan 

dibahas pada bab selanjutnya.  
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BAB III: PEMBAHASAN  

Pada bab ini membahas inti dari penelitian yaitu ruang metrik multiplikatif dan 

Teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik multiplikatif lengkap dengan 

bantuan fungsi kontinumultiplikatif.  

BAB IV: PENUTUP  

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan pada bab sebelumnya, 

beserta saran-saran yang perlu disampaikan untuk pembaca dan matematikawan 

dalam penelitian selanjutnya.  
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan  

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat disimpulkan bahwa: 

1. Fungsi yang terdefinisi di ruang metrik multiplikatif lengkap dan dipetakan 

ke dirinya sendiri serta memenuhi pertidaksamaan tertentu, memiliki titik 

tetap tunggal dengan bantuan fungsi kontinu multiplikatif. Pembuktian 

dimulai dengan membentuk suatu barisan secara iteratif. Pertama 

menunjukkan suatu barisan konvergen. Fungsi kontinu multiplikatif disini 

berperan penting dalam membuktikan kekonvergenan barisan tersebut. 

Kedua membuktikan kembali suatu barisan konvergen, pembuktian 

memanfaatkan hasil dari langkah pertama. Ketiga membuktikan 

pemetaannya memiliki titik periodik. Pembuktiannya memanfaatkan dari 

sifat-sifat ruang metrik multiplikatif dan barisan di dalamnya. Hasil dari 

langkah pertama dan kedua tersebut banyak digunakan dalam pembuktian 

tahap ini. Keempat membuktikan pemetaan ini memiliki titik tetap dengan 

memanfaatkan titik periodik yang telah didapatkan pada langkah 

sebelumnya. Kelima membuktikan ketunggalan titik tetap dari hasil langkah 

keempat dengan memanfaatkan definisi ruang metrik multiplikatif.
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2. Akibat dari teorema yang sudah dibuktikan ada dua. Akibat pertama hanya 

merubah kondisi yang disyaratkan untuk mendapatkan ketunggalan titik 

tetap. Sehingga akibat ini sudah tidak lagi menggunakan bantuan fungsi 

kontinu multiplikatif dalam membuktikan ketunggalan titik tetapnya. 

Pembuktian akibat pertama ini dengan menunjukkan bahwa kondisi pada 

akibat memenuhi kondisi pada teorema. Akibat kedua berbeda dengan 

akhibat pertama, akibat kedua ini sudah memenuhi kondisi yang disyaratkan 

untuk mendapatkan ketunggalan titik tetap. Oleh karena itu, perlu 

dibuktikan fungsi pada akibat memenuhi kondisi fungsi pada teorema. 

Kedua akibat teorema, menghasilkan titik tetap tunggal di ruang metrik 

multiplikatif. 

4.2 Saran  

  Berdasarkan proses penelitian yang telah dilakukan, maka saran-saran yang 

dapat disampaikan penulis adalah:  

1.  Penelitian ini hanya membahas tentang konsep dasar ruang metrik 

multiplikatif dan beberapa teorema ketunggalan titik tetapnya. Oleh karena 

itu penelitian ini dapat dikembangkan lagi, misalnya membawa teorema 

yang equivalen ke ruang metrik yang berbeda. Selain itu, dapat mengkaji 

lebih jauh ketunggalan titik tetap diruang metrik multiplikatif dengan 

kondisi teorema yang baru. 

2. Selain itu, dalam penelitian ini, contoh penerapan ketunggalan titik tetap di 

ruang metrik multiplikatif lengkap terbatas dan belum diberikan contoh 
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untuk kedua akibat dari teorema tersebut sehingga perlu adanya contoh-

contoh lain guna memudahkan dalam pemahaman teorema. Sehingga perlu 

adanya penelitian lebih lanjut mengenai hal ini. 

Demikian saran-saran yang dapat disampaikan penulis, semoga tugas akhir 

ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk mengembangkan lagi penerapan 

titik tetap di ruang metrik khususnya dan di ruang – ruang lain pada analisis 

fungsional pada umumnya.  
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LAMPIRAN I 

 

Pembuktian ini digunakan dalam melengkapi pembuktian pada Teorema 

2.1.15 di halaman 20 yaitu kekonvergenan subbarisan. 

Pembuktian  dengan induksi matematika: 

Diberikan barisan  

𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘 < ⋯ 

adalah bilangan asli yang naik tegas. 

Akan dibuktikan 𝑛𝑘 ≥ 𝑘 untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ. 

Bukti: 

(i) Benar bahwa untuk 𝑘 = 1,  berarti 

𝑛1 ≥ 1. 

(ii) Diasumsikan benar untuk  𝑛𝑘 ≥ 𝑘. 

Karena barisan  𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘 < ⋯  adalah bilangan asli yang naik 

tegas maka 𝑛𝑘+1 > 𝑛𝑘. 

Berdasarkan asumsi 𝑛𝑘 ≥ 𝑘 maka 𝑛𝑘+1 > 𝑛𝑘 ≥ 𝑘. 

Sehingga diperoleh 

𝑛𝑘+1 ≥ 𝑘 + 1. 

Jadi terbukti benar bahwa 𝑛𝑘 ≥ 𝑘 untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ.∎ 
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