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MOTTO 

 

Nobody perfect in this world so you don’t have to be 

perfect 

but just keep do your best 

“Bermimpilah seakan kau akan hidup selamanya. 

Hiduplah seakan kau akan mati hari ini” 

(James Dean) 

 

“The only way to do great work is to love what you do” 

(Steve Paul Jobs) 

 

“Maka sesungguhnya bersama kesulitan itu ada kemudahan. Sesungguhnya 

bersama kesulitan itu ada kemudahan” 

(Q.S. Al-Insyirah : 5-6) 

 

“Tidak ada kesuksesan melainkan dengan pertolongan 

Allah” 

(Q.S. Huud : 88) 
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INTISARI 

Ruang metrik – Ms merupakan himpunan tak kosong 

yang dilengkapi suatu fungsi yang memetakan pasangan tiga 

bilangan secara berurutan ke suatu bilangan real tak negatif 

dan memenuhi empat aksioma. Ruang metrik – Ms merupakan 

hasil generalisasi dari ruang metrik – S dan ruang metrik – M. 

Ruang metrik – Ms itu sendiri muncul akibat dari adanya ruang 

metrik S Parsial atau biasa disebut ruang metrik – Sp. Pada 

awalnya N.Mlaiki memperkenalkan ruang metrik – Sp 

kemudian karena munculnya ruang metrik baru yaitu ruang 

metrik – M maka ia membentuk ruang metrik – Ms. Pada 

penelitiannya ia membahas pembuktian teorema ketunggalan 

titik tetap di ruang metrik – Ms tersebut. 

Skripsi ini menjelaskan bagaimana langkah-langkah 

pembuktian ketunggalan titik tetap di ruang metrik – Ms 

lengkap dengan bantuan sifat-sifat yang berlaku di ruang 

metrik – Ms. Teorema ini dibuktikan dengan beberapa langkah, 

yaitu: Pertama, membentuk suatu barisan iteratif dan 

dibuktikan bahwa barisan tersebut merupakan barisan Cauchy 

– Ms. Kedua, dibuktikan bahwa barisan tersebut memiliki titik 

tetap dengan memanfaatkan sifat kelengkapan ruang metrik – 

Ms . Ketiga, dibuktikan bahwa titik tetap tersebut tunggal. 

Keempat, dibuktikan bahwa akibat dari ketunggalan titik tetap 

itu menghasilkan nilai fungsi dari suatu titik tetap ke titik itu 

sendiri bernilai nol.  

Kata kunci: Ruang metrik – S, Ruang metrik – M, Ruang 

Ruang metrik – Ms Lengkap, Titik Tetap. 
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DAFTAR LAMBANG 

  : Himpunan bilangan asli 
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A B   : Himpunan A bagian (subset) himpunan B 

A B   : Himpunan A bagian (subset) atau sama 

dengan himpunan B 

   : Untuk setiap 

   : Ada, terdapat 

  : Elemen 

   : Kurang dari 

   : Lebih dari 
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   : Lebih dari atau sama dengan 

   : Tidak sama dengan 

( ),X d   : Ruang metrik pada himpunan X  dengan 

metrik d  
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( ),X p   : Ruang metrik parsial pada himpunan X  

dengan metrik p  

( ),X m  : Ruang metrik – M pada himpunan X  dengan 

metrik m  

( ),X S   : Ruang metrik – S pada himpunan X  dengan 

metrik S  

( ), pX S  : Ruang metrik – S parsial pada himpunan X  

dengan metrik pS  

( ), sX m  : Ruang metrik – Ms pada himpunan X  

dengan metrik 
sm  

3X   : X X X   

 )0,   : 0 x    

   : Tak hingga 

→  : Menuju 

a   : Nilai mutlak a  

Fx   : ( )F x  
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( , , )s x y zm  : ( ) ( ) ( ) , , , , , , , ,s s smin m x x x m y y y m z z z  

( , , )s x y zM  : ( ) ( ) ( ) , , , , , , , ,s s smaks m x x x m y y y m z z z  

nsm   : ( )1, ,s n n nm x x x +
 

  : Akhir dari suatu pembuktian 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Matematika merupakan ilmu dasar sains yang pada 

mulanya ditelaah karena konsep bilangan, bangun, dan 

besarannya yang diperlukan dalam kehidupan sehari-hari. 

Pada perkembangannya matematika dapat dibentuk menjadi 

berbagai cabang ilmu lainnya seperti matematika terapan, 

statistika, aljabar dan analisis. 

Matematika analisis atau biasa disebut analisis adalah 

salah satu cabang ilmu matematika murni yang secara singkat 

membahas teori-teori dalam ilmu matematika. Analisis 

matematis sendiri sudah ada sejak zaman matematika yunani 

kuno. Teori-teori yang dibahas dalam cabang ilmu ini terdapat 

teori titik tetap, limit, fungsi, derivatif, ruang metrik, integral 

dan teori-teori yang dapat ditemukan dalam ruang lingkup 

ilmu matematika.  

Ruang merupakan salah satu konsep ilmu matematika 

yang penting dipelajari khususnya dalam bidang analisis. 

Dalam perkembangannya konsep ruang bermula pada ruang 

metrik yang ditemukan oleh Maurice Fréchet. Ruang metrik 

yaitu himpunan tak kosong X  yang dilengkapi dengan 

sebuah fungsi yang memiliki definisi jarak antara elemen 
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himpunan X , sehingga fungsi tersebut yang memetakan 

X X  ke suatu bilangan real tak negatif dan memenuhi 

beberapa aksioma tertentu kemudian fungsi inilah yang 

disebut sebagai metrik pada X . 

Salah satu teorema yang menarik dalam ruang metrik 

adalah teorema titik tetap. Teorema ini menjelaskan bahwa 

sebuah titik pada ruang metrik dikatakan titik tetap apabila 

diberikan sebuah fungsi T  yang memetaakan himpunan X  

ke dirinya sendiri maka berlaku Tx x= . Teorema tersebut 

menjadi sumber penting dari sebuah teorema eksistensi dan 

ketunggalan dalam berbagai cabang analisis. Selain itu, 

teorema titik tetap ini memegang peranan yang cukup besar 

salah satunya dalam sistem Persamaan linear, Persamaan 

differensial biasa atau parsial Persamaan integral dan lain-lain. 

Teorema ini selalu menjadi topik yang menarik bagi para 

peneliti dalam meneliti sebuah ruang metrik yang baru 

dikembangkan.  

Konsep ruang metrik pertama kali dicetuskan pada tahun 

1906 oleh Maurice Fréchet yaitu matematikawan asal Perancis. 

Selain itu untuk mengembangkan konsep tersebut, beberapa 

ilmuwan matematika berhasil membentuk beberapa ruang 

metrik baru. Salah satu ilmuwan matematika yang berhasil 

mengembangkan konsep ruang metrik tersebut hingga 

mengemukakan konsep ruang metrik parsial yaitu 
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S.G.Matthews pada tahun 1992. Terbentuknya ruang metrik 

ini didasari oleh permasalahan yang ditemukan dalam ilmu 

komputer. Pada tahun 2013 R.H. Haghi dkk. menerbitkan 

sebuah jurnal yang berjudul “Be careful on partial metric fixed 

point results” pada jurnal ini dijelaskan pembuktian bahwa 

beberapa titik tetap pada hasil generalisasi ruang metrik parsial 

dapat diperoleh juga dari hasil korespondensi ruang metrik 

tersebut. Pada tahun 2014 M.Asadi mengembangkan ruang 

metrik parsial menjadi ruang metrik baru yaitu ruang metrik – 

M pada jurnalnya yang berjudul “New extension of p-metric 

spaces with some fixed point results on M-metric spaces”.  

Selain itu sebelumnya pada tahun 1963 Gahler telah 

mengungkapkan ruang metrik baru yaitu ruang metrik – 2. 

Gahler berpendapat bahwa ruang metrik – 2 merupakan bentuk 

perumuman dari konsep awal ruang metrik. Pada tahun 1984, 

dalam tesis Dhage menemukan kelemahan dari teori Gahler 

mengenai ruang metrik – 2 kemudian Gahler memberikan 

solusi untuk masalah tersebut dengan mengenalkan konsep 

ruang metrik – D. Pada abad yang berbeda diidentifikasi 

bahwa terdapat kelemahan dari konsep ruang metrik – D, hal 

itu diungkapkan oleh ilmuwan matematika bernama Mustafa 

dan Sims dalam jurnalnya yang berjudul “Some Result 

Concerning D – Metric Spaces”. Selanjutnya pada tahun 2006, 

Mustafa dan Sims mempublikasikan hasil penelitian mereka 

dan mengenalkan konsep ruang metrik – G pada jurnalmya 
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yang berjudul “A New Approach to Generalized Metric 

Spaces”. Pada tahun berikutnya yaitu tahun 2007 Sedghi, dkk 

melakukan sebuah penelitian dan mengungkapkan bentuk 

ruang metrik baru yaitu ruang metrik – D*.  Pada tahun 2012 

sedghi, dkk menemukan kelemahan dari ruang metrik – G dan 

ruang metirk – D sehingga sedghi membentuk ruang metrik 

baru yaitu ruang metrik – S dalam jurnalnya berjudul “A 

Generalization of Fixed Point Theorems in S – Metric 

Spaces”. Pada tahun 2014 N.Mlaiki menerbitkan sebuah 

jurnal yang berjudul “A Contraction Principle in Partial S – 

Metric Space”. Pada jurnal ini N.Mlaiki mengenalkan ruang 

metrik hasil perpaduan antara ruang metrik S dengan ruang 

metrik parsial sehingga terbentuk ruang metrik baru yaitu 

ruang metrik – S  parsial.  

Meskipun demikian tidak lama setelahnya N.Mlaiki dkk. 

membentuk ruang metrik baru yang disebut dengan ruang 

metrik – Ms dimana ruang tersebut merupakan hasil dari 

keeksistensian ruang metrik – S parsial pada jurnalnya yang 

berjudul “Contraction Principles in sM  – Metric Spaces”. 

Jurnal tersebut menjelaskan juga teorema titik tetap pada ruang 

metrik – sM   lengkap.  

Berdasarkan perkembangan penelitian terhadap ruang 

metrik dan teori titik tetapnya yang menarik untuk dipelajari 
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hingga saat ini, terutama pada ruang metrik 
sM  yang belum 

banyak diungkapkan oleh ilmuwan matematika. Oleh karena 

itu pada penulisan skripsi ini akan dilakukan sebuah penelitian 

dalam penjabaran terhadap jurnal yang ditulis oleh N.Mlaiki, 

dkk. yang berjudul “Contraction Principle in 
sM – Metric 

Spaces” serta melengkapi langkah-langkah pembuktian 

teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik – 
sM  lengkap 

beserta sifat-sifat apa saja yang mendukung pembuktian 

teorema tersebut.  

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang serta batasan masalah yang 

telah diuraikan sebelumnya dapat dirumuskan bahwa 

permasalahan yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah 

bagaimana pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di 

ruang metrik – Ms lengkap beserta dengan sifat-sifat apa saja 

yang mendukung pembuktian teorema tersebut. 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan 

penelitian ini adalah mengkaji dan menjelaskan langkah-

langkah pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang 

metrik – sM lengkap beserta dengan sifat-sifat apa saja yang 

mendukung pembuktian teorema tersebut yang telah 
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dibuktikan dalam jurnal N.Mlaiki, dkk yang berjudul 

“Contraction Principles in
sM  – Metric Spaces”. 

1.4 Batasan Masalah 

Pembatasan masalah sangatlah penting dalam penulisan 

skripsi agar menghindari adanya kesalahpahaman terhadap 

objek penelitian sekaligus dapat membantu penulis agar lebih 

jelas, terfokus dan terarah sesuai tujuan yang dimaksud. 

Batasan masalah dari penulisan skripsi ini adalah dibatasi pada 

pembahasan ketunggalan titik tetap di ruang metrik –
sM  

lengkap beserta sifat-sifat apa saja yang mendukung 

pembuktian teorema tersebut dan pembahasan ketunggalan 

titik tetap pada ruang metrik – sM  yang sama tidak akan 

dibahas dalam skripsi ini. 

Pertama akan dibahas mengenai definisi dan sifat-sifat 

pada analisis real serta ruang metrik sehingga dapat 

memudahkan dalam penggunaannya untuk membuktikan 

teorema-teorema yang akan dibahas. Selanjutnya, akan 

dibahas definisi ruang metrik – sM  beserta contohnya dan 

ketunggalan titik tetap di ruang metrik – sM  lengkap beserta 

sifat-sifat apa saja yang mendukung pembuktian teorema 

tersebut. 
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1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan 

manfaat sebagai berikut :  

1. Memberikan pengetahuan tentang teorema titik tetap di 

ruang metrik – 
sM  lengkap serta disajikan langkah-

langkah pembuktiannya secara rinci. 

2. Memberikan salah satu gambaran tentang pengembangan 

analisis khususnya mengenai teorema titik tetap yang 

tidak hanya pada ruang metrik biasa tetapi dapat 

dikembangkan lagi di ruang metrik – 
sM . 

3. Penelitian ini dapat diajadikan sebagai salah satu bahan 

referensi untuk dapat dikaji lebih lanjut sehingga mampu 

menjadi motivasi bagi pembaca untuk mempelajari 

perkembangan ruang metrik lebih lanjut. 

1.6 Tinjauan Pustaka 

Penelitian ini didasari oleh jurnal yang ditulis oleh Sedghi 

berjudul “A Generalization of Fixed Point Theorems in S – 

Metric Spaces”, selain itu digunakan jurnal “New Extension 

of p – metric spaces with some fixed point results on M – metric 

spaces”  yang ditulis oleh M.Asadi pada tahun 2014 mengenai 

perkenalan terhadap konsep metrik – M. 

Adapun N.Mlaiki beserta dengan peneliti lainnya 

menerbitkan jurnal yang berjudul “Contraction Principles in
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sM – Metric Spaces”. Jurnal tersebut memperkenalkan konsep 

ruang metrik – 
sM  yaitu ruang metrik hasil pengembangan 

dari ruang metrik – S  dan ruang metrik – M disertai 

pembuktian teorema titik tetap pada ruang metrik tersebut. 

Selain itu perlu diketahui bahwa jurnal ini digunakan sebagai 

jurnal acuan utama dalam skripsi ini. 

Selain beberapa jurnal tersebut, digunakan juga beberapa 

referensi pendukung lainnya untuk memudahkan penelitian ini 

diantaranya adalah buku “Introduction to Real Analysis” edisi 

keempat pada tahun 2010 oleh Bartle dan Sherbert. Selain itu 

digunakan juga buku yang diterbitkan pada tahun 2006 yang 

berjudul “Metric Spaces”  ditulis oleh Shirali dan Vasudeva. 

1.7 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penyusunan skripsi ini 

adalah studi literatur, yaitu mempelajari beberapa sumber 

tertulis mengenai konsep ruang metrik – sM  sesuai dengan 

tema penelitian. Adapun penulis menggunakan pendekatan 

ilmiah yang bersifat kualitatif yang dapat diartikan sebagai 

penilaian dan pendapat peneliti tertuang secara eksplisit di 

dalam penyusunan skripsi ini. Pendekatan ilmiah yang 

digunakan adalah bersifat kualitatif, namun didefinisikan 

bahwa untuk mendapatkan gambaran yang jelas mengenai 



9 

 

pertanyaan penelitian yang telah dirumuskan sebelumnya 

dengan metode induktif. 

Penyusunan skripsi ini akan diawali dengan penjelasan 

dasar-dasar analisis real, konsep ruang metrik dan teori titik 

tetap sebagai dasar teori. Selain itu akan dijelaskan juga 

mengenai konsep fungsi kekonvergenan, barisan Cauchy pada 

ruang metrik agar mudah dalam memahami langkah-langkah 

pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik – 

sM  lengkap secara rinci dan jelas. 

1.8 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan ini disusun guna memberikan 

gambaran secara umum dan menyeluruh sehingga dapat 

memudahkan dalam memahami penulisan ini. Secara garis 

besar sistematika skripsi ini terdiri dari empat bab yaitu 

sebagai berikut : 

BAB I : PENDAHULUAN 

Bab ini menjelaskan mengenai latar belakang masalah, 

batasan masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat 

penelitian, tinjauan pustaka, metode penelitian serta 

sistematika penulisan. 

BAB II : DASAR TEORI 
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Bab ini menjelaskan tentang teori-teori yang akan menjadi 

dasar dalam memahami bab-bab selanjutnya, yaitu dasar-dasar 

analisis real, definisi ruang metrik beserta teorema-teorema 

yang berlaku di dalamnya, definisi ruang metrik parsial beserta 

teorema-teorema yang berlaku di dalamnya, definisi ruang 

metrik –  beserta teorema-teorema yang berlaku didalamnya 

dan teori titik tetap pada ruang metrik beserta contohnya. 

BAB III : PEMBAHASAN 

Bab ini menjelaskan mengenai dasar ruang metrik – 
sM  

dan teorema titik tetap di ruang metrik – 
sM  lengkap beserta 

langkah-langkah pembuktiannya secara rinci. Selain itu akan 

diberikan beberapa sifat pada ruang metrik – sM yang dapat 

mendukung pembuktian teorema tersebut. 

BAB IV : PENUTUP 

Bab ini menjelaskan mengenai kesimpulan dari 

pembahasan pada bab sebelumnya, beserta saran-saran yang 

perlu disampaikan kepada pembaca dan matematikawan 

dalam penelitian selanjutnya. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat disimpulkan 

bahwa sebuah ruang metrik – Ms lengkap pada X dan diberikan 

fungsi kontraksi yang memetakan himpunan X ke dirinya 

sendiri dengan memenuhi kondisi 

( ) ( ), . , ,s sm Tx TxTy km x x y  dengan  )0,1k  maka akan 

terbentuk barisan Cauchy – Ms dengan menggunakan 

himpunan bola tertutup di ruang metrik – Ms kemudian akan 

berlaku juga sifat kekonvergenannya di ruang metrik – Ms 

sehingga terbukti memiliki ketunggalan titik tetap di ruang 

metrik – Ms serta berlaku ( ), , 0sm u u u = . 

Selain itu, dapat disimpulkan bahwa sebuah ruang 

metrik – Ms lengkap pada X dan diberikan fungsi kontraksi 

yang memetakan himpunan X ke dirinya sendiri dengan 

memenuhi kondisi fungsi kontraksi

( ) ( ) ( ), . , , , ,s s sm Tx Tx Ty m x x Tx m y y Ty +   dengan  

1
0,

2


 
 
 

maka akan terbentuk barisan Cauchy – Ms di ruang 

metrik – Ms kemudian akan berlaku juga sifat 

kekonvergenannya di ruang metrik – Ms sehingga terbukti 
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memiliki ketunggalan titik tetap di ruang metrik – Ms serta 

berlaku ( ), , 0sm u u u = . 

Beberapa sifat-sifat yang berlaku pada ruang metrik – M 

juga berlaku untuk ruang metrik – Ms akan tetapi berbeda 

dalam pendefinisianya, seperti barisan konvergen, barisan 

Cauchy serta kelengkapan ruang metrik – Ms . Selain itu sifat-

sifat itu juga dapat mendukung pembuktian teorema titik tetap 

di ruang metrik – Ms. Akan tetapi sifat-sifat nilai maksimum 

serta minimum pada sifat urutan barisan bilangan real juga 

dapat digunakan sebagai pendukung dalam pembuktian 

beberapa teorema titik tetap di ruang metrik – Ms. 

4.2 Saran 

Berdasarkan proses penelitian yag telah dilakukan, maka 

saran-saran yang dapat diberikan oleh penulis adalah: 

1. Penelitian ini hanya membahas konsep dasar ruang 

metrik – Ms dan beberapa teorema titik tetapnya. Oleh 

karena itu penelitian ini dapat dikembangkan lagi 

dengan meneliti teorema titik tetap dengan kondisi 

kontraksi yang berbeda. 

2. Selain itu, dalam penelitian ini belum terdapat 

contoh-contoh penerapan titik tetap di ruang metrik – 

Ms sehingga perlu adanya penelitian lebih lanjut 

mengenai hal ini. 
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Demikian saran-saran yang dapat disampaikan penulis, 

semoga tugas akhir ini dapat menjadi sumber wawasan bagi 

pembaca untuk mengembagkan lagi penerapan dari teorema 

titik tetap ruang metrik – Ms khususnya dan di ruang-ruang 

metrik lainnya pada analisis fungsional pada umumnya.  
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