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DAFTAR LAMBANG
: Himpunan bilangan asli

: Himpunan bilangan real

- Untuk setiap

: Terdapat

: Elemen

- Sedemikian hingga

: Kurang dari

. Lebih dari

: Kurang dari sama dengan
: Lebih dari sama dengan

: Tidak sama dengan

: Tak terhingga

: Menuju

. Syarat perlu

: Syarat cukup

: Himpunan S subset himpunan X

: Ruang metrik pada himpunan X dengan metrik d
: Ruang metrik-S pada himpunan X dengan metrik S
: Ruang metrik-P pada himpunan X dengan metrik P

: Ruang metrik- Sp pada himpunan X dengan metrik Sp

T(x)
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INTISARI

Ruang metrik-S parsial merupakan suatu himpunan tak
kosong X yang dilengkapi dengan fungsi yang memetakan
pasangan tiga elemen berurutan ke suatu bilangan real tak
negatif dan memenuhi empat kondisi. Ruang metrik-S parsial
ini merupakan generalisasi dari ruang metrik-S dan ruang
metrik parsial.

Penelitian ini membahas tentang ruang metrik-S
parsial, dan beberapa teorema yang terdapat di dalamnya serta
membuktikan eksistensi dan ketunggalan titik tetap pada ruang
metrik-S parsial lengkap. Pembuktian teorema titik tetap pada
ruang metrik-S parsial lengkap tersebut memiliki tiga langkah
yaitu: Pertama dibuktikan bahwa suatu himpunan bagian dari
himpunan X yang memenuhi kondisi tertentu, merupakan
himpunan tak kosong. Kedua dibuktikan bahwa terdapat suatu
elemen yang merupakan titik tetap pada himpunan tak kosong
tersebut. Ketiga, dibuktikan bahwa titik tetapnya tunggal.
Sebelum membuktikan tiga langkah tersebut, terlebih dahulu
dibuktikan beberapa langkah yang akan digunakan dalam
membuktikan tiga langkah di atas. Langkah-langkahnya yaitu
dibuktikan bahwa barisan pada ruang metrik-S parsial
merupakan barisan monoton, barisan pada ruang metrik-S
parsial merupakan barisan terbatas, dan barisan pada ruang
metrik-S parsial merupakan barisan Cauchy. Selanjutnya
dibuktikan suatu persamaan yang akan digunakan untuk
membuktikan langkah pertama dan kedua. Pada pembuktian
langkah-langkah di atas ada beberapa fungsi yang sangat
berperan penting dalam pembuktiannya yaitu partially «-
contractive, R -admissible dan « -admissible.

Kata kunci: Ruang metrik-S, ruang metrik parsial, ruang

metrik-S parsial, teori titik tetap.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan ilmu yang sangat penting
dalam kehidupan kita. Hal ini dikarenakan perkembangan ilmu
pengetahuan dan perkembangan kebudayaan manusia dan juga
kehidupan sehari-hari yang tidak lepas dari unsur matematika.
Salah satu cabang matematika adalah analisis fungsional yang
terus mengalami perkembangan. Dalam analisis fungsional
dipelajari lebih umum tentang ruang dan fungsi yang
terdefinisi pada ruang tersebut. Salah satu contohnya adalah
ruang metrik yang dilengkapi dengan fungsi jarak dan ruang
bernorma dengan fungsi norm.

Salah satu pembahasan yang menarik untuk diteliti
pada ruang metrik adalah teorema titik tetap Banach atau
teorema titik tetap pemetaan kontraktif. Teorema ini
merupakan sumber penting bagi teorema eksistensi dan
ketunggalan dalam berbagai cabang analisis. Teorema titik
tetap ini memiliki peranan penting dalam analisis fungsional.
Teorema ini menjamin eksistensi dan ketunggalan titik tetap
untuk pemetaan tertentu pada ruang metrik. Selain itu teorema
ini juga memberikan metode yang konstruktif dalam
menemukan titik tetap pada ruang metrik. Di samping itu

dengan menggunakan teorema ini masalah matematis seperti



persamaan linear, persamaan diferensial biasa, integral, dan
persamaan diferensial parsial juga dapat dipecahkan.

Pada tahun 1922 seorang ahli matematika yang berasal
dari Polandia menemukan teorema titik tetap atau Kontraksi
Banach pada ruang metrik lengkap. Teorema ini menyatakan
keberadaan dan ketunggalan titik tetap. Ruang metrik
merupakan suatu himpunan tak kosong X yang dilengkapi
dengan fungsi yang memetakan setiap pasangan dua elemen
berurutan ke suatu bilangan real positif dan memenuhi
aksioma tertentu. Selanjutnya fungsi ini disebut metrik pada
X.

Banyak ahli yang mencoba mengembangkan konsep
ruang metrik. Salah satunya Matthews yang mengenalkan
konsep ruang metrik parsial pada tahun 1992. Ruang metrik
parsial merupakan generalisasi dari ruang metrik. Pada metrik
parsial dikenalkan sebuah konsep nonzero self distance
dimana jarak suatu titik terhadap dirinya sendiri tidak harus
sama dengan nol.

Selanjutnya Sedghi, dkk menemukan konsep ruang
metrik-S pada tahun 2012. Kemudian ia mengembangkan
penelitiannya yaitu tentang ketunggalan titik tetap di ruang
metrik-S lengkap pada tahun 2014. Ruang metrik-S sendiri
merupakan suatu himpunan tak kosong X yang dilengkapi

dengan fungsi yang memetakan setiap pasangan tiga elemen



berurutan ke suatu bilangan real positive dan memenuhi tiga
kondisi.

Konsep ruang metrik-S berawal dari Gahler yang
mengenalkan konsep ruang metrik-2 pada tahun 1963. Ruang
merik-2 merupakan generalisasi dari ruang metrik. Namun
pada tahun 1984 Dhage mengidentifikasi adanya kelemahan
dari ruang metrik-2. Dengan adanya masalah ini Dhage
kemudian mengenalkan konsep ruang metrik-D.

Pada tahun 2003 Mustafa dan Sims menemukan
kelemahan ruang metrik-D sebagai solusi dari masalah
tersebut mereka mengenalkan konsep ruang metrik-G yang
merupakan generalisasi dari ruang metrik. Selanjutnya pada
tahun 2007 Sedghi, dkk menemukan konsep ruang metrik baru
yang merupakan modifikasi dari ruang metrik-D, yaitu ruang
metrik-D*. Setiap ruang metrik-G merupakan ruang metrik-
D*. Namun hal ini tidak berlaku sebaliknya karena ruang
metrik-D* tidak mesti ruang metrik-G. Selanjutnya pada tahun
2012 Sedghi, dkk menemukan kelemahan dari ruang metrik-G
dan ruang metrik-D*. Kelemahan tersebut berupa kondisi
simetri yang ada pada ruang metrik-D* dan ruang metrik-G.
Oleh karena itu Sedghi, dkk mengenalkan ruang metrik baru
yang dikenal dengan ruang metrik-S.

Pada tahun 2014 Nabil pertama kali mengenalkan
definisi ruang metrik-S parsial dalam jurnalnya yang berjudul

“A Contraction Principle in Partial S-Metric Spaces”. Ruang



metrik-S parsial merupakan generalisasi dari ruang metrik-S.
la juga merupakan generalisasi dari hasil pemetaan kontraktif
di ruang metrik parsial. Dimana ruang metrik parsial sendiri
merupakan generalisasi dari ruang metrik.

Selanjutnya pada tahun 2016 Kamaleldin Abodayeh
melanjutkan penelitian Nabil tersebut dalam jurnalnya yang
berjudul “A Controlled Contraction Principle in Partial S-
Metric Spaces”. la membuktikan teorema titik tetap pada
ruang metrik-S parsial yang merupakan hasil pengembangan
dari jurnal sebelumnya. Pada jurnal ini ia memperumum hasil
penelitian Nabil dengan menambahkan fungsi kontrol ke
prinsip kontraksinya.

Dilihat dari perkembangan penelitian ruang metrik dan
teori titik tetap, sangat menarik jika mempelajari lebih lanjut
tentang ruang metrik-S parsial. Penelitian ini merupakan
penjabaran dari jurnal yang ditulis oleh Kamaleldin Abodayeh
serta melengkapi langkah-langkah pembuktian teorema titik
tetap di ruang metrik-S parsial lengkap yang belum disajikan

dalam jurnal tersebut.

1.2  Batasan Masalah

Pembatasan masalah dalam penelitian sangatlah
penting. Agar penelitian lebih fokus dan tidak meluas dari
pembahasan yang dimaksud, dalam penelitian ini penulis
membatasi pada teorema titik tetap di ruang metrik-S parsial
lengkap, yang lebih dikhususkan untuk membuktikan teorema



titik tetap di ruang metrik-S parsial lengkap serta sifat-sifat
yang mendukung pembuktian teorema tersebut. Sedangkan
untuk contoh teorema titik tetap tersebut tidak dibahas dalam
skripsi ini.
1.3 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah di atas
maka dirumuskan permasalahan sebagai berikut:
1. Bagaimana pembuktian teorema titik tetap pada ruang
metrik-S parsial lengkap.
2. Sifat-sifat apa saja yang mendukung pembuktian

teorema titik tetap pada ruang metrik-S parsial lengkap.

1.4 Tujuan Penelitian

Penelitian ini  bertujuan untuk mengkaji dan
menjelaskan langkah-langkah pembuktian teorema titik tetap
di ruang metrik-S parsial lengkap serta sifat-sifat yang

mendukung pembuktian teorema tersebut.

1.5  Manfaat Penelitian
Manfaat dari hasil penelitian ini adalah sebagai
berikut:

1. Memberikan pengetahuan tentang teorema titik tetap di
ruang metrik-S parsial lengkap beserta langkah-
langkah pembuktiannya.

2. Memberikan motivasi kepada pembaca untuk

mempelajari tentang perkembangan ruang metrik.



3. Penelitian ini dapat dijadikan referensi untuk penelitian

selanjutnya.

1.6 Tinjauan Pustaka

Penelitian ini berawal dari jurnal yang ditulis Nabil
tahun 2014 yang berjudul “4 Contraction Principle in Partial
S-Metric Spaces”. Jurnal tersebut menjelaskan definisi dan
konsep ruang metrik-S parsial serta teorema titik tetap pada
ruang metrik-S parsial lengkap. Pada jurnal ini ia
membuktikan teorema titik tetap pada ruang metrik-S parsial
yaitu tentang ketunggalan di titik tetapnya.

Selanjutnya pada tahun 2016 Kamaleldin Abodayeh
menulis jurnal yang berjudul “4 Controlled Contraction
Principle in Partial S-Metric Spaces . Jurnal ini berisi tentang
pembuktian teorema titik tetap pada ruang metrik-S parsial
lengkap. Disamping itu jurnal ini merupakan pengembangan
dari hasil penelitian yang dilakukan oleh Nabil. Jurnal inilah
yang digunakan sebagai acuan utama dalam penulisan skripsi.

Selain jurnal di atas juga digunakan beberapa referensi
pendukung yang lain guna mempermudah penelitian ini.
Diantaranya adalah buku “Introduction to Real Analysis”
edisi ke empat pada tahun 2010 karya Bartle dan Sherbert yang
berisi tentang dasar-dasar analisis real. Selanjutnya buku
“Metric Spaces” yang ditulis oleh Shirali dan Vasudeva pada
tahun 2006 yang menjelaskan tentang ruang metrik.

Disamping itu juga digunakan jurnal lain sebagai pendukung.



Diantaranya adalah jurnal Sedghi, dkk yang berjudul “Fixed
Point Theorems on S-Metric Spaces” pada tahun 2014.
Selanjutnya jurnal M.bukatin, dkk pada tahun 2009 yang

berjudul “Partial Metric Spaces”.

1.7  Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan ini disusun untuk memberikan

gambaran secara umum dan menyeluruh guna mempermudah
dalam memahami penulisan skripsi ini. Secara garis besar,
sistematika penulisan skripsi ini terdiri dari empat bab sebagai
berikut:
BAB | PENDAHULUAN

Pada bab ini dibahas mengenai latar belakang, batasan
masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, tinjauan
pustaka, sistematika penulisan, dan metode penelitian.
BAB || LANDASAN TEORI

Pada bab ini dibahas mengenai teori-teori yang akan
menjadi dasar dalam memahami bab-bab selanjutnya, yaitu
dasar-dasar analisis real, ruang metrik serta teorema-teorema
yang berlaku di dalamnya, dan teori titik tetap pada ruang
metrik.
BAB Il PEMBAHASAN

Bab ini membahas mengenai dasar ruang metrik-S
parsial dan teorema titik tetap pada ruang metrik-S parsial
lengkap beserta langkah-langkah pembuktiannya.
BAB IV PENUTUP



Pada bab ini berisi kesimpulan umum beserta saran-

saran.

1.8  Metode Penelitian

Dalam penelitian ini penulis menggunakan metode
studi literatur, yaitu dengan mempelajari beberapa sumber
tertulis tentang ruang metrik-S parsial sesuai dengan tema
penelitian. Kemudian menjelaskan dan menjabarkan konsep-
konsep yang ada pada literatur tersebut. Selain itu penulis juga
melakukan diskusi dengan beberapa ahli terkait dengan
penelitian ini. Adapun penelitian dalam skripsi ini bersifat
kualitatif.

Sebelum membahas ruang metrik-S parsial, terlebih
dahulu dijelaskan mengenai dasar-dasar analisis real dan
konsep ruang metrik sebagai landasan teori. Selanjutnya juga
dijelaskan mengenai konsep kekonvergenan, barisan Cauchy,
dan pemetaan kontraktif pada ruang metrik untuk
memudahkan dalam memahami teori titik tetap pada ruang
metrik. Selanjutnya diberikan definisi ruang metrik-S dan
ruang metrik parsial sebagai landasan dalam mempelajari
ruang metrik-S parsial.

Dalam penelitian ini pembahasan utamanya adalah
mengenai teorema titik tetap pada ruang metrik-S parsial
lengkap. Pada penelitian ini langkah-langkah pembuktian
teorema titik tetap tersebut dijelaskan secara lebih rinci dan
mendetail. Pada jurnal acuan terdapat beberapa langkah



pembuktian teorema yang tidak dijelaskan, sehingga
digunakan jurnal lain sebagai pendukung pembuktian teorema

tersebut.



BAB IV
PENUTUP

4.1  Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan, pembuktian teorema titik tetap
pada ruang metrik-S parsial lengkap dengan menggunakan

partially « —contractive, o —admissible dan r, - admissible

memiliki tiga langkah yaitu: Pertama, dibuktikan bahwa suatu
himpunan bagian dari himpunan X yang memenuhi kondisi
tertentu merupakan himpunan tak kosong. Kedua, dibuktikan
bahwa terdapat suatu elemen yang merupakan titik tetap pada
himpunan tak kosong tersebut. Ketiga dibuktikan bahwa titik
tetapnya tunggal. Sebelum membuktikan tiga langkah tersebut
terlebih dahulu dibuktikan beberapa langkah yang akan
digunakan dalam membuktikan tiga langkah di atas. Langkah-
langkah nya vyaitu dibuktikan bahwa barisan pada ruang
metrik-S parsial merupakan barisan monoton, barisan pada
ruang metrik-S parsial merupakan barisan terbatas, barisan
pada ruang metrik-S parsial merupakan barisan Cauchy.
Selanjutnya dibuktikan suatu persamaan yang akan digunakan
untuk membuktikan langkah pertama dan kedua.

Selanjutnya berdasarkan hasil pembahasan dapat
disimpulkan bahwa fungsi yang terdefinisi di ruang metrik-S
parsial lengkap dengan menggunakan partially o-

contractive, o —admissible dan r, - admissible memiliki titik
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tetap tunggal apabila fungsi tersebut memenuhi kondisi
3.4.1(1), 3.4.1(i1), dan 3.4.1(iii). Selanjutnya fungsi yang
terdefinisi pada ruang metrik-S parsial lengkap juga memiliki
titip tetap di seluruh himpunan X apabila prinsip kontraksi
yang terdapat pada teorema 3.4.1 diganti menjadi kondisi
(3.85) pada Teorema 3.4.2.

Beberapa sifat yang berlaku pada ruang metrik, ruang
metrik-S, dan ruang metrik parsial juga berlaku pada ruang
metrik-S parsial, tetapi berbeda dalam pendefinisiannya. Sifat-
sifat tersebut antara lain barisan terbatas, barisan monoton,
kekonvergenan, hubungan barisan konvergen dan barisan
Cauchy, dan kelengkapan.

4.2  Saran
Berdasarkan proses penelitian yang dilakukan, penulis
memberikan beberapa saran sebagai berikut:

1. Penelitian ini hanya membahas tentang konsep dasar
ruang metrik-S parsial dan teori titik tetapnya. Oleh
karena itu penelitian ini dapat dikembangkan lagi,
misalnya mengkaji kekontinuan di titik tetapnya.

2. Dalam penelitian ini belum ada contoh penerapan dari
teori titik tetapnya sehingga diperlukan penelitian lebih
lanjut.

Demikian saran-saran yang dapat penulis sampaikan semoga

penelitian ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk
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mengembangkan lagi penerapan titik tetap di ruang metrik-S

parsial dan juga di ruang lain-lainnya.
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