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INTISARI 

  Ruang metrik bS  merupakan sebuah himpunan tak kosong yang dilengkapi 

dengan sebuah fungsi yang memenuhi tiga aksioma dan disebut metrik bS . Ruang 

metrik bS  pertamakali dikemukakan oleh Sh. Sedghi, dkk pada tahun 2016 dalam 

sebuah jurnal yang berjudul Common fixed point of four maps in bS metric spaces.  

 Skripsi ini membahas sebuah tentang ketunggalan titik tetap di ruang metrik 

bS  tersebut pada pemetaan kontraksi   ψ . Hal ini disebutkan dalam sebuah 

teorema yang berbunyi “Diberikan sebuah ruang metrik , ( , )b bS X S  dan ψ,  

serta 
1

0
2

  . Apabila fungsi :f X X  merupakan sebuah kontraksi 

ψ -φ- λ  untuk setiap ,x y X , maka fungsi f memiliki sebuah titik tetap 

tunggal” 

 Tahap-tahap yang dilakukan dalam menganalisa pembuktian teorema 

ketunggalan titik tetap di ruang metrik bS  pada pemetaan kontraksi   ψ  

dalam skripsi ini yaitu: Pertama, dibentuk sebuah barisan yang dibuktikan bahwa 

barisan tersebut merupakan barisan konvergen bS . Kedua, barisan yang telah 

terbentuk sebelumnya, dibuktikan bahwa barisan tersebut merupakan barisan 

cauchy bS . Ketiga, limit barisan yang telah diibuktikan sebelumnya dibuktikan 

lagi sebagai titik tetap pada ruang metrik bS  yang kemudian pada tahap keempat 

dibuktikan ketunggalannya. 
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 Kata Kunci: Ruang metrik bS , Titik tetap, Kontraksi   ψ  

ABSTRACT 

  bS  metric space is a non-empty set which is equipped with a function that 

satisfies three axioms and is called a bS  metric. The first bS  metric space was 

stated by Sh. Sedghi, et al in 2016 in a journal Common point of four maps in 

metric spaces.This thesis discusses a unique fixed point in bS  metric space for

  ψ  contraction mapping. This is mentioned in a theorem that said " Let 

( , )bX S be a bS  Metric Space, ψ, . Let :f X X  be a mapping and 

1
0

2
  . Suppose f is a ψ -φ- λ  contraction for all ,x y X  Then f has a 

unique fixed point.  

  The steps performed in analyzing the theorems proving unique fixed point 

in bS  metric space for   ψ contraction mapping in this paper are: First, set 

up a sequence and proved that the sequence is an bS converges sequence. Second, 

the sequence that have been formed before, it is proven that the sequence are bS

cauchy. Third, the sequence limit which has been proved before is proven again 

as a fixed point in the bS  metric space, which in the fourth stage is proven the 

uniques of the fixed point. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang Masalah 

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan yang hingga 

kini terus dikembangkan. Penggunaan matematika dalam berbagai bidang ilmu 

dan pengetahuan merupakan salah satu bukti yang menunjukan bahwa 

matematika merupakan dasar dari berbagai cabang ilmu pengetahuan terutama 

dalam wilayah pengetahuan alam. Penggunaan matematika tak hanya dalam ruang 

konsep dan penggunaan operasi-operasinya. Matematika juga membantu 

perkembangan ilmu pengetahuan secara langsung maupun tidak langsung. Bahkan 

dalam beberapa cabang ilmu sosial seperti hukum dan politik, logika berpikir 

dalam matematika digunakan dalam berdialektika untuk memecahkan suatu 

permasalahan. 

Secara prinsip, matematika merupakan cara atau metode berpikir 

menggunakan nalar dan logika. Secara garis besar, matematika dapat digunakan 

dalam memutuskan sebuah ide atau konsep bernilai benar atau salah. Selain itu, 

matematika juga merupakan sebuah wilayah kognitif yang mempelajari sebuah 

keteraturan atau pola melalui abstraksi yang diwadahi nalar dan logika berpikir 

manusia.  

Salah satu cabang atau bidang dalam matematika adalah analisis. Secara 

bahasa, analisis diartikan sebagai sebuah proses atau usaha dalam meneliti, 

menelaah serta mengenali suatu permasalahan secara mendalam yang kemudian 
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ditujukan untuk mendapatkan sebuah kebenaran. Analisis merupakan sebuah 

bagian atau wilayah kognitif dari matematika murni. Matematika analis sendiri 

mencangkup konsep serta teori mengenai limit, fungsi analitik, deret tak hingga, 

turunan , integral serta ukuran.  

Matematika sebagai sebuah badan atau suatu kesatuan yang utuh tentu saja 

memiliki sebuah landasan atau fondasi yang kokoh. Analisis di sini dapat 

dikatakan sebagai sebuah landasan atau fondasi di dalam matematika itu sendiri. 

Pengenalan serta pengembangan dasar konsep atau teori yang ada di dalam 

matematika sepenuhnya menjadi bagian dari pada matematika analisis.  

Secara penerapan, matematika analisis atau analisis juga memiliki tugas 

yang tak kalah penting. Salah satu dari peran penting analisis dalam matematika 

murni adalah membahas teori-teori yang terdapat di dalam matematika. Oleh 

karena itu tidak salah jika matematika analisis atau analisis disebut sebagai 

landasan atau pun fondasi yang memiliki tanggung jawab yang cukup besar. 

Terlebih dalam mengenalkan serta mengembangkan matematika itu sendiri. 

Perkembangan dalam bidang analisis terus menerus mengalami kemajuan. 

Berbagai jenis penelitian terus dikembangkan yang mana salah satu dari berbagai 

penelitian tersebut adalah bahasan mengenai ruang metrik. Mengenal ruang 

metrik sebenarnya mempelajari mengenai himpunan tak kosong yang dilengkapi 

dengan suatu fungsi yang disebut metrik dan harus memenuhi beberapa aksioma. 

Ruang metrik awalnya dikemukakan oleh seorang matematikawan Prancis yang 

bernama Maurice Frechet pada tahun 1906 dalam sebuah tesis yang berjudul “Sur 

quelques points du calcul fonctionnel”. Tesis tersebut membahas mengenai 
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kalkulus fungsional yang kemudian terus dikembangkan oleh para ilmuwan di 

sekeliling dunia. 

Tahun 1922 seorang ahli matematika Polandia Stephen Banach 

mengemukakan sebuah teorema yang luar biasa. Teorema tersebut adalah teorema 

titik tetap yang saat ini dikenal dengan prinsip kontraksi Banach. Stephen Banach 

mengemukakan karyanya tersebut pada sebuah tesis yang berjudul  “Sur les 

opérations dans les ensembles abstraits et leur applications aux équations 

intégrales”. Teorema tersebut sering dipergunakan dalam berbagai bidang 

matematika serta pengaplikasiannya. Prinsip kontraksi Banach dianggap sebagai 

awal dari studi teori titik tetap dalam ruang metrik. Salah satu kegunaan teori titik 

tetap dalam matematika adalah untuk menyelesaikan persamaan linear dan 

persamaan integral. 

 Beberapa matematikawan di seluruh dunia memperkenalkan generalisasi 

ruang metrik yang berbeda-beda. Tahun 1992, B. D. Dhage memperkenalkan 

konsep ruang metrik D pada sebuah jurnal yang berjudul “Generalized Metric 

Space and Mapping With Fixed Point” yang kemudian juga di kembangkan oleh 

beberapa matematikawan di seluruh dunia. Selain itu, pada tahun 2006, Z. 

Mustafa dan B. Sims juga memperkenalkan konsep ruang metrik G dan 

membuktikan teorema titik tetap di ruang metrik tersebut pada sebuah jurnal yang 

berjudul “A New Approach to Generalized Metric Spaces”. Beberapa peneliti 

terus melakukan pengembangan terhadap ruang metrik tersebut dan melakukan 

beberapa perbaikan serta membuktikan kembali teorema titik tetap di ruang 

metrik G. Perkembangan pada penelitian dengan topik ruang metrik berlanjut 
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pada tahun 2007 yang dikemukakan oleh S. Sedghi, N. Shobe dan H. Zhan yaitu 

konsep ruang metrik *D  pada sebuah jurnal yang berjudul “A Common Fixed 

Point Theorem in D-Metric Space”. 

Selanjutnya, pada tahun 2012 dalam sebuah jurnal yang berjudul “A 

Generalization of Fixed Point Theorems in S-Metric Spaces”, S. Sedghi dan 

kawan-kawan kembali memperkenal kan sebuah konsep ruang metrik yang baru. 

Ruang metrik tersebut adalah ruang metrik S . Ruang metrik S merupakan sebuah 

generalisasi ruang metrik 
*D  dan ruang metrik G  yang kemudian oleh beberapa 

matematikawan dibuktikan teorema titik tetapnya.       

Skripsi ini akan membahas mengenai salah satu generalisasi dari ruang 

metrik S  dan tidak membahas ruang metrik S secara mendalam. Melainkan ruang 

metrik S hanya dijadikan sebagai pengantar untuk mengewali  pembahasan ruang 

metrik bS  dan membuktikan teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik 

tersebut pada pemetaan kontraksi   ψ .  

Sebelumya, penelitian tersebut  dikemukakan oleh K. P. R Sastry, dkk pada 

tahun 2018 dalam sebuah jurnal yang berjudul “Fixed Point Theorems for 

  ψ  Contractions in bS  Metric Spaces”. Kontraksi   ψ  yang 

digunakan dalam penelitian ini berawal dari sebuah gagasan yang juga 

dikemukakan oleh K. P. R Sastry, dkk pada tahun 2017 dalam sebuah jurnal yang 

berjudul “Fixed Point Theorems for ψ - contractions in S -Metric Space and 

K.K.S Metric Spaces”. Pengenalan lebih lanjut mengenai topik dari pembahasan 

skripsi ini akan dilanjutkan secara berkala pada bab atau sub bab berikutnya. 
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1.2 Batasan Masalah  

Batasan masalah merupakan sesuatu yang sangat diperlukan dalam 

melakukan sebuah pembahasan. Hal tersebut diperlukan agar pembahasan tidak 

melebar atau keluar dari inti dan tujuan pembahasan. Berdasarkan apa yang telah 

dituliskan pada latar belakang masalah, pembahasan skripsi ini dibatasi pada 

pembahasan teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik bS  pada pemetaan 

kontraksi   ψ  dengan bahasan pokok yang tentu sudah ditetapkan dan sifat-

sifat pada ruang metrik bS  serta teori-teori pendukung lain yang sekiranya akan 

membantu dalam pembahasan teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik bS  

pada pemetaan kontraksi   ψ  yang dilakukan. Sehingga tidak akan ada 

pembahasan lain yang akan dibahas pada skripsi ini. 

 

1.3 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang, rumusan masalah pada skripsi ini adalah 

bagaimana pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik bS  pada 

pemetaan kontraksi   ψ . 

 

1.4 Tujuan dan Manfaat Penelitian 

Meninjau rumusan masalah yang telah dipaparkan, adapun tujuan dari pada 

penulisan skripsi ini adalah menganalisis bagaimana pembuktian teorema 

ketunggalan titik tetap di ruang metrik bS  pada pemetaan kontraksi .  ψ  
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Manfaat yang diharapkan pada analisis ketunggalan titik tetap di ruang 

metrik bS  ini adalah memberikan pengetahuan tentang ketunggalan titik tetap di 

ruang metrik bS  pada pemetaan kontraksi   ψ . Selain itu, skripsi ini dapat 

menjadi referensi dan juga tolok ukur untuk mengembangkan penelitian ini ke 

tahap yang lebih lanjut.  

 

1.5 Tinjauan Pustaka 

Secara mendasar, bahasan konsep ruang metrik dapat dipelajari melalui 

buku yang ditulis oleh Shirali, dkk. Buku tersebut berjudul “Metric Space” yang 

pertama kali diterbitkan pada tahun 2006. Kemudian, wawasan mengenai ruang 

metrik S  dapat diperoleh dari jurnal “A Generalization of Fixed Point Theorems 

in S Metric Spaces” yang ditulis oleh Shaban Sedghi,dkk. Jurnal yang 

diterbitkan pada tahun 2012 tersebut yang pertama kali mengemukakan konsep 

dari salah satu jenis generalisasi ruang metrik yang kini dikenal dengan nama 

ruang metrik .S   

Selanjutnya, pengenalan konsep ruang metrik bS  yang menjadi pokok 

pembahasan pada skripsi ini penulis menggunakan jurnal yang berjudul “Fixed 

Point Theorems for ( ) ψ - -  Contractions in bS -Metric Spaces”. Jurnal 

tersebut merupakan buah penelitian dari Sastry,dkk pada tahun 2018. 

Referensi lain yang juga digunakan dalam membantu pembahasan pada 

skripsi ini adalah buku yang ditulis oleh Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert 

dengan judul “Introduction to Real Analysis” edisi ke empat. Buku yang 
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diterbitkan pada tahun 2011 ini membahas mengenai dasar-dasar analisis real 

yang merupakan bagian penting dari landasan teori dalam penulisan skripsi ini. 

Selain itu, jurnal “Common Fixed Point of Four Maps in bS -Metric Space” 

oleh Sedghi, dkk yang diterbitkan pada tahun 2016 dan membahas mengenai titik 

tetap biasa pada ruang metrik bS . Terakhir, jurnal “Fixed Point Theorems for ψ -

contractions in S-Metric Spaces and KKS-Metric Space” yang ditulis oleh Sastry, 

dkk pada tahun 2017 juga sangat membantu dalam memperkenalkan kontraksi 

yang juga kelak akan digunakan dalam skripsi ini. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

Sistematika penulisan ditujukan untuk memberi gambaran umum mengenai 

alur penulisan dan pembahasan skripsi ini. Hal tersebut diperlukan untuk 

membantu dalam memahami rangkaian pembahasan yang akan dipaparkan. 

Sistematika penulisan juga dapat menjadi rujukan dalam menelaah dan membahas 

skripsi ini secara bertahap atau berkala.  

Berikut sistematika penulisan pada skripsi ini. 

BAB I PENDAHULUAN 

Pembahasan pada bab ini terdiri dari latar belakang, batasan masalah, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka dan 

sistematika penulisan serta metode penelitian. Dapat dikatakan bahwa bab ini 

merupakan pembuka atau sebuah pengantar untuk mempermudah dalam 

memahami pembahasan skripsi ini secara keseluruhan. Bab ini juga dapat 
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dikatakan sebagai gambaran umum tentang topik penelitian yang dibahas dalam 

skripsi ini. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini akan membahas teori-teori yang kelak akan digunakan dalam 

membantu dalam pembahasan pada bab dan sub bab berikutnya. Topik yang akan 

dibahas adalah dasar-dasar analisis real, ruang metrik dan teorema-teorema yang 

berlaku di dalamnya serta beberapa contoh yang diharapkan dapat membantu 

dalam memahami topik yang dibahas.  

BAB III PEMBAHASAN 

Bab ini akan dimulai dengan membahas definisi ruang metrik S yang 

kemudian akan dilanjutkan dengan membahas ruang metrik bS  secara rinci untuk 

kemudian membuktikan teorema ketunggalan titik tetap di ruang metrik bS  pada 

pemetaan kontraksi   ψ . Selain itu juga akan dibahas beberapa teorema 

yang sekiranya dapat membantu pembahasan pada bab ini. 

BAB IV PENUTUP 

Bab penutup ini berisi kesimpulan umum dan saran-saran. Diharapkan bab 

ini dapat menjadikan acuan dan stimulan pada penelitian dan pembahasan pada 

tahap yang lebih lanjut. 

 

1.7 Metode Penelitian 

Penulisan dan penyusunan skripsi ini menggunakan metode studi literatur, 

yaitu dengan mempelajari dan menghubungkan beberapa sumber literatur yang 

membahas mengenai ruang metrik, ruang metrik S  serta ruang metrik bS  sesuai 
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dengan apa yang ada pada tujuan serta tema penulisan skripsi ini dan bersifat 

kualitatif. Penulisan skripsi ini diawali dengan penjelasan beberapa dasar analisis 

real yang mendukung tema penelitian, konsep dasar ruang mertik dan teorema 

titik tetap yang menjadi salah satu landasan teori dari penelitian ini.  

Topik yang menjadi inti pembahasan dalam penelitian ini adalah teorema 

ketunggalan titik tetap di ruang metrik bS  pada pemetaan kontraksi .  ψ  

Langkah-langkah penelitian ini berlandaskan pada jurnal “Fixed Point Theorems 

for ( ) ψ - -  Contractions in bS -Metric Spaces” yang tulis oleh K.P.R Sastry, 

dkk pada tahun 2018.  
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BAB IV 

PENUTUP 

 

Bab berikut ini berisi kesimpulan dan saran-saran yang diperoleh 

berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan pada bab dan sub bab sebelumya. 

4.1 Kesimpulan 

 Kesimpulan yang dibuahkan dari pembahsan yang telah dilakukan adalah 

sebagai berikut. 

1. Pembuktian Teorema Ketunggalan Titik Tetap di Ruang Metrik bS  pada 

Pemetaan Kontraksi ψ -φ- λ  dilakukan dengan menyelesaikan beberapa 

tahap pembuktian. Tahap-tahap pembuktian tersebut adalah: 

a. Pertama, dilakukan sebuah permisalan untuk menyederhanakan metrik 

yang akan digunakan dalam pembuktian, yang kemudian dilanjutjan 

dengan membentuk sebuah barisan pada himpunan tak kosong X dan 

melihat pola barisan tersebut dengan mengunakan kontraksi yang 

terdapat pada Definisi 3.1.11 Kontraksi ψ -φ- λ . 

b. Selanjutnya dilakukan pembuktian bahwa barisan tersebut Konvergen bS  

ke suatu titik di X. Pembuktian ini menggunakan beberapa Teorema yang 

telah diberikan dan dibuktikan pada sub bab sebelumnya. 
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c. Ketiga, ditunjukan bahwa barian tersebut merupakan barisan Cauchy bS  

di X. Tahap pembuktian ini juga menggunakan beberapa Teorema dan 

hasil dari tahap pembuktian sebelumnya. 

d. Setelah selesai membuktikan ke-konvergen-an dan ke-cauchy-an 

bariasan tersebut, pembahasan dilanjutkan dengan membuktikan 

eksistensi dari titik tetap  pada pemetaan kontrasksi ψ -φ- λ .  

e. Tahap yang terakhir adalah menunjukan bahwa titik tetap yang terdapat 

pada pemetaan kontraksi ψ -φ- λ  tersebut eksis secara tunggal. 

2. Barisan yang telah dibentuk pada tahap pembuktian (1a) dibuktikan ke-

konvergenan-nya pada tahap pembuktian (1b). Kemudian dengan 

menggunakan beberapa hasil dari tahap pembuktian (1b), barisan yang tadi 

dibentuk pada tahap pembuktian (1a) dibuktikan ke-cauchyan-nya pada 

tahap pembuktian (1c). Setelah menyelesaikan tahap pembuktian (1a,b,c), 

pembuktian dilanjutkan pada tahap pembuktian eksistensi titik tetap dengan 

induksi matematis pada tahap pembuktian (1d), yaitu dengan memberikan 

sebuah pernyataan yang kontradiktif terhadap ketetapan yang berlaku yang 

kemudian dapat di-negasikan untuk mendapatkan pernyataan yang sesuai 

dengan ketetapan yang ada dan dengan cara yang sama, selanjutnya 

dibuktikan bawa titik tetap yang terbukti pada tahap (1d) eksis secara 

tunggal atau dapat dikatakan sebagai titik tetap tunggal. 
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4.2 Saran 

 Berdasarkan keterbatasan penulis, oleh kerena itu berikut ini diberikan 

beberapa saran dari penulis untuk pembaca atau para peneliti selanjutnya. Saran 

ini diharapkan dapat menjadikan pembahasan ruang metrik terutama ruang metrik 

bS  terus berkembang. Berikut ini saran yang penulis dapat berikan. 

1. Pembaca diharapkan memahami betul dasar-dasar analis real dan teorema-

teorema pada bab iii. Hal tersebut dapat mempermudah dalam memahami 

alur penelitian secara baik. Selain itu, contoh-contoh yang terdapat pada 

skripsi ini mungkin belum cukup untuk membantu dalam memahami 

definisi-definisi yang ada. Oleh karena itu, diharapkan untuk mencari 

referensi lanjutan untuk memudahkan dalam memahami definisi-definisi 

yang ada. 

2. Peneliti yang ingin melanjutkan penelitian ini ketahap yang lebih lanjut, 

harap memahami jika penulisan skripsi ini terbatas pada ruang metrik bS  

dan titik tetapnya pada pemetaan kontraksi ψ -φ- λ . Selain itu, apabila 

peneliti ingin tetap dalam lingkup pembahasan yang sama, diharapkan dapat 

memberikan contoh dan pengaplikasian dari pada teorema ketunggalan titik 

tetap di ruang metrik bS  pada pemetaan kontraksi ψ -φ- λ
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