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INTISARI

Konstruksi Ideal dalam Aljabar Lintasan Leavitt

Oleh

Moh Hambali Darmawan

15610042

Quiver adalah graf berarah yang terdiri dari 4 tupel (Q0, Q1, s, t) yang terdiri
dari dua himpunan, yaitu Q0 (yang elemen-elemennya disebut titik) dan Q1 (yang
elemen-elemennya disebut garis/panah), serta dua pemetaan s, t : Q1 → Q0. Secara
berurutan dapat didefinisikan s(e) = sumber dari garis e dan t(e) = target dari garis
e. Graf Q dapat diperluas dengan memandang arah sebaliknya dari sisi-sisi dalam
Q1. Sisi dalam Q1 disebut sisi real (real edge) dan sisi dengan arah sebaliknya dise-
but sisi hantu (ghost edge). Himpunan semua sisi hantu dalam graf Q dinyatakan
dengan (Q∗1).

Aljabar lintasan merupakan aljabar atas lapangan dengan basis himpunan se-
mua lintasan yang ada pada graf. Sedangkan aljabar lintasan Leavitt adalah aljabar
lintasan pada graf perluasan dengan memenuhi syarat tertentu. Aljabar lintasan dan
aljabar lintasan Leavitt mempunyai sifat yang sama yaitu sebagai aljabar asosiatif
dan aljabar bertingkat.

Layaknya aljabar atas lapangan K yang memiliki ideal pembangun, aljabar
lintasan dan aljabar lintasan Leavitt pun memiliki ideal pembangun. Ideal pemban-
gun dalam aljabar lintasan Leavitt adalah himpunan bagian titik-titik pada graf Q
yang disebut dengan herediter dan tersaturasi.

Kata kunci : Quiver, K-aljabar, Aljabar lintasan, Aljabar lintasan Leavitt.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Matematika adalah salah satu cabang ilmu pengetahuan yang berhakikat pa-

da logika, dan pada dasarnya matematika cukup dekat dengan kehidupan manu-

sia, meskipun tidak semuan kajian dalam matematika bisa diterapkan secara nya-

ta dalam kehidupan sehari-hari. Kajian dalam matematika beragam, salah satunya

adalah matematika diskrit.

Salah satu objek kajian dalam matematika diskrit adalah teori graf, kon-

sep teori graf sendiri pertama kali diperkenalkan oleh Euler di Jerman. Ia berni-

at memecahkan suatu masalah pada sebuah jembatan di kota Konigsberg pada

tahun 1735 (Rossen, 2012). Ia membuat ilustrasi dalam sebuah graf untuk mencoba

memecahkan teka-teki di kota itu. Terbukti ilustrasi yang dibuat Euler memecahkan

teta-tekinya. Penemuan ini dikembangkan dan dikenal dalam sebuah teori bernama

graf (Rossen, 2012).

Kajian lain dalam matematika adalah aljabar. Istilah aljabar diperkenalkan

oleh Herman Weyl pada tahun 1933 setelah dia mempelajari lebih lanjut tentang

teori lie atas grup kontinu (Kleiner, 2007). Aljabar sendiri dapat diklasifikasikan

menjadi beberapa bagian. Pertama, aljabar elementer yaitu klasifikasi aljabar yang

memcatat sifat-sifat operasi bilangan real. Aljabar elementer menggunakn simbol

sebagai ’pengganti’ untuk menandakan konstanta dan variabel. Aljabar elementer

mempelajari aturan tentang ungkapan dan persamaan matematis yang melibatkan

simbol-simbol tersebut. Kedua, aljabar abstrak yaitu merupakan salah satu bagian

1
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dari aljabar yang secara aksiomatis mendefinisikan dan menyelidiki struktur aljabar

seperti grup, ring, lapangan, dan lain sebagainya. Ketiga, aljabar linier yaitu meru-

pakan salah satu klasifikasi aljabar yang mempelajari sifat-sifat khusus ruang vektor

(termasuk matriks). Keempat, aljabar universal yaitu klasifikasi yang mempelajari

sifat-sifat khusus yang dimiliki semua struktur aljabar. Kelima, aljabar komputasi

merupakan bagian dari aljabar yang mengumpulkan manipulasi simbolis benda-

benda matematis dalam sistem komputasi.

Objek kajian yang fundamental dalam matematika diskrit adalah teori graf,

tetapi seiring dengan perkembangan penelitian dalam matematika, teori graf juga

menjadi objek kajian dalam matematika aljabar. Graf juga dapat dipandang secara

aljabar sebagai pasangan 4-tupel yang terdiri dari dua himpunan (himpunan titik

dan himpunan sisi) dan dua pemetaan.

Graf berarah adalah satu jenis graf yang dipandang dari sisinya, dalam be-

berapa literatur graf berarah disebut juga quiver. Quiver adalah graf berarah yang

terdiri dari 4 tupel yang dinotasikan dengan Q = (Q0, Q1, s, t) yang terdiri dari dua

himpunan, yaitu Q0 (yang elemen-elemennya disebut titik) dan Q1 (yang elemen-

elemennya disebut garis/panah), serta dua pemetaan s, t : Q1 → Q0, dimana fungsi

s disebut sumber dari sisi dan fungsi t disebut target dari sisi. Barisan sisi-sisi pada

graf Q disebut sebagai lintasan dan himpunan semua lintasan dalam graf Q dino-

tasikan dengan Path (Q).

Selanjutnya dengan mendefinisikan operasi perkalian pada himpunan semua

lintasan dalam graf, himpunan ini mempunyai struktur semigrup. Untuk selanjut-

nya, sembarang lapangan K dan graf Q dapat didefinisikan K-aljabar yang dise-

but dengan aljabar lintasan atas lapangan K pada Q (dinotasikan dengan KQ) yang

memiliki basis himpunan semua lintasan pada graf tersebut (Waliyanti, 2012).

Graf dapat diperluas sehingga terbentuk graf baru yang disebut dengan graf
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perluasan (extended graph). Ide perluasan graf ini dilakukan oleh Leavitt dengan

menambahkan adanya garis baru yang berlawanan arah dengan garis yang sudah

ada pada graf. Garis yang sudah ada pada graf disebut garis nyata (real edge) sedan-

gkan garis baru yang dibentuk disebutnya garis hantu (ghost edge). Graf perluasan

dinotasikan dengan Q̂ = (Q0, Q1∪Q∗1, s
′
, t

′
) dimanaQ∗1 = {e∗1|ei ∈ Q1} dan fungsi

s
′ dan t′ didefinisikan s′

∣∣∣
Q1

= s, t
′
∣∣∣
Q1

= t , t′(e∗i ) = s(ei) dan s′(e∗i ) = t(ei). Dari

graf perluasan ini dapat didefinisikan suatu aljabar atas lapangan yang disebut den-

gan aljabar lintasan Leavitt (Leavitt Path Algebra) (dinotasikan dengan LK(Q)).

Aljabar lintasan (KQ) dan aljabar lintasan Leavitt (LK(Q)) mempunyai sifat yang

sama yaitu sebagai K-aljabar asosiatif dan aljabar bertingkat (Astriawati, 2015).

Penelitian ini tidak banyak membahas perihal aljabar lintasan atas lapangan, pem-

bahasannya hanya sebagai konstruksi awal untuk lebih memahami aljabar lintasan

Leavitt. Selanjutnya penelitian ini lebih berfokus pada aljabar lintasan Leavitt dan

kontruksi idealnya.

Konstruksi ideal sebagai pembahasan terakhir dalam penelitian ini adalah

ideal yang dibentuk dari himpunan bagian dari titik-titik pada graf, himpunan bagian

yang dimaksud adalah himpunan bagian herediter dan tersaturasi. Akan dibahas

pula nanti IH (ideal yang dibangun oleh H) dimana berlaku IH = IH̄ , dengan H̄

adalah penyaturasi dari H .

1.2. Batasan Masalah

Pembatasan masalah pada suatu penelitian diperlukan untuk membatasi per-

masalahan dari objek penelitian yang dilakukan, hal ini bertujuan untuk mem-

fokuskan arah pembahasan dalam penelitian. Berdasarkan latar belakang di atas,

penelitian ini akan difokuskan pada aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leivitt atas

lapangan yang dikontruksi dari struktur grafnya dan konstruksi ideal dalam aljabar
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lintasan leavitt yang dibangun oleh himpunan bagian pada titik-titik dalam grafnya.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah, maka untuk selanjutnya

dirumuskan permasalahan sebagai berikut;

1. Bagaimana konsep aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt atas lapangan

yang dikonstruksi dari struktur grafnya?

2. Bagaimana konstruksi ideal dalam aljabar lintasan Leavitt yang dibangun dari

subhimpunan titik pada grafnya?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah ;

1. Mengetahui konsep aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt atas lapangan

yang dikonstruksi berdasarkan struktur grafnya.

2. Mengetahui konstruksi ideal dalam aljabar lintasan Leavitt yang dibangun berda-

sarkan subhimpunan titik pada grafnya.

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut;

1. Memberikan pengetahuan tentang konsep aljabar lintasan dan aljabar lintasan

Leavitt atas lapangan.

2. Sebagai tambahan literasi matematika dalam bidang aljabar di Universitas Islam

Negeri Sunan Kalijaga Yogyakarta.
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1.6. Tinjauan Pustaka

Referensi dalam penelitian ini ada beberapa buku dan jurnal diantaranya

yang utama merujuk pada Assem, dkk (2006). Penulis mengacu pada

Chapter II : Quiver and Algebras yang membahas perihal quiver dan aljabar lin-

tasan beserta sifat-sifatnya yang menjadi dasar dalam penelitian ini.

Pembahasan aljabar lintasan Leavitt atas lapangan penulis mengambil banyak

referensi dari buku Molina (2012). Sama dengan Assem dkk, Molina dalam buku

ini juga membahas aljabar lintasan atas lapangan, tetapi tidak seperti Assem dkk

yang begitu rinci membahas aljabar lintasan, Molina hanya membahasnya seba-

gai dasar untuk lebih memahami aljabar lintasan Leavitt. Molina dalam buku yang

sama menyebut bahwa aljabar lintasan Leavitt merupakan aljabar bertingkat lebih

tepatnya Z-aljabar bertingkat.

Pengembangan aljabar lintasan Leavitt telah banyak dilakukan, salah sat-

unya dilakukan oleh Wardati (2017) yang juga menjadi rujukan dalam penelitian

ini. Dalam penelitiannya, pembahasan aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt

tidak atas lapangan tetapi atas ring komutatif unital R. Layaknya K-aljabar, aljabar

lintasan dan aljabar lintasan Leavitt dapat dilihat ideal-ideal yang membangunnya

(Wardati, 2017).

Pembahasan ideal dalam aljabar lintasan Leavitt diawali dengan pengenalan

himpunan bagian titik-titik suatu graf secara khusus, yaitu herediter dan saturasi

(Waliyanti, 2012). Pembahasan ideal dalam aljabar lintasan Leavitt yang dibangun

oleh subhimpunan yang herediter tidak harus tersaturasi dibahas oleh Waliyanti

(2012). Dalam pembahasannya, ideal yang dibahas adalah ideal bertingkat pada

aljabar lintasan Leavitt yang juga merupakan aljabar bertingkat.

Mangacu dari beberapa referensi diatas, penelitian ini lebih umum nan-
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ti akan membahas aljabar lintasan Leavitt dan lebih khusus pembahasannya ten-

tang kontruksi ideal dalam alajabar lintasan leavitt atas lapangan K. Pertama se-

bagai kontruksi awal yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah perihal aljabar

lintasan. Setelahnya akan dibahas subhimpunan herediter dan tersaturasi sebagai

bagian dari pembahasan IH yang dibangun dari subhimpunan herediter dan tersat-

urasi.

1.7. Metode Penelitian

Metode penelitian skripsi ini menggunakan metode studi literatur dengan

menjadikan buku-buku dan jurnal ilmiah yang membahas aljabar lintasan dan al-

jabar lintasan Leavitt sebagai sumber informasi.

Secara umum langkah-langkah yang dilakukan selama penelitian sampai

dengan diperolehnya hasil penelitian adalah sebagai berikut :

1. Kajian toeri-teori dasar yang berkaitan denganK-aljabar dan graf sebagai kotruk-

si awal untuk memahami aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt, di an-

taranya grup, ring, lapangan, dan ruang vektor.

2. Pengembangan penelitian selanjutnya dilakukan dengan mempelajari aljabar lin-

tasan atas lapangan K (KQ) yang di kontruksi dari struktur grafnya dan sifat-

sifatnya.

3. Kajian aljabar lintasan atas lapangan K diperlukan karena pembahasan aljabar

lintasan menjadi dasar dalam memahami aljabar lintasan Leavitt atas lapangan

K (LK(Q)) secara khusus. Aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt mem-

punyai sifat yang sama yaitu sebagai aljabar asosiatif.

4. Kontruksi ideal dalam aljabar lintasan Leavitt yang dibangun dari subhimpunan

H yang herediter (tidak harus tersaturasi) menjadi pembahasan yang fundamen-
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tal dalam penelitian ini yang sebelumnya dipelajari terlebih dahulu definisi dari

subhimpunan herediter dan tersaturasi itu sendiri.

5. Pengembangan penelitian selajutnya dilakukan untuk membuktikan bahwa ideal

yang dibangun dari sebhimpunan yang herediter (IH) akan sama dengan IH̄

dimana H̄ adalah penyaturasi dari H .

Langkah langkah penelitaian di atas dapat disederhanakan dalam bentuk di-

agram berikut:

Gambar 1.1 Flowchat langkah-langkah penelitian

1.8. Sistematika Penulisan

Penulisan penelitian skripsi ini dibagi menjadi lima bab yaitu :

1. BAB I PENDAHULUAN

Bab ini berisi tentang latar belakang masalah, batasan masalah, rumusan masalah,

tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, metode penelitian, dan

sistematika penulisan.
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2. BAB II DASAR TEORI

Bab ini menjelaskan tentang dasar teori sebagai dasar untuk memahami bab-bab

selanjutnya. Bab dasar teori ini berisi tentang graf, grup, ring, lapangan hingga

ruang vektor.

3. BAB III ALJABAR LINTASAN

Bab ini menjelaskan tentang materi sebagai dasar untuk memahami aljabar lin-

tasan Leavitt. Bab aljabar lintasan ini membahas tentang quiver, lintasan, aljabar

atas lapangan, dan aljabar lintasan atas lapangan.

4. BAB IV ALJABAR LINTASAN LEAVITT DAN KONTSRUKSI IDEALNYA.

Bab ini adalah pembahasan pada penelitian ini yang berisi tentang aljabar lin-

tasan Leavitt, herediter dan tersaturasi, dan ideal dalam aljabar lintasan Leavitt.

5. BAB V PENUTUP.

Bab ini membahas mengenai kesimpulan dari penelitian dan saran untuk penelitian-

penelitian selanjutnya.



BAB V

PENUTUP

Pada bab ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat diambil

berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

5.1. Kesimpulan

Aljabar lintasan (path algebra) merupakan aljabar atas lapangan dengan ba-

sis himpunan semua lintasan yang ada pada graf (dalam hal ini graf dipandang

secara aljabar, bukan sebagai objek kombinatorial). Aljabar lintasan (KQ) atas

lapangan K dikontruksi oleh himpunan semua lintasan dari graf Q dengan sem-

barang lapangan K. Untuk selanjutnya, graf dapat diperluas sehingga terbentuk

graf baru yang disebut dengan graf perluasan. Dari graf perluasan ini dapat didefin-

isikan suatu aljabar atas lapangan yang disebut dengan aljabar lintasan Leavitt

(Leavitt Path Algebra).

Aljabar lintasan Leavitt adalah aljabar lintasan pada graf perluasan den-

gan memenuhi syarat Cuntz-Krieger yaitu (CK1) e∗i ej = δijt(ej), untuk setiap

ej ∈ Q1; e∗i ∈ Q∗1, (CK2) ai =
∑

(ej∈Q1,s(ej)=ai)
eje
∗
j , untuk setiap ai ∈ Q0 dengan

ai bukan sink. Layaknya K-aljabar yang memiliki ideal pembangun, aljabar lin-

tasan Leavitt juga memliki ideal pembangun yang dikonstruksi oleh subhimpunan

herediter dan tersaturasi.

Ideal pada aljabar lintasan Leavitt yang dibangun oleh H yang herediter

(tidak harus tersatutasi) adalah IH = span {pq∗ : p, q ∈ pathQ, t(p) = t(q) ∈ H},

selanjutnya dapat dibentuk ideal IH = IH̄ dengan H̄ adalah penyaturasi dari H .

58



59

5.2. Saran

Setelah membahas aljabar lintasan secara umum dan aljabar lintasan Leivitt

secara khusus, dapat disadari bahwa penelitian aljabar lintasan dan aljabar lintasan

Leavitt dalam skripsi ini masih dapat dikembangkan pada pembahasan yang lebih

luas. Objek kajian dapat diperluas pada kesemiprimaan aljabar lintasan Leavitt, ide-

al admisible pada aljabar lintasan Levitt dan sebagainya.
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