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ψ(x) : fungsi gelombang Scrodinger terhadap x (posisi)

∂2y
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INTISARI

Penyelesaian Persamaan Schrodinger untuk Osilator Harmonik

Menggunakan Metode Numerov

Oleh

NUR FAIZAH

16610010

Persamaan Schrodinger adalah suatu persamaan diferensial parsial orde dua yang
menjelaskan tentang perilaku gelombang dari partikel. Permasalahan yang dapat
diselesaikan dengan Persamaan Schrodinger adalah osilator harmonik sederhana.
Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui penyelesaian Persamaan Schrodinger
untuk osilator harmonik dengan menggunakan Metode Numerov dengan titik ba-
lik klasik dalam dan luar yang dapat digunakan pada bidang lain (misalnya spek-
troskopi molekuler) dan solusi numeriknya. Langkah-langkah dalam penyelesaian
Persamaan Schrodinger untuk osilator harmonik dengan Metode Numerov diawali
dengan memilih subinterval N . Kemudian dibentuk fungsi fi(xi, yi) = d2yi

dx2i
de-

ngan menggunakan rumus Numerov sehingga terbentuk persamaan yang berulang.
Dalam penyelesaiannya, Persamaan ini akan dilengkapi dengan nilai awal dan ni-
lai batas yang akan diselesaikan menggunakan Metode Shooting kemudian disub-
stitusikan ke persamaan yang telah diselesaikan menggunakan Metode Numerov.
Selanjutnya dicari nilai eigen energi dengan jumlah subinterval yang berbeda. Hasil
penelitian ini ditampilkan dalam bentuk grafik dan nilai eigen energi. Fungsi gelom-
bang ditampilkan dalam bentuk grafik hubungan antara fungsi gelombang dan jarak.
Subinterval yang dipilih pada penelitian yaitu subinterval N = 100 menghasilkan
nilai eigen sebesar 0.4999996..., subinterval N = 200 menghasilkan nilai eigen
energi sebesar 0.49999997... dan subinterval N = 300 menghasilkan nilai eigen
energi sebesar 0.49999999... dengan jumlah iterasi 39.

Kata kunci : Persamaan Schrodinger, Osilator Harmonik, Metode Numerov, Metode
Shooting
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Mekanika kuantum merupakan bagian paling mendasar dalam ilmu fisika

yang menjelaskan tentang atom. Mekanika kuantum berperan dalam penyusunan

bidang fisika ke persamaan matematika misalnya dalam fisika atom, fisika kuantum,

fisika partikel, fisika molekuler dan fisika nuklir. Sekitar pertengahan tahun 1920,

teori kuantum mulai dikembangkan dalam berbagai bentuk persamaan matematika.

Salah satu bentuk pengembangan dari teori kuantum berupa suatu fungsi mate-

matika yang disebut dengan fungsi gelombang. Fungsi tersebut memaparkan in-

formasi terkait dengan properti fisik sebuah partikel yang diantaranya amplitudo

probabilitas dari suatu posisi dan momentum. Salah satu kasus fisika kuantum yang

berupa persamaan matematika adalah persamaan Schrodinger.

Peranan Persamaan Schrodinger pada mekanika kuantum sangatlah penting.

Persamaan Schrodinger tersebut berperan dalam mempresentasikan suatu partikel

dan elektron. Penyelesaian Persamaan Schrodinger sendiri berupa fungsi gelom-

bang dan energi dari suatu partikel yang mana hasil tersebut digunakan untuk men-

jelaskan kondisi dari partikel dalam bumi (Suparmi, 2011).

Erwin Schrodinger melakukan penelitian tentang perilaku elektron sekitar

tahun 1925-1926. Hasil dari penelitian menyatakan bahwa pesamaan diferensial

untuk gelombang dapat menjelaskan perilaku elektron, termasuk juga tingkatan

energi elektron pada atom. Persamaan diferensial tersebut dinamakan Persamaan

Scrhodinger. Persamaan Schrodinger diibaratkan sebagai jantung pada mekanika

1
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kuntum karena peranannya yang sangat penting dalam mekanika kuantum. Feno-

mena kuntum dapat dipahami secara konsepsional dan matematis menggunakan

Persamaan Schrodinger. Beberapa aplikasi Persamaan Schrodinger antara lain par-

tikel bebas, partikel dalam kotak, potensial undakan, sumur potensial dan osilator

harmonik.

Persamaan Schrodinger yang dikaji pada penelitian ini adalah Persamaan

Schrodinger satu dimensi yang tidak bergantung pada waktu karena penelitian ini

hanya berfokus pada keadaan yang mungkin terjadi pada elektron pada selang wak-

tu yang panjang sehingga faktor waktu pada persamaan tersebut diabaikan dan pula

lebih menyederhanakan penyelesaian. Solusi dari persamaan tersebut berupa fungsi

gelombang ψ(x) dan energi E yang dikenal sebagai nilai eigen energi. Pada penye-

lesaian Persamaan Schrodinger diperlukan masalah nilai awal dan nilai batas untuk

penyelesaian yang spesifik. Penyelesaian nilai batas pada Persamaan Schrodinger

menggunakan Metode Shooting. Pada Metode Shooting akan dilakukan pereduk-

sian masalah nilai batas diubah menjadi nilai awal dan kemudian menyelesaikan

seperti sebelumnya.

Osilasi adalah hasil pengukuran dari getaran secara berkala terhadap wak-

tu. Misalnya ayunan pada bandul, gerak harmonik pada pegas, shockabsorber pada

mobil, jam mekanik, dan garpu tala. Pengertian vibrasi atau getaran kerap dianggap

memiliki arti yang sama dengan osilasi. Padahal kedua pengertian tersebut berbeda.

Istilah vibrasi hanya diperuntukkan pada osilasi mekanik. Terjadinya osilasi banyak

ditemukan baik berupa kejadian fisik, biologi maupun di kehidupan sehari-hari.

Osilasi dibagi dua, yaitu osilasi harmonik sederhana dan osilasi harmonik kom-

pleks. Gerak harmonik sering ditemukan pada osilasi harmonik sederhana. Gerak

harmonik dapat ditemukan pada suatu sistem dalam keadaan setimbang baik statis

maupun dinamis yang disimpangkan hingga dihasilkan gerak osilasi yang mana
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gerak tersebut diperoleh dari pergerakan osilator hamonik yang memiliki kontanta

pegas k dan bermassa m.

Getaran kecil di sekitar daerah yang memiliki keseimbangan yang stabil

dapat dijelaskan menggunakan osilator harmonik secara fisika. Osilator harmonik

sama halnya dengan sistem fisika lainnya yang memiliki getaran. Osilator harmonik

dapat digunakan untuk memodelkan getaran sederhana dari suatu benda. Dalam

mekanika kuantum, osilator harmonik digunakan untuk mempertimbangkan gerak

pada partikel satu dimensi contohnya pergetaran inti atom bermassam dari molekul

diatomik.

Berbagai metode matematika telah diusulkan untuk mendapatkan solusi Per-

samaan Gelombang Schrodinger untuk osilator harmonik yang tepat dan mendekati.

Salah satu metode yang efektif digunakan untuk menyelesaikan persamaan terse-

but adalah Metode Numerov. Metode Numerov dikembangkan oleh Boris Vasile-

vich Numerov. Penyelesaian persamaan difernsial biasa orde kedua yang tidak me-

ngandung syarat orde pertama dapat menggunakan Metode Numerov, misalnya Per-

samaan Schrodinger tak bergantung waktu dalam satu dimensi.

Metode Numerov merupakan metode numerik yang dipergunakan untuk

mencari solusi dari persamaan diferensial orde dua dilengkapi masalah nilai batas.

Metode Numerov merupakan sebuah metode pengembangan dari deret Taylor un-

tuk menyelesaikan Persamaan Gelombang Schrodinger untuk osilator harmonik.

Metode Numerov dipilih karena memiliki ketelitian yang cukup tinggi jika diban-

dingkan dengan metode lainnya. Ketelitian ini ditandai dengan galat pemotongan

hingga orde ke-6. Semakin tinggi orde galat pemotongan, semakin tinggi pula kete-

litian solusi hampirannya. Orde galat pemotongan dikatakan tinggi ketika suku dari

Deret Taylor diperhitungkan lebih banyak (Riani, 2015).

Pembahasan yang akan dituangkan oleh penulis pada penelitian ini adalah
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penggunaan Metode Numerov dalam menyelesaikan suatu persamaan diferensial.

Persamaan yang diselesaikan yaitu Persamaan Schrodinger satu dimensi yang tidak

bergantung dengan waktu untuk potensial osilator harmonik. Adapun langkah-lang-

kah dalam penyelesaian Persamaan Schrodinger untuk osilator harmonik dengan

Metode Numerov dimulai dengan menentukan node N . Kemudian dibentuk fungsi

fi(xi, yi) = d2yi
dx2i

dengan menggunakan rumus Numerov sehingga terbentuk per-

samaan yang berulang. Sedangkan penyelesaian nilai awal dan nilai batas pada

persamaan tersebut menggunakan Metode Shooting kemudian disubstitusikan ke

persamaan yang telah diselesaikan menggunakan Metode Numerov. Selanjutnya

dicari nilai eigen energi dengan jumlah subinterval yang berbeda.

1.2. Rumusan Masalah

Pada skripsi ini akan dirumuskan beberapa masalah antara lain :

1. Bagaimana pembentukan Persamaan Schrodinger tidak bergantung waktu pada

osilator harmonik ?

2. Bagaimana pembentukan Algoritma Numerov untuk menyelesaikan Persamaan

Schrodinger satu dimensi yang tidak bergantung waktu pada osilator harmonik?

3. Bagaimana menyelesaikan masalah nilai eigen pada Persamaan Schrodinger yang

tidak bergantung waktu pada osilator harmonik menggunakan Metode Numerov?

1.3. Batasan Masalah

Pada penyusunan skripsi ini, penulis membatasi permasalahan hanya pa-

da penyelesaian numerik pada Persamaan Schrodinger satu dimensi yang tidak

bergantung waktu untuk osilator harmonik dengan menggunakan Metode Numerov.

Sedangkan penyelesaian nilai batas pada persamaan tersebut menggunakan metode
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Shooting Bisection. Persamaan Schrodinger untuk osilator harmonik yang digu-

nakan dengan bentuk :

ψ
′′
(x) = −2m

~2
[E − 1

2
kx2]ψ(x)

.

1.4. Tujuan Penelitian

Penelitian ini mempunyai tujuan yang dirumuskan sebagai berikut :

a. Mengetahui pembentukan Persamaan schrodinger yang tidak bergantung waktu

pada osilator harmonik.

b. Mengetahui pembentukan Algoritma Numerov untuk menyelesaikan Persamaan

Schrodinger yang tidak bergantung waktu pada osilator harmonik.

c. Bagaimana menyelesaikan masalah nilai eigen pada Persamaan Schrodinger yang

tidak bergantung waktu pada osilator harmonik menggunakan Metode Numerov.

1.5. Manfaat Penelitian

Pada penulisan skripsi ini, penulis berharap pembaca dapat memperoleh

manfaat dari penyusunan skripsi ini yaitu dapat memberikan pemahaman tentang

penggunaan Metode numerov sebagai salah satu metode untuk menyelesaikan Per-

samaan Schrodinger yang tidak tergantung waktu untuk osilator harmonik.

1.6. Tinjauan Pustaka

Penulisan skripsi ini mengacu pada literatur yang tertera pada daftar pustaka

sebagai landasan teori yang sesuai dengan pembahasan penelitian. Dasar teori yang

digunakan penulisan skripsi ini diambil dari buku, jurnal, artikel, skripsi, dan masih

banyak lagi yang berhubungan dengan pembahasan penelitian. Dasar teori tentang
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osilator harmonik mengacu pada buku yang ditulis oleh krane (2019). Beberapa

dasar teori tentang persamaan gelombang dan Persamaan Schrodinger mengacu

pada buku yang disusun oleh Izaac (2018) dan Siregar (2018). Sedangkan bebera-

pa dasar teori yang berkaitan dengan Metode Shooting dan Metode Matching me-

ngacu pada buku yang disusun oleh Izaac (2018). Dasar teori tentang pembentukan

Metode Numerov mengacu pada buku yang disusun oleh Koonin (2018) dan dua

jurnal yaitu jurnal yang dususun oleh Riani dkk. (2015) dan TATU dkk. (2007).

Adapun tinjauan pustaka yang digunakan sebagai berikut

1. E-jurnal yang berjudul ”Eigenvalue Problem for Schrdinger Equation Using Nu-

merov Method” oleh Cosmin TATU, Mihai RIZEA, Niculae N. PUCA (2007).

Jurnal tersebut berisi tentang penyelesaian Persamaan Schrodinger satu dimensi

pada potensi wood sexon menggunakan Metode Numerov. Pada jurnal tersebut

mencantumkan pula pemilihan ukuran langkah, mengubah ukuran langkah, it-

erasi pada nilai eigen, menetapkan batas atas dan bawah pada nilai eigen, menen-

tukan rentang koordinat yang berguna untuk integrasi numerik.

2. Skripsi yang berjudul ”Solusi Problem Gaussian Pairing dalam Basis Osilator

Harmonik Menggunakan Teori Perturbasi dan Metode Numerik” oleh Firdha

Anisa Najiya Merdeka Sari (2014), mahasiswa Institut Pertanian Bogor. Skripsi

ini berisi tentang cara mengetahui profil dari energi dan fungsi gelombang dari

sebuah sistem osilator harmonik yang diberi Potensial Gaussian.

3. E-jurnal Matematika Statistika dan Terapan yang berjudul ”Penyelesaian Masalah

Nilai Eigen untuk Persamaan Diferensial Sturm-Liouville dengan Metode Nu-

merov” oleh Iyut Riani, Nilamsari Kusumastuti, Mariatul Kiftiah (2015). Jurnal

tersebut berisi tentang penyajian Persamaan Diferensial Sturm-Liouville dalam

bentuk matriks dan penggunaan metode Numerov dalam menentukan penyele-
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saian numerik untuk masalah nilai eigen Sturm-Liouville.

Perbedaan penelitian ini dengan penelitian pada jurnal acuan adalah energi

potensial yang dipergunakan dalam Persamaan Schrodinger. Pada penelitian se-

belumnya, Energi potensial yang digunakan adalah energi potensial Wood Sexon.

Namun dalam penelitian ini, energi potensial yang digunakan adalah potensial pa-

da osilator harmonik karena potensial ini sering ditemukan di kehidupan sehari-hari

dan jarang sekali yang mengkaji potensial pada osilator harmonik menggunakan

Metode Numerov. Perbedaan antara potensial pada osilator harmonik dan potensial

Wood Sexon terletak pada bentuk energi potensial yang akan dikaji. Osilator har-

monik mengkaji gerak osilasi yang diperoleh dari pergerakan yang dimiliki oleh

konstanta pegas k dan benda bermassa m. Sedangkan potensial Wood Sexon adalah

potensial yang digunakan untuk menggambarkan gaya yang dimilki nukleon (pro-

ton dan neutron) di dalam inti atom. Perbedaan penelitian ini dapat disajikan dalam

bentuk tabel 1.1 berikut
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Tabel 1.1 Tinjauan Pustaka

No. Nama Peneliti Judul Penelitian Hasil Penelitian

1 Cosmin TATU, Eigenvalue Problem For Penelitian ini membahas

Mihai RIZEA, Schrdinger Equation Using penyelesaian persamaan

Niculae N. PUCA Numerov Method Schrodinger satu dimensi

(2007) pada potensi wood sexon

menggunakan metode

Numerov.

2 Firdha Anisa Solusi Problem Gaussian Penelitian ini membahas

Najiya Merdeka Pairing dalam Basis cara mengetahui profil

Sari (2014) Osilator Harmonik Menggunakan dari energi dan fungsi

Teori Perturbasi dan gelombang dari sebuah

Metode Numerik sistem osilator harmonik

yang diberi potensial

Gaussian.

3 Iyut Riani, Penyelesaian Masalah Nilai Penelitian ini membahas

Nilamsari Eigen untuk Persamaan penyelesaian numerik

Kusumastuti, Diferensial Sturm-Liouville untuk masalah nilai

Mariatul Kiftiah dengan Metode Numerov eigen Sturm-Liouville

(2015) dengan metode Numerov.

4 Nur Faizah Penyelesaian Persamaan Penelitian ini membahas

(2020) Schrodinger untuk Osilator analisis, hasil, dan simulasi

Harmonik Menggunakan penyelesaian persamaan

Metode Numerov Schrodinger untuk Osilator

Harmonik Menggunakan

Metode Numerov.
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1.7. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan oleh penulis amtara lain :

BAB I PENDAHULUAN

Pada bab ini berisi tentang rancangan dari penulisan skripsi yaitu latar belakang

masalah, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat peneliti-

aan, tinjauan pustaka, dan sistematika penulisan.

BAB II LANDASAN TEORI

Pada bab ini akan membahas teori-teori dasar yang mendukung penyelesaian rumus-

an masalah pada bab selanjutnya. Materi yang akan dijadikan landasan teori yaitu

penjelasan tentang persamaan diferensial parsial, Algoritma Numerov, penentuan

batas atas dan bawah, Metode Shooting serta teori-teori lainnya.

BAB III METODE PENELITIAN

Pada bab ini dijelaskan metode yang digunakan dalam penelitian yang meliputi alur

penelitian dan langkah kerja.

BAB IV PEMBAHASAN

Bab ini dijelaskan beberapa langkah yang dilakukan dalam menganalisis dan menye-

lesaikan permasalahan nilai eigen pada Persamaan Schrodinger menggunakan Meto-

de Numerov. Pada bab ini pula diberikan proses terbentuknya persamaan Schrodinger

satu dimensi dan proses terbentuknya Algoritma Numerov.

BAB V SIMULASI NUMERIK

Pada bab ini dibahas simulasi numerik dari solusi yang diperoleh. Hasil dari so-

lusi berupa grafik yang dapat memberikan gambaran dari hasil penelitian yang di-

lakukan.
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BAB VI PENUTUP

Pada bab ini berisi tentang kesimpulan akhir dari penelitian dan saran untuk pengem-

bangan pada penelitian selanjutnya.



BAB VI

PENUTUP

6.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan penelitian pada skripsi ini, penulis dapat menarik

kesimpulan sebagai berikut

1. Pada Persamaan Schrodinger bebas waktu untuk osilator harmonik ψ′′(x) =

−2m
~2 [E−1

2
kx2]ψ(x) dengan menggunakan Metode Numerov dengan masalah

nilai awal dan nilai batas diperoleh solusi

ψi+1 =
ψi(12− 10Yi)− ψi−1Yi−1

Yi−1

dimana

Yi = 1− h2

12
fi dan fi = −2

(
εi −

ξ2i
2

)

2. Nilai eigen energi yang dihasilkan dari Persamaan Scrodinger bebas waktu

untuk osilator harmonik dengan xmax = 10 adalah

a. Pada jumlahN = 100 menghasilkan nilai eigen energi sebesar 0.49999960-

874629323 yang diperoleh pada iterasi ke-39.

b. Pada jumlahN = 200 menghasilkan nilai eigen energi sebesar 0.49999997-

563645593 yang diperoleh pada iterasi ke-39.

c. Pada jumlahN = 300 menghasilkan nilai eigen energi sebesar 0.49999999-

509964255 yang diperoleh pada iterasi ke-39.
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6.2. Saran

Pembahasan dalam skripsi ini hanya fokus pada solusi penyelesaian Per-

samaan Schrodinger bebas waktu satu dimensi untuk osilator harmonik dengan

menggunakan Metode Numerov. Bagi penelitian selanjutnya disarankan untuk mem-

bahas penyelesaian persamaan lain dengan Metode Numerov atau membahas penye-

lesaian Persamaan Schrodinger tergantung waktu dengan menggunakan metode

Numerov karena dalam Persamaan Schrodinger tergantung waktu melibatkan fak-

tor waktu dari fungsi gelombang sehingga dapat mengetahui keberadaan elektron

dari waktu ke waktu.
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