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MOTTO

“Sebaik-baik manusia adalah yang paling bermanfaat bagi
orang lain.”

(Hadits Riwayat ath-Thabrani)

Boleh jadi kamu membenci sesuatu, padahal 1a amat baik
bagimu, dan boleh jadi (pula) kamu menyukai sesuatu,
padahal ia amat buruk bagimu; Allah mengetahui, sedang
kamu tidak tidak mengetahui.

(QS Al-Baqgaroh: 216)
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INTISARI

ANALISIS TITIK TETAP PADA PEMETAAN TERDOMINASI DI
RUANG METRIK-b SEGI EMPAT DAN PENERAPANNYA PADA GRAF

Oleh
Nur Faridah
NIM. 17106010039

Ruang metrik-b segi empat merupakan himpunan tak kosong yang di
dalamnya dilengkapi oleh suatu pemetaan dan memenuhi tiga aksioma yaitu
definitas, simetri, ketaksamaan b-segi empat. Ruang metrik-b segi empat pertama
kali diperkenalkan oleh George (2015) yang termotivasi dari ruang metrik-b dan
ruang metrik segi empat.

Penelitian ini membahas tentang teorema titik tetap pada pemetaan
terdominasi-« di ruang metrik-b segi empat. Proses konstruksi pembuktian
melibatkan barisan Picard yang menjadi alat dalam menemukan titik tetapnya.
Contoh yang diberikan Shoaib (2020) kurang tepat, sebab tidak memenuhi semua
hipotesa pada teorema utama yang dirujuk. Oleh karena itu pada penelitian ini
diberikan contoh lain yang memenuhi semua hipotesa pada teorema utama
tersebut, sehingga diharapkan dapat memberikan gambaran terkait teorema
tersebut.

Selain itu, dibahas pula penerapan teorema titik tetap pada teori graf
beserta contohnya. Proses konstruksi titik tetap di ruang metrik-b segi empat yang
dilengkapi dengan graf berarah menggunakan sifat terdominasi graf.

Kata Kunci: Ruang metrik-b segi empat, Titik Tetap, Pemetaan terdominasi,
Graf.
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ABSTRACT

FIXED POINT ANALYSIS FOR DOMINATED MAPPINGS IN
RECTANGULAR B-METRIC SPACES WITH APPLICATIONS IN
GRAPH

by
Nur Faridah
NIM. 17106010039

The rectangular b-metric space is a non-empty set in which it is completed
by a mapping and satisfies three axioms e.t definitas, symetri, inquality of the
rectangular-b. The b-metric space was first introduced by George (2015) who was
motivated from the b-metric space and the rectangular metric space.

This research discusses the fixed point theorem on the « -dominated
mapping in rectangular b-metric space. The proving process involves sequence
Picards to find a fixed point. The example given by Shoaib (2015) is less precise,
because it does not fulfill all the hypotheses in the main theorem. Therefore, in
this research another example is given which satisfies all the hypotheses in the
main theorem , so that it is expected to provide an understanding of the main
theorems in this study.

In addition, it also discusses the application of the fixed point theorem to
graph theory and its examples. The process of constructing a fixed point in
rectangular b-metric space endowed with directed graph using graph-dominated

mapping.

Keyword : Rectangular b-metric space, Fixed point, Dominated mapping, Graph.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

IImu matematika selalu digunakan untuk membantu pekerjaan manusia
sehari-hari. Hampir semua bidang menggunakan ilmu matematika, bahkan dalam
praktik keagamaan, umat islam sudah diperkenalkan matematika dari dulu dan
dituntut untuk memahami matematika. Nabi Muhammad SAW adalah seseorang
yang pintar matematika. Beliau pintar dalam hal menghitung dan menganalisis.
Selama 13 tahun beliau berdagang tentu Nabi Muhammad SAW pandai dalam
menghitung harga jual, harga beli, untung, dan rugi. Bahkan Nabi Muhammad
SAW dikenal sebagai pedagang yang sukses dan berhasil berkat kejujuran dan
kepandaiannya. Salah satu hadis yang menjelaskan kepandaian nabi Muhammad
SAW dalam berhitung adalah hadis dari ‘Abdullah bin ‘Amr bin Al-‘Ash
radhiyallahu ‘anhuma, Rasulullah shallallahu ‘alaihi wa sallam bersabda :
“Shalat yang paling dicintai Allah adalah shalat Daud, dan puasa yang paling
dicintai Allah adalah puasa Daud. Daud tidur setengah malam dan bangun pada
sepertiga malamnya, dan tidur lagi seperenam malamnya. la juga puasa sehari
dan berbuka sehari.” (Muttafaqun ‘alaih) [HR. Bukhari, no. 1131 dan Muslim, no.
189]

Hadis di atas menjelaskan secara tidak langsung bahwa setengah ditambah
sepertiga ditambah seperempat sama dengan satu, dimana waktu malam itu
mempunyai satuan satu. Berdasarkan uraian di atas jelas bahwa Nabi Muhammad
mengerti betul tentang matematika. Oleh karena itu sebagai umatnya, hendaknya
kita mempelajari ilmu matematika untuk diaplikasikan dalam berbagai bidang

kehidupan.



Al-Qur’an juga memerintahkan manusia untuk menggunakan akalnya
sebagai sarana untuk berfikir, sebagaimana firman Allah SWT dalam QS. Al-

Imran ayat 190 yang berbunyi:
T 3 el el Ol Calikiy 5T sl 5 3 )

Artinya: Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya

malam dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal.

Ayat Al-Qur’an di atas apabila dikaitkan dalam pembahasan secara
matematis, berfikir adalah kata lain proses penalaran. Analisis matematika lebih
menekankan pada pengembangan konsep dasar dan teori sehingga proses
penalaran penting digunakan untuk memperoleh prinsip-prinsip yang berupa

definitas, aksioma, teorema serta pembuktiannya.

IImu matematika selalu mengalami perluasan dalam berbagai topik, salah
satu topik yang mengalami perluasan adalah analisis fungsional, seperti dalam hal
ruang norm, ruang vektor, ruang metrik, dan lain-lain. Maurice Frechet (1906)
memperkenalkan ruang metrik. Ruang metrik adalah suatu himpunan yang
berlaku suatu metrik. Metrik adalah suatu pemetaan dengan domain sembarang
himpunan tak kosong yang bernilai real dan memenuhi empat aksioma. Himpunan
tak kosong tersebut yang dilengkapi dengan suatu metrik disebut ruang metrik.
Ruang metrik dari tahun ke tahun selalu mengalami perkembangan yang sangat
signifikan, salah satunya Bakhtin (1989) memperkenalkan konsep ruang metrik-b
yang merupakan generalisasi dari ruang metrik. Ruang metrik-b adalah himpunan
tak kosong yang di dalamnya dilengkapi oleh suatu metrik b dan memenuhi 4
aksioma. Seiring berjalannya waktu, penelitian ruang metrik selalu berkembang
dan menghasilkan ruang metrik - ruang metrik baru. Ruang metrik — ruang metrik
baru tersebut antara lain ruang quasi metrik (Wilson, 1931), ruang metrik-b
(Bakhtin, 1989), ruang metrik segi empat (Branciari, 2000), ruang metrik-b segi
empat (George, 2015) atau biasa disingkat RobMS (Rectangular b-Metric Space),

dan masih banyak lagi ruang metrik — ruang metrik yang lain.



Ruang metrik b segi empat menjadi topik yang menarik untuk diteliti salah
satunya jika berkaitan dengan pembahasan teorema titik tetap. Teorema titik tetap
merupakan hal penting yang digunakan dalam pemecahan masalah di berbagai
cabang ilmu, seperti dalam bidang ekonomi, ilmu komputer, ilmu teknik, dan
perkembangan analisis non linier. Teorema titik tetap menunjukkan bahwa titik
tetap dari pemetaan satu-satu pada ruang metrik ada. Teorema ini pertama kali
diperkenalkan oleh Stefan Banach yang dikenal sebagai prinsip kontraksi banach
pada tahun 1920 (Kreyzig,1978). Teorema tersebut menjadi dasar dalam
pengembangan teori titik tetap oleh beberapa ilmuan, seperti (Kannan, 1960) serta
(Nadler, 1968).

Konsep ruang metrik juga dapat diterapkan dalam bidang lainnya seperti
pada teori graf. Teori graf dalam matematika dan ilmu komputer adalah cabang
kajian yang mempelajari sifat-sifat graf. Banyak sekali struktur yang dapat
direpresentasikan dengan graf, dan banyak masalah yang dapat diselesaikan
dengan bantuan graf. Diantaranya pada tahun 1736 Leonhard Euler yang
merupakan seorang matematikawan Swiss yang pertama kali menulis artikel
ilmiah di bidang teori graf. Artikel tersebut membahas permasalahan ada atau
tidaknya struktur yang saat ini dikenal sebagai sirkuit Euler pada graf
keterhubungan daratan kota Konigsberg (sekarang Kaliningrad, Rusia) dan pulau
kecil di tengah Sungai Pregel yang dihubungkan oleh tujuh buah jembatan.

Penelitian ini akan membahas “Analisis Titik Tetap pada Pemetaan
Terdominasi di Ruang Metrik-b Segi Empat Lengkap dan Penerapannya pada
Graf”. Penelitian-ini juga akan membahas teorema-teorema yang menunjang
pembuktian teorema titik tetap untuk pemetaan terdominasi- « pada ruang metrik
b segi empat lengkap, serta mengkonstruksi ulang atau melengkapi lebih detail
langkah-langkah pembuktian secara sistematis yang belum dibahas pada jurnal
A.Shoaib (2020) beserta contoh-contohnya dan penerapannya pada pemetaan
terdominasi graf. Penelitian ini melibatkan pemetaan terdominasi yaitu pemetaan
terdominasi-« dan pemetaan terdominasi graf. Pemetaan terdominasi-« adalah

pemetaan yang memetakan ke dirinya sendiri dengan nilai fungsinya selalu



bernilai lebih dari sama dengan satu, sedangkan dikatakan pemetaan terdominasi
graf apabila setiap pasangan elemen himpunan dan pemetaannya merupakan sisi

pada graf.
1.2 Batasan Masalah

Pembatasan masalah dalam suatu skripsi sangat penting guna menghindari
pembahasan objek yang terlalu meluas terhadap objek dari suatu skripsi, sekaligus
dapat membantu penulis agar lebih jelas, terfokus dan terarah sesuai tujuan yang
dimaksud. Berdasarkan latar belakang masalah di atas, yang akan dibahas dalam
skripsi ini adalah teorema titik tetap di ruang metrik-b segi empat lengkap beserta
sifat-sifat yang mendukung pembuktian tersebut, serta penerapannya dalam graf.
Adapun batasan masalah pada skripsi ini adalah pembuktian teorema titik tetap
yang hanya fokus di ruang metrik-b segi empat lengkap dan sifat-sifat yang

mendukung pembuktian teorema tersebut.
1.3 Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian latar belakang di atas, maka rumusan masalah pada

penelitian ini adalah :
1. Bagaimana konsep ruang metrik-b segi empat dan sifat-sifatnya?

2. Bagaimana analisis teorema fitik tetap pada pemetaan terdominasi di ruang

metrik-b segi empat dan contohnya?

3. Bagaimana penerapan dari teorema titik tetap pada pemetaan terdominasi

graf ?
1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penulisan skripsi ini antara lain sebagai berikut :

1. Menganalisis konsep ruang metrik-b segi empat lengkap dengan sifat-

sifatnya.



2. Menganalisis teorema titik tetap pada pemetaan terdominasi di ruang

metrik-b segi empat lengkap beserta contohnya.

3. Menganalisis penerapan dari teorema titik tetap pada pemetaan

terdominasi graf.
15 Manfaat Penelitian

Hasil skripsi ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain

sebagai berikut:

1. Memberikan pengetahuan tentang teorema titik tetap di ruang metrik-b
segi empat lengkap dan penerapannya dalam graf, serta disajikan langkah-

langkah pembuktiannya secara rinci.

2. Memberikan salah satu gambaran tentang pengembangan analisis
khususnya mengenai teorema titik tetap yang tidak hanya pada ruang

metrik biasa tetapi dapat dikembangkan lagi di ruang metrik-b segi empat.

3. Penelitian ini dapat dijadikan sebagai salah satu bahan referensi untuk
dapat dikaji lebih lanjut sehingga mampu menjadi motivasi bagi pembaca
untuk mempelajari perkembangan ruang metrik lebih lanjut.

1.6 Tinjauan Pustaka

Konsep ruang metrik-b pertama kali dikenalkan oleh Bakhtin (1989)
kemudian R.George dkk (2015) memperkenalkan ruang metrik-b segi empat.
Selanjutnya Heu-Sheng Ding dkk (2016) menulis jurnal tentang titik tetap di
ruang metrik-b, ruang metrik segi empat, dan ruang metrik-b segi empat.
Pemetaan ruang metrik yang dilengkapi graf pertama kali diperkenalkan oleh
J.Jachymski (2008) kemudian Ahmad Ghani Alfalih (2020) meneliti tentang
ketunggalan titik tetap pada ruang metrik yang diperumum dan terapannya dalam

graf.



Tahun 2020 Abdullah Shoaib, Tahair Rasham, Giuseppe Marino, Jung
Rye Lee, dan Choonkil Park melakukan penelitian lebih lanjut tentang titik tetap
di ruang metrik-b segi empat dan penerapannya pada graf dengan menggabungkan
beberapa penelitian di atas. Penelitian tersebut menjadi rujukan utama yang
digunakan peneliti dalam menganalisis teorema titik tetap pada pemetaan

terdominasi di ruang metrik-b segi empat lengkap.

Selain penelitian Abdullah Shoaib di atas, peneliti juga menggunakan
penelitian A. Shoaib (2015) yang digunakan sebagai literatur dalam menganalisis
konsep pemetaan terdominasi-« di ruang metrik-b segi empat dan penelitian
A.Shoaib (2014) yang digunakan sebagai literatur dalam Menganalisis penerapan

dari teorema ketunggalan titik tetap pada pemetaan terdominasi graf.

Penjelasan mengenai persamaan serta perbedaan penelitian ini

dibandingkan dengan penelitian lainnya disajikan dalam bentuk tabel berikut ini.

Nama Peneliti Judul Penelitian Persamaan dan Perbedaan

R. George, S Rectangular b-metric | Persamaannya  terletak  pada

Redenovi¢, K.P. | Space and Contraction | konsep ruang metrik-b segi empat

Reshma, S Shukla Principles yang akan dibahas, sedangkan
(2015). perbedaannya - terletak  pada
teorema titik tetap yang akan

dibahas.
Ahmad Ghani Analisi Ketunggalan | Persamaannya terletak  pada
Alfalih (2020) Titik Tetap pada konsep teori graf dalam ruang
Ruang Metrik metrik. Perbedaannya terletak

Diperumum Lengkap | pada ruang metriknya, dimana
dan Terapannya ruaang metrik yang digunakan
dalam Graf. dalam penelitian ini merupakan

ruang metrik-b segi empat.




Abdullah Shoaib,
Tahair Rasham,
Giuseppe Marino,
Jung Rye Lee,
dan Choonkil
Park (2020).

Fixed point results for
dominated mappings
in rectangular b-
metric spaces with

application.

Persamaannya terletak  pada
teorema titik tetap yang akan
dibahas, sedangkan perbedaannya
terletak pada contoh dari teorema
tersebut, dimana contoh yang
diberikan  peneliti  sebelumnya
kurang tepat sehingga peneliti
memberikan contoh lain. Peneliti
juga memberikan contoh pada
penerapan teorema titik tetap
karena pada peneliti sebelumnya
belum diberikan contoh

penerapannya.

1.7 Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini terdiri atas empat bab sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN

Bab ini membahas mengenai latar belakang masalah, batasan masalah,

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, metode

penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB Il DASAR TEORI

Bab ini menjelaskan tentang teori-teori yang menjadi dasar atau landasan

dalam penulisan skripsi ini yang akan digunakan dalam pembahasan pada bab

selanjutnya. Teori-teori yang menjadi dasar atau landasan dalam penulisan skripsi

ini antara lain dasar-dasar analisis real, definisi ruang metrik dan sifat-sifat yang

berlaku di ruang metrik, dan teorema titik tetap di ruang metrik.




BAB IlIl PEMBAHASAN

Pada bab ini menjelaskan tentang definisi ruang metrik-b beserta
contohnya, definisi ruang metrik segi empat beserta contohnya, definisi ruang
metrik-b segi empat beserta contohnya, sifat-sifat yang berlaku di ruang metrik-b
segi empat, teorema titik tetap di ruang metrik-b segi empat lengkap dengan
langkah-langkah pembuktiannya beserta contohnya serta penerapan dari teorema

titik tetap pada pemetaan terdominasi graf.
BAB IV PENUTUP

Bab ini merupakan penutup yang berisi kesimpulan dan saran-saran yang

diambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab sebelumnya.
1.8 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penyusunan skripsi ini adalah studi
literatur, yaitu dengan mempelajari beberapa sumber tertulis mengenai konsep
ruang metrik-b segi empat, Konsep pemetaan di ruang metrik-b segi empat, dan
teorema titik tetap di ruang metrik-b segi empat lengkap beserta contohnya.
Adapun penulis menggunakan pendekatan ilmiah yang bersifat kualitatif yang
dapat diartikan sebagai penilaian dan pendapat peneliti tertuang secara eksplisit di

dalam penyusunan penelitian ini.

Penelitian ini akan diawali dengan penjelasan dasar-dasar analisis real,
konsep ruang metrik dan teori titik tetap sebagai landasan dasar teori. Selain itu
akan dijelaskan juga mengenai konsep pemetaan kekonvergenan, barisan Cauchy,
dan pemetaan pada ruang metrik. Selanjutnya mempelajari konsep ruang metrik-b
segi empat beserta contohnya. Kemudian dilanjutkan dengan mempelajari titik
tetap serta beberapa teorema yang menjadi pendukung dalam pembuktian teorema

titik tetap di ruang metrik-b segi empat lengkap.

Pembahasan inti dalam penelitian ini adalah tentang teorema titik tetap

pada pemetaan terdominasi di ruang metrik-b segi empat lengkap beserta



penerapannya pada graf. Dijelaskan langkah-langkah pembuktian teorema titik
tetap di ruang metrik-b segi empat lengkap yang mengacu pada jurnal A.Shoaib
(2020). Beberapa langkah pembuktian teorema tidak dijelaskan dalam jurnal
tersebut sehingga perlu jurnal-jurnal lain dan buku-buku yang berkaitan sebagai

rujukan, sehingga diharapkan tidak ada kebingungan bagi pembaca.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan
bahwa ruang metrik-b segi empat lahir karena termotivasi dari konsep ruang
metrik-b dan ruang metrik segi empat. Salah satu sifat yang berlaku di ruang
metrik-b segi empat yaitu setiap ruang metrik segi empat merupakan ruang

metrik-b segi empat dengan nilai b =1, namun tidak berlaku sebaliknya, setiap

ruang metrik-b segi empat belum tentu ruang metrik segi empat.

Pembuktian mengenai titik tetap pada pemetaan terdominasi-« di ruang
metrik-b segi empat lengkap dimulai dengan membentuk suatu barisan Picard
sehingga barisan tersebut merupakan barisan Cauchy yang konvergen ke suatu
titik. Selanjutnya, titik tersebut yang akan menjadi calon titik tetap pada pemetaan
terdominasi-« . Contoh yang diberikan oleh peneliti sebelumnya pada jurnal
Shoaib (2020) kurang tepat, sebab tidak memenuhi semua hipotesa pada teorema
utama yang dirujuk. Oleh karena itu pada penelitian ini diberikan contoh lain yang
memenuhi semua hipotesa pada teorema utama tersebut, sehingga diharapkan

dapat memberikan gambaran terkait teorema utama pada penelitian ini.

Selain itu, dibahas pula penerapannya pada teori graf beserta contohnya.
Konsep ruang metrik dan teori graf dapat dihubungkan dengan menempatkan
simpul graf pada-elemen himpunannya, dan sisi graf pada produk kartesian
himpunannya. Proses konstruksi titik tetap di ruang metrik-b segi empat yang
dilengkapi dengan graf berarah menggunakan sifat terdominasi graf. Apabila
semua hipotesa pada teorema utama terpenuhi maka pemetaan T di ruang metrik-

b segi empat memiliki titik tetap.
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4.2 Saran

Berdasarkan proses penelitian yag telah dilakukan, maka saran-saran yang
dapat diberikan oleh penulis adalah:

1. Mengembangkan penelitian terkait sifat-sifat ruang metrik-b segi empat.

2. Meyelidiki atau mencari referensi selanjutnya apakah teorema utama pada
pembahasan tersebut berlaku pada ruang metrik yang lain.

3. Meneliti dan mengembangkan penerapan pada teorema utama apakah
berlaku pada penerapan yang lain seperti pada sistem linear atau pada

integral.
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