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Fungsi Green dari Persamaan Poisson dan Penerapan
Persamaan Poisson Dalam Elektrostatika
Oleh : Fathul Khairi (16610016)
ABSTRAK

Persamaan diferensial parsial merupakan persamaan yang memuat fungsi
peubah banyak beserta turunan-turunan parsial dari fungsi tersebut. Persamaan
diferensial parsial memiliki banyak jenis, salah satunya adalah persamaan linear orde
dua nonhomogen. Persamaan Poisson merupakan persamaan diferensial parsial linear
orde dua nonhomogen. Persamaan Poisson memiliki banyak penerapan dalam fisika,
salah satunya adalah dalam elektrostatika untuk menentukan medan potensial listrik.
Masalah syarat batas merupakan masalah dalam persamaan diferensial parsial dengan
syarat batas yang diberikan tidak berada dalam titik yang sama. Terdapat beberapa
metode untuk membantu menyelesaikan masalah syarat batas salah satunya adalah
menggunakan konsep fungsi green. Fungsi Green merupakan salah satu formula yang
dapat digunakan untuk menemukan solusi fundamental dari suatu persamaan
diferensial parsial. Fungsi Green dikonstruksi berdasarkan persamaan diferensial
parsial yang diberikan beserta syarat batasnya.

Skripsi ini menjelaskan langkah-langkah bagaimana mengkonstruksi fungsi
Green dari persamaan Poisson yang dilengkapi dengan syarat batas Dirichlet dan
bagaimana penerapan persamaan Poisson dalam Elektrostatika. Konstruksi fungsi
Green dilakukan dengan bantuan fungsi dirac-delta dan identitas Green. Setelah bentuk
solusi persamaan poisson yang didalamnya terdapat fungsi Green diperoleh,
selanjutnya diperoleh bentuk fungsi Green melalui ekspansi fungsi eigen persamaan
Poisson. Kemudian untuk memberikan gambaran bagaimana fungsi Green ditentukan
dari persamaan Poisson dengan syarat batas Dirichlet, diberikan sebuah contoh.
Selanjutnya bagian akhir skripsi ini menganalisis mengenai penerapan persamaan
Poisson dalam Elektrostatika beserta contohnya.

Kata kunci: Persamaan diferensial parsial, fungsi-Green, syarat batas, fungsi dirac-
delta, ekspansifungsi eigen, potensial listrik.
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1  Latar belakang

Keilmuan matematika merupakan cabang ilmu pengetahuan yang terus
mengalami perkembangan. lImu matematika sendiri merupakan ilmu yang sering
digunakan sebagai alat bagi disiplin ilmu lain dalam menyelesaikan beragam
permasalahan. Permasalahan perubahan merupakan permasalahan yang sering muncul
dalam banyak keilmuan. Misalnya dalam fisika, Perubahan dalam fenomena fisik
selalu kita jumpai seperti perubahan waktu, perubahan suhu, perubahan bentuk dan
lain-lain. Sebagai fenomena fisik, untuk dapat memahami perubahan-perubahan
tersebut  dibutuhkan suatu model. Persamaan diferensial merupakan cabang
matematika yang dapat digunakan untuk memodelkan perubahan-perubahan, salah
satunya perubahan-perubahan fenomena fisik.

Persamaan diferensial merupakan perkembangan dari konsep turunan dan
integral dalam kalkulus. Persamaan. diferensial merupakan kajian matematika yang
masuk ke dalam kajian analisis atau analisis terapan. Persamaan ini secara umum
terbagi menjadi dua.yaitu-persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial
parsial. Masing-masing persamaan diferensial tersebut memiliki teknik penyelesaian
yang berbeda. Permasalahan mencari solusi atau penyelesaian dari suatu persamaan

diferensial, baik biasa maupun parsial merupakan hal yang selalu



menarik untuk dikaji. Masalah yang seringkali muncul dalam permasalahan
menentukan solusi suatu persamaan diferensial adalah masalah syarat batas.

Beragam teori berkembang untuk membantu menyelesaikan masalah syarat
batas dalam persamaan diferensial baik secara analitik maupun numerik. Secara
analitik, salah satu teori yang populer untuk membantu menyelesaikan masalah syarat
batas dari suatu persaman diferensial adalah teori mengenai fungsi Green. Fungsi
Green pertama kali diperkenalkan oleh seorang ilmuwan berkebangsaan Inggris
bernama George Green (1793-1841) dalam karya tulis ilmiahnya yang berjudul “Essay
on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of Electromagnetism” pada
tahun 1828. Fungsi Green memberikan suatu alternatif untuk menemukan solusi
fundamental dari suatu persamaan diferensial parsial parsial dengan syarat batas
tertentu.

Salah satu persamaan diferensial yang menarik untuk dikaji adalah persamaan
Poisson. Persamaan ini merupakan persamaan diferensial parsial linear orde dua yang
memiliki banyak- penerapan-dalam fisika. Salah satu permasalahan fisika yang dapat
dimodelkan oleh persamaan Poisson adalah masalah elektrostatika. Persamaan poisson
dalam masalah- Elektrostatika dapat digunakan.untuk menentukan potensial listrik
suatu bahan atau wilayah yang dibatasi oleh kondisi-kondisi tertentu.

Memandang persoalan-persoalan di atas maka penelitian kali ini akan mengkaji
dan menganalisis konsep fungsi Green yang dibangundari persamaan Poisson dan

menganalisa penerapan persamaan Poisson dalam masalah Elektrostatika.



1.2  Batasan Masalah

Mempertimbangkan kemampuan penulis dan efektifitas waktu dalam
pengerjaan penelitian ini maka penulis membatasi fokus kajian yang akan dikaji.
Penelitian ini berfokus kepada persamaan Poisson dengan syarat batas homogen
dengan contoh penerapan berupa kasus khusus persamaan Poisson yaitu persamaan
Laplace.
1.3  Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan sebelumnya maka

dapat dirumuskan rumusan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana mengkonstruksi fungsi Green dari persamaan Poisson ?

2. Bagaimana penerapan persamaan Poisson dalam Elektrostatika ?
1.4 Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dilakukannya penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengkaji dan menganalisis konstruksi fungsi Green untuk persamaan

Poisson.
2. Mengkaji dan menganalisis = penerapan persamaan  Poisson dalam
Elektrostatika.

1.5  Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat dalam perkembangan
keilmuan matematika. Selain itu, diharapkan karya tulis ini dapat menjadi rujukan
untuk memperkaya literatur dalam penelitian matematika khususnya dalam topik

persamaan diferensial parsial.



1.6 Tinjauan Pustaka

Skripsi ini menggunakan rujukan dari beberapa penelitian-penelitian
sebelumnya atau referensi lain yang juga membahas mengenai fungsi Green,
persamaan diferensial parsial serta penerapannya. Sebagai rujuan utama, skripsi ini
merujuk kepada sebuah buku yang ditulis oleh Russel L. Herman pada tahun 2015.
Buku tersebut menjelaskan mengenai teori-teori persamaan diferensial parsial yang di
dalamnya terdapat teori mengenai konstruksi fungsi Green. Skripsi ini juga merujuk
kepada penelitian Maulana Malik pada tahun 2009 dari Universitas Indonesia yang
melakukan penelitian mengenai konstruksi fungsi Green untuk persamaan Poisson
dalam skripsinya. Skripsi ini menggambarkan konstruksi fungsi Green secara lebih
detail dariyang dituliskan oleh Russel L. Herman dan Maulana Malik. Selain itu dalam
skripsi ini juga ditambahkan mengenai penerapan persamaan diferensial yang
digunakan dimana dalam buku Russel L. Herman dan skripsi Maulana Malik tidak
diberikan.

Sebagai-rujukan utama .yang. lain, skripsi ini-juga-merujuk kepada buku
Engineering Electromagnetics yang ditulis oleh Jr William H. Hayt dan John A. Buck
pada tahun 2006 tentang Penurunan peamaan untuk mendapatkan persamaan poisson
dalam elektrostatik. Skripsi ini menjelaskan secara lebih rinci terutama mengenai
pendefinisian operator yang digunakan serta aspek-aspek lain dari rujukan buku
tersebut. Skripsi ini juga merujuk kepada catatan kuliah yang berisi penjelasan
mengenai fungsi Green yang ditulis oleh Andi Royston pada tahun 2008. Selain itu

kajian mengenai fungsi dirac-delta yang ditulis oleh KT Tang dalam bukunya pada



tahun 2015 juga menjadi rujukan dalam menulis skripsi ini. Kedua referensi utama
terakhir ini memberikan sumbangsih berupa definisi-definisi dan sifat-sifat yang
digunakan dalam pembahasan skripsi ini.

Adapun rujukan pendukung yang digunakan dalam penyusunan skripsi ini
diantaranya buku mengenai teori-teori persamaan diferensial parsial, yang ditulis oleh
Walter A Strauss (2008), Mayer Humi dan William B. Miller (1991), loannis P
Stavroulakis dan Stepan A Tersian (2004), thesis yang didalamnya terdapat penjelasan
mengenai fungsi eigen dan ekspansi fungsi eigen yang ditulis oleh Shah Keya Ashwin
(2015), dan catatan kuliah yang bersisi orthogonalitas fungai eigen dan fungsi sinus
yang ditulis oleh Richard S Laugesen (2009). Selain itu skripsi ini juga merujuk kepada
jurnal sebagai jurnal pendukung yang berisi penjelasan mengenai masalah syarat batas
yang ditulis oleh Muhammad Manaqgib pada tahun 2018.

1.7  Sistematika Penulisan
Skripsi ini disusun dengan sistematika penulisan sebagai berikut :

BAB | PENDAHULUAN

Bab ini menyajikan latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka dan sistematika penulisan

BAB || LANDASAN TEORI

Bab ini berisi mengenai teori-teori baik berupa definisi maupun teorema-
teorema yang akan menjadi pisau analisis dalam membahas inti dari skripsi ini. Adapun

teori-teori yang digunakan yaitu teori-teori mengenai dasar-dasar persamaan



diferensial parsial, masalah syarat batas, metode pemisahan variabel, ekspansi fungsi
eigen dan orthogonalitas deret fungsi sinus.

BAB Il PEMBAHASAN

Bab ini berisi mengenai analisis permasalahan yang menjadi tujuan penulisan
skripsi. Bab ini membahas mengenai konsep fungsi dirac-delta dan konstruksi fungsi
Green dari persamaan Poisson dengan metode ekspansi fungsi eigen.

BAB IV PEMBAHASAN

Bab ini membahas mengenai penerapan Poisson dalam elektrostatika.

BAB V KESIMPULAN

Bab ini berisi mengenai kesimpulan dari hasil penelitian dan saran-saran untuk

penelitian selanjutnya.



BAB V
PENUTUP
51  Kesimpulan
Kajian dan penelitian mengenai persamaan diferensial parsial yang dalam hal
ini spesifik ke dalam masalah fungsi Green merupakan hal yang selalu menarik untuk
dilakukan karena memiliki penerapan yang luas dalam sains dan keteknikan. Penulis
dapat menyimpulkan beberapa hal dari hasil kajian dan penelitian yang dilakukan
sebagai berikut :
1. Fungsi Green untuk persamaan Poisson berbentuk

in 372X sin KZy sin 172 in kb

2! L H L H
2

dan solusi umum

4 &
G(x,y;a,b)=mz

J

persamaan Poisson menggunakan fungsi Green berbentuk

in 17X in k”ysin 178 i i)

© o Sl
;422 L H £ H_ (a,b)dadb.

LH && (Jﬂjz +(k7rj2
L H

2. Solusi untuk Persamaan Laplace (kasus khusus persamaan Poisson)

uy) - |

O T

\VA/ a i/ a

V&Y, +—— =0 yang memodelkan kasus medan potensial listrik dengan

Ty

78
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. Nz .. mrx
sm?xsmh—y

N,
syarat batas tertentu adalah V(x,y)=—2 z g
T m,n=1,3,5... nSInh b

dengan

nilai potensial listrik pada kasus yang diberikan diperoleh sebesar 3678 Volt.
52  Saran

Penelitian ini peneliti masih membatasi masalah syarat batas yang diambil
dalam konteks masalah syarat batas homogen. Penelitian ini masih bisa dikembangkan
untuk masalah syarat batas non-homogen. Selain itu konstruksi fungsi Green juga
cukup variatif sehingga diharapkan penelitian selanjutnya dapat menggunakan metode

konstruksi fungsi Green yang berbeda.
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