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INTISARI

SIFAT-SIFAT KEPRIMAAN SUBMODUL PADA MODUL PERKALIAN

Oleh

NENTI EKTA MONITA LARASATI

16610017

Modul atas ring adalah generalisasi dari ruang vektor atas lapangan. Jika
diberikan suatu ring R dan )/ adalah modul atas ring R, maka ) adalah modul
perkalian jika untuk sebarang submodul N di M, terdapat ideal / di R sedemikian
sehingga berlaku N = [M. Salah satu fokus penelitian ini adalah eksistensi sub-
modul prima di dalam modul perkalian yang dibandingkan dengan ideal prima
di dalam suatu ring. Ring yang setiap ideal primanya dibangun secara berhingga
adalah ring Noether. Tetapi, modul yang seluruh submodul primanya dibangun se-
cara berhingga, belum tentu modul Noether. Hal ini akan berlaku jika modul yang
digunakan adalah modul perkalian.

Kajian lain penelitian ini adalah eksistensi submodul siklik di dalam suatu
modul perkalian yang dibandingkan dengan ideal utama di dalam ring. Apabila
seluruh ideal prima pada suatu ring adalah ideal utama, maka ring tersebut adalah
ring ideal utama atau ring utama. Apabila seluruh submodul prima pada suatu mod-
ul perkalian adalah siklik, maka seluruh submodul pada modul perkalian tersebut
akan siklik apabila-memenuhi salah satu dari pernyatan berikut: ring R yang digu-
nakan adalah ring semi-lokal, atau terdapat suatu elemen bukan pembaginol a € R
sehingga Ra adalah ideal maksimal di R, atau seluruh submodul di modul M siklik,
atau terdapat suatu fungsi surjektif ¢ dari modul M ke ring R.

Kata kunci: submodul prima, submodul siklik, modul perkalian

Xiii



BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Struktur aljabar merupakan suatu himpunan atau beberapa himpunan yang
dilengkapi dengan operasi tertentu atau beberapa operasi dan memenuhi aksioma-
aksioma (sifat-sifat). Terdapat beberapa materi yang dipelajari di dalam struktur
aljabar, beberapa di antaranya yang berkaitan dengan penelitian ini yaitu grup, ring,

lapangan, ruang vektor, dan modul.

Grup merupakan salah satu struktur aljabar dengan satu himpunan dan satu
operasi, yang sifat operasinya harus memenuhi beberapa sifat-sifat. Sifat operasi
pada grup yang dimaksud adalah tertutup, kemudian operasi bersifat asosiatif, setiap
elemen di dalam grup memiliki invers, dan terdapat suatu elemen identitas di dalam

grup tersebut.

Penelitian ini tidak- terlepas 'dari pembahasan-grup, terutama grup terhadap
operasi penjumlahan. Nantinya, akan disampaikan definisi dari modul, yang salah
satu modal untuk dibentuk suatu modul adalah grup.dengan operasi penjumlahan.

Modal lain yang dibutuhkan adalah ring.

Ring merupakan salah satu struktur aljabar dengan satu himpunan dan dua
operasi (penjumlahan dan perkalian) dengan sifat-sifat tertentu. Berdasarkan Malik
(2007) terdapat tujuh sifat yang harus dipenuhi oleh suatu himpunan untuk dapat
disebut sebagai ring. Di dalam penelitian ini tujuh sifat yang dimaksud tersebut

dituliskan pada definisi ring.



Apabila tujuh sifat yang ada pada ring ditambahkan dengan sifat tertentu,
maka muncul definisi lapangan atau field. Apabila suatu himpunan memenubhi sifat-
sifat lapangan, maka himpunan tersebut sudah pasti ring. Tetapi hal ini tidak berlaku

kebalikannya.

Syarat tambahan untuk suatu himpunan dapat disebut sebagai lapangan yaitu
himpunan tersebut adalah ring komutatif dan sebarang elemen tak nol di dalamnya
adalah unit, atau memiliki invers terhadap perkalian. Jadi, lapangan adalah ring

komutatif yang seluruh elemen tak nolnya adalah unit.

Teori tentang lapangan dibutuhkan pada penelitian ini karena pembahasan
mengenai modul tidak terlepas dari pembahasan ruang vektor yang sangat berkaitan
dengan lapangan. Suatu himpunan tak kosong V' disebut ruang vektor atas lapangan
F jika V' adalah grup komutatif terhadap penjumlahan yang diberikan operasi dari
grup ke lapangan. Sementara itu, modal untuk membentuk suatu modul adalah grup

komutatif terhadap operasi penjumlahan dan ring.

Diberikan suatu himpunan tak kosong /. Jika M adalah grup komutatif
terhadap penjumlahan yang diberikan operasi dari grup ke ring, maka M disebut
modul atas ring R atau bisa ditulis' R-modul M (Wahyuni dkk, 2016). Operasi
yang diberikan tersebut sama dengan operasi yang ada pada definisi ruang vektor.
Modul yang.digunakan pada penelitian ini adalah modul-uniter. Berdasarkan Malik
(2007), suatu R-modul M adalah modul uniter jika 1z € R sehingga 1z.m = m,
untuk sebarang m € M. Dengan kata lain, ring yang dimaksud adalah ring dengan

elemen satuan.

Pembahasan mengenai modul akan dijumpai definisi submodul. Jika ring
dipandang sebagai modul atas dirinya sendiri, maka diperoleh bahwa ideal pada

ring tersebut tidak lain adalah submodul. Diberikan ring R dan [ ideal di R, maka



untuk sebarang r € R dan a € [ berlaku ra = ar € I (Malik,2007). Di sisi lain,
jika S adalah submodul di R-modul M, maka untuk sebarang » € Rdans € S
maka berlaku rs € S (Wahyuni dkk,2016). Diperoleh bahwa sifat perkalian yang
ada pada ideal dn submodul ini mirip. Hal ini menjadi motivasi untuk diteliti kaitan
antara ideal di dalam suatu ring dengan submodul di dalam suatu modul. Arifin
(2007) telah melakukan penelitian tentang kaitan antara ideal prima pada suatu ring
dengan submodul prima pada suatu modul khusus yang disebut modul perkalian.
Di dalamnya, diteliti sifat-sifat yang harus dipenuhi oleh suatu submodul sehingga

submodul tersebut disebut submodul prima.

Diketahui bahwa operasi pergandaan skalar atau perkalian yang berlaku pa-
da modul adalah perkalian antara elemen di dalam modul dengan elemen di ring.
Operasi perkalian sesama elemen di dalam modul tidak didefinisikan. Meskipun
tidak ada operasi perkalian antar dua elemen dalam modul, namun terdapat suatu

konsep baru dalam modul yang disebut dengan modul perkalian.

Suatu modul M disebut modul perkalian atas ring R jika untuk setiap sub-
modul sejati N di M terdapat suatu ideal / di R sehingga N = [ M (Gaur dkk
,2007). Artinya setiap submodul sejati /V . di /M berupa perkalian antara ideal [ di
R dengan modul M. Ideal [ yang dimaksud pada definisi tersebut adalah ideal

presentasi dari submodul /N di M.

Conrad (2016) telah melakukan penelitian berkaitan dengan eksistensi ide-
al prima di dalam suatu ring dan membandingkannya dengan eksistensi submodul
prima pada modul perkalian. Di dalam tulisannya, Conrad membahas Teorema L.S.
Cohen yang menyebutkan bahwa jika sebarang ideal prima pada suatu ring komu-
tatif dengan elemen satuan dibangun secara berhingga, maka ring tersebut Noether.

Conrad menunjukkan bahwa Teorema I.S. Cohen berlaku pada modul perkalian.



Berdasarkan Arifin (2007), Gaur dkk (2007), dan Conrad (2016), dapat
diteliti akibat dari jika seluruh submodul prima pada suatu modul dibangun secara
berhingga. Apabila seluruh submodul prima pada suatu modul dibangun secara
berhingga maka tidak tentu berlaku bahwa modul tersebut adalah modul Noether,
seperti pada Contoh 3.3.2. Namun, berdasarkan Gaur dkk (2007), sifat submodul
prima yang dibangun secara berhingga tersebut akan berlaku pada modul perkalian.
Dengan kata lain, pembahasan penelitian ini akan difokuskan pada eksistensi sub-

modul prima yang dibangun secara berhingga di dalam suatu modul perkalian.

Apabila seluruh submodul prima di dalam modul perkalian M merupakan
submodul yang dibangun secara berhingga maka akan berakibat kepada modul
perkalian A/ merupakan modul Noether (Gaur dkk,2007). Setelah meneliti eksis-
tensi submodul prima yang dibangun secara berhingga, selanjutnya akan dijumpai
definisi submodul yang dibangun oleh suatu himpunan yang hanya memuat satu
elemen. Submodul yang demikian nantinya akan didefinisikan sebagai submodul
siklik.

Apabila seluruh submodul prima pada suatu modul perkalian merupakan
submodul siklik; maka akan berakibat seluruh submedul di dalam modul perkalian
M jugasiklik (Gaur dkk,2007), namun dengan syarat tertentu yang harus dipenuhi
sehingga pernyataan tersebut berlaku. Hal ini dimotivasi oleh Teorema M. Isaacs
yang terdapat di dalam pembahasan teori ring. Teorema M. Isaacs yang dimaksud
adalah jika seluruh ideal prima di ring R adalah ideal utama, maka R adalah ring

ideal utama atau pada penelitian ini disebut ring utama (Gaur dkk,2007).



1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan hasil penelitian Gaur dkk (2007), jika seluruh ideal prima di
dalam suatu ring adalah ideal yang dibangun secara berhingga, maka ring tersebut
Noether. Hal tersebut seperti yang dituliskan pada Teorema I.S. Cohen. Teorema ini
selanjtunya dikaitkan dengan sifat submodul prima yang dibangun secara berhingga
pada modul perkalian. Apakah modul yang seluruh submodul primanya dibangun

secara berhingga kemudian adalah modul Noether?

Di sisi lain, pada pembahasan teori ring terdapat sifat ideal yang dibangun
oleh suatu himpunan yang memuat satu elemen, sehingga ideal tersebut disebut se-
bagai ideal utama (Malik,2007). Seperti yang disebutkan pada Teorema M. Isaacs,
apabila diberikan ring dan seluruh ideal primanya adalah ideal utama, maka ring
tersebut adalah ring utama (Gaur dkk, 2007). Sifat ideal prima yang demikian
nantinya juga akan dikaitkan dengan sifat submodul prima pada modul. Apabila
seluruh submodul prima pada suatu modul adalah submodul siklik, maka seluruh

submodul pada modul tersebut apakah juga siklik?

1.3. Batasan Masalah

Pembahasan pada penelitian ini akan difokuskan pada mengaitkan sifat-sifat
ideal prima yang dibangun secara berhingga pada ring dengan sifat-sifat submodul
prima yang dibangun secara berhingga pada modul. Seperti yang telah disebutkan
di bagian awal, modal untuk membentuk suatu modul adalah grup komutatif pen-
jumlahan dan suatu ring. Ring yang digunakan di dalam pembahasan penelitian
ini dibatasi hanya pada ring komutatif dengan elemen satuan dan modul yang di-
gunakan adalah modul uniter. Definisi dari ring komutatif dengan elemen satuan

nantinya akan disajikan, dan definisi dari modul uniter juga akan disajikan.



1.4. Tujuan dan Manfaat Penelitian
1.4.1. Tujuan

Penelitian ini dilakukan dengan menguraikan kembali dua artikel yang men-
jadi rujukan, yaitu Gaur dkk (2007) dan artikel El-Bast dan Smith (2007). Dengan
memandang ring sebagai modul atas dirinya sendiri, kemudian dapat diteliti kaitan
antara ideal prima yang dibangun secara berhingga di suatu ring dengan submodul

yang dibangun secara berhingga pada suatu modul, yaitu pada modul perkalian.

Jika ditelusuri sifat-sifat ideal di dalam suatu ring dan submodul di dalam
suatu modul, maka akan ditemukan kemiripan di antara keduanya. Namun, sudah
ada banyak penelitian yang meneliti kaitan antara ideal dalam sebuah ring dengan
submodul dalam sebuah modul. Seperti pada hasil penelitian Arifin (2007) yang
membahas sifat-sifat submodul prima pada modul perkalian. Di dalamnya dibahas
sifat-sifat yang harus dipenuhi oleh suatu submodul pada modul perkalian sehingga

dapat disebut sebagai submodul prima.

Terdapat kaitan antara sifat ideal prima pada suatu ring dengan submodul
prima pada suatu modul perkalian (Arifin, 2007). Hasil penelitian Arifin (2007)
digunakan untuk meneliti sifat yang lain berkaitan dengan ideal prima di dalam

ring dengan submodul prima di dalam modul perkalian.

Sifat lain yang dapat diteliti salah satunya adalah sifat ideal prima yang
dibangun secara berhingga dalam sebuah ring komutatif dengan elemen satuan, dan
kaitannya dengan sifat submodul prima yang juga dibangun secara berhingga di
dalam sebuah modul. Jika seluruh submodul prima pada suatu modul perkalian
dibangun secara berhigga, maka modul tersebut Noether (Gaur dkk, 2007). Gaur
dkk (2007) dapat menunjukkan bahwa sifat submodul yang demikian tidak berlaku

untuk modul biasa, melainkan untuk modul perkalian. Jadi, penelitian ini mem-



bandingkan sifat ideal prima yang dibangun secara berhingga di dalam suatu ring
dengan sifat submodul prima yang dibangun secara berhingga pada modul, khusus-

nya pada modul perkalian.

Selain meneliti sifat submodul prima yang dibangun secara berhigga pada
modul perkalian, berdasarkan Gaur dkk (2007), dapat diteliti pula eksistensi ideal
utama dalam sebuah ring komutatif dengan elemen satuan dan kaitannya dengan
submodul siklik di dalam suatu modul. Apabila seluruh submodul prima N pada
modul perkalian M adalah submodul siklik, maka seluruh submodul pada M siklik

dengan syarat-syarat seperti yang dituliskan pada Teorema 3.4.2.

1.4.2. Manfaat

Manfaat dari penelitian ini adalah:

1. Manfaat bagi peneliti adalah mengaplikasikan hasil belajar serta menambah

wawasan dan memperdalam keilmuan di bidang Aljabar.

2. Manfaat bagi pembaca adalah menambah pengetahuan tentang teori modul,

terutama modul perkalian dan submodul prima pada modul perkalian.

3. Manfaat bagi lembaga adalah menambah rujukan penelitian dalam bidang

Aljabar, terutama penelitian yang berkaitan dengan modul perkalian.

1.5. Tinjauan Pustaka

Gaur dkk (2007) telah meneliti kaitan antara eksistensi ideal prima yang
dibangun secara berhingga di dalam suatu ring dengan eksistensi submodul prima
yang dibangun secara berhingga di dalam suatu modul. Di dalam Gaur dkk (2007),
disebutkan bahwa berdasarkan Teorema I.S Cohen, jika sebarang ideal prima di

suatu ring dibangun secara berhingga, maka ring tersebut Noether. Selanjutnya



teorema tersebut akan dikaitkan dengan eksistensi submodul prima yang dibangun

secara berhingga di dalam suatu modul.

Gaur dkk (2007) menunjukkan Teorema I.S. Cohen tidak selalu berlaku
untuk modul biasa, melainkan pada modul khusus yang kemudian disebut modul
perkalian. Arifin (2007) telah meneliti sifat-sifat submodul prima pada suatu modul
khusus yang disebut modul perkalian. Berdasarkan hasil penelitian Arifin, diper-
oleh kesimpulan bahwa terdapat kaitan antara ideal prima pada suatu ring dengan

submodul prima pada suatu modul perkalian.

Hasil penelitian Arifin dapat dimanfaatkan untuk melengkapi pembuktian
sifat-sifat submodul prima yang dibangun secara berhingga pada modul perkalian
yang dibahas di dalam artikel El-Bast dan P.F. Smith (1988). Sifat-sifat submodul
prima yang dibangun secara berhingga pada suatu modul perkalian yang dibahas
El-Bast dan P.F. Smith kemudian memotivasi Gaur dkk untuk meneliti kaitan antara
eksistensi ideal prima yang dibangun secara berhingga di dalam suatu ring dengan
eksistensi submodul prima yang dibangun secara berhingga di dalam suatu modul,

khususnya modul perkalian.

Di tahun 2016, Conrad telah melakukan penelitian tentang Lemma Zorn
dan aplikasinya. Salah satu yang dibahas di dalam tulisannya adalah Teorema L.S.
Cohen serta kaitan teorema tersebut dengan teori modul- Di dalamnya, Conrad
membuktikan Teorema 1.S. Cohen berlaku pada modul perkalian. Berdasarkan hal

tersebut maka penelitian ini juga merujuk pada artikel yang ditulis Conrad.

Gaur dkk (2007) juga telah meneliti kaitan antara eksistensi ideal utama pada
suatu ring dengan eksistensi submodul siklik di dalam suatu modul. Eksistensi ideal
utama di dalam suatu ring kemudian dituliskan pada Teorema M. Isaacs. Gaur dkk

menunjukkan bahwa terdapat beberapa sifat yang harus dipenuhi sehingga Teorema



M. Isaacs dapat berlaku untuk pembahasan teori modul.

Konsep-konsep dasar mengenai grup, subgrup, ring, ideal, dan lapangan
yang dituliskan di dalam penelitian ini penulis peroleh dari buku Adkins (1992),
Malik (2007), dan Malik dkk (1997). Untuk konsep-konsep mengenai modul dan

submodul penulis menggunakan buku Wahyuni dkk (2016).

1.6. Metode Penelitian

Lazimnya metode penelitian program studi Matematika murni, penulis meng-
gunakan metode studi literatur. Langkah awal pada penelitian ini yaitu dipelajari
konsep dasar mengenai grup, subgrup, ring, dan ideal. Konsep grup dan ring adalah
modal dalam pendefinisian modul. Konsep ideal di dalam suatu ring nantinya
akan dikaitkan dengan sifat submodul di dalam suatu modul. Sifat yang dimak-
sud adalah ideal yang dibangun secara berhingga di dalam suatu ring dan submodul

yang dibangun secara berhingga di dalam suatu modul.

Setelah memahami konsep-Konsep dasar berkaitan dengan teori ring dan
teori modul, selanjutnya didefinisikan konsep mengenai modul perkalian dan sub-
modul prima yang ada di dalamnya. Akan diteliti sifat-sifat submodul prima pada
modul perkalian dan sifat-sitat dari modul perkalian itu sendiri. = Sifat-sifat yang
dibahas adalah berkaitan dengan teorema utama yang akan diteliti, yaitu submodul

prima yang dibangun secara berhingga.

Langkah selanjutnya adalah membahas teorema utama, yaitu mengaitkan
Teorema I.S Cohen dengan submodul prima yang dibangun secara berhingga pada
modul perkalian. Karena Teorema I.S. Cohen berkaitan dengan ring Noether dan
akan kemudian akan dikaitkan dengan modul Noeteher, maka konsep mengenai dua

hal tersebut juga akan dituliskan.
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Setelah membahas Teorema I.S. Cohen dan kaitannya dengan modul Noether,
selanjutnya akan diteliti teorema kedua yang berkaitan dengan ideal utama pada ring
sehingga ring tersebut ring ideal utama atau ring utama. Konsep tentang ideal utama
di dalam ring dituliskan pada Teorema M. Isaacs. Teorema M. Isaacs tersebut yang
akan dikaitkan dengan submodul siklik di dalam modul perkalian. Akan disajikan
beberapa sifat yang harus dipenuhi sehingga teorema tersebut berlaku pada modul

perkalian. Berikut ini akan disajikan skema penelitian yang akan dilakukan.

DIBANGUN SECARA
BERHINGGA

S RING NOETHER

RING — IDEAL PRIMA

UTAMA — RIMNG UTAMA

DIBANGUN SECARA
BERHINGGA

— MODUL NMOETHER

MODUL 1 SUBMODUL PRIMA

SELURUH SUBMODUL

SIKLIK SIKLIK

Gambar 1.1 Skema Alur Penelitian

1.7. Sistematika Penulisan

Hasil penelitian ini terbagi menajadi 4 bab. Di bab pertama, dituliskan hal-
hal yang melatarbelakangi. penelitian. Di bab kedua, dituliskan teori-teori yang
dibutuhkan untuk membahas bab-bab selanjutnya. Berikut ini penjelasan sistemati-

ka penulisan hasil penelitian:

Bab I: Pendahuluan.

Bagian ini berisi latar belakang penelitian, rumusan masalah, tujuan peneli-
tian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, batasan masalah, metode peneli-

tian, dan sistematika penulisan hasil dari penelitian.
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Bab II : Dasar Teori.

Bagian ini membahas tentang materi-materi yang digunakan sebagai landasan
untuk pembahasan materi pada Bab 3, yaitu pengertian dasar grup, subgrup,
ring dan sifat-sifatnya, ideal, modul dan submodul. Di bagian Dasar Teori
ini, disajikan berbagai macam contoh dari definisi-definisi yang dituliskan
untuk menambah pemahaman. Materi-materi yang ditulis pada bagian ini

disesuaikan dengan kebutuhan pada penelitian ini.

Bab III : Pembahasan.

Bagian ini akan dibahas hal-hal yang menjadi topik permasalahan dalam peneli-
tian ini yaitu modul perkalian, submodul prima, dan sifat-sifat submodul pri-

ma yang dibangun secara hingga pada modul perkalian.

Bab IV : Penutup.

Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran dari penelitian yang telah di-

lakukan.



BAB IV

PENUTUP

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa ter-
dapat kaitan antara eksistensi submodul prima yang dibangun secara berhingga di
dalam suatu modul perkalian dengan eksistensi ideal prima di dalam ring. Berikut

ini akan dituliskan kesimpulan dari penelitian ini.

4.1. Kesimpulan

Setelah menliti sifat ideal prima yang dibangun secara berhingga di dalam
suatu ring, diperoleh kesimpulan bahwa apabila seluruh ideal prima pada suatu ring
dibangun secara berhingga, maka ring tersbut Noether, seperti yang telah dituliskan
pada Teorema I.S. Cohen. Berdasarkan Teorema M. Isaacs telah ditunjukkan bahwa
jika seluruh ideal pada suatu ring adalah ideal utama, maka ring tersebut adalah ring
ideal utama atau ring utama. Dari dua teorema tersebut, kemudian diteliti sifat-sifat
submodul prima yang dibangun secara berhingga serta submodul siklik pada modul

perkalian, dan diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Teorema L.S. Cohen tidak selalu berlaku untuk modul biasa, tetapi berlaku
pada modul perkalian. Jadi, jika seluruh submodul prima dibangun secara
berhingga di dalam suatu modul perkalian, maka modul perkalian tersebut

adalah modul Noether.

2. Teorema M. Isaacs dapat berlaku pada modul perkalian apabila memenuhi

salah satu dari peryataan-pernyataan berikut ini:

85
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(a) Jikaring R yang digunakan adalah ring semi-lokal.

(b) Jika terdapat suatu elemen bukan pembagi nol a € R sehingga Ra

adalah ideal maksimal di R.
(c) Jika seluruh submodul di modul M siklik.

(d) Jika terdapat suatu fungsi surjektif ¢ dari modul M ke ring R.

4.2. Saran

Di dalam penelitian ini, belum dibahas countre example yang menunjukkan
bahwa Teorema M. Isaacs tidak berlaku pada modul perkalian. Pembahasan pada
penelitian ini langsung kepada syarat-syarat tambahan sehingga Teorema M. Isaacs
dapat berlaku pada modul perkalian, seperti yang dituliskan pada Teorema 3.4.2.
Apabila contoh tersebut dibahas, maka diperlukan teori ring yang lebih banyak.
Perlu adanya penelitian tersendiri yang membahas alasan Teorema M. Isaacs tidak

berlaku pada modul perkalian.
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