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ABSTRAK 

 

Teorema titik tetap merupakan suatu hal yang menarik untuk dibahas, di 

antaranya dalam pembahasan titik tetap di ruang metrik. Metrik adalah jarak di 

antara pasangan elemen yang memenuhi sifat tertentu, yaitu positifitas, definitas, 

simetri, dan ketaksamaan segitiga. Himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan 

metrik tertentu disebut ruang metrik. 

Seiring perkembangan ruang metrik, muncul konsep ruang quasi metrik-b 

segi empat terasing. Ruang quasi metrik-b segi empat terasing adalah ruang 

metrik yang memenuhi sifat positifitas, sifat simetri, dan ketaksamaan-b segi 

empat. Selanjutnya dalam ruang quasi metrik-b segi empat terasing tidak harus 

memenuhi sifat definitas dan sifat simetri. Sifat asimetri dan ketidakdefinitasan 

merupakan pembeda antara ruang quasi metrik-b segi empat terasing dengan 

ruang metrik yang lain. 

Skripsi ini membahas analisis teorema ketunggalan titik tetap di ruang 

quasi metrik-b segi empat terasing lengkap dan mengkonstruksi ulang penerapan 

penjumlahan barisan geometri berhingga yang tidak tepat pada penelitian 

sebelumnya. Membahas juga teorema-teorema yang menunjang pembuktian 

teorema ketunggalan titik tetap di ruang quasi metrik-b segi empat terasing 

lengkap dan melengkapi langkah-langkah pembuktian secara sistematis. 

 

Kata Kunci : titik tetap, ruang metrik-b segi empat terasing, ruang quasi metrik-b 

segi empat terasing, sifat asimetri ruang metrik.  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Banyak sekali pembahasan dalam analisis yang mengalami perkembangan 

seiring perkembangan zaman sehingga menghasilkan konsep-konsep baru, salah 

satunya adalah ruang metrik. Teorema titik tetap merupakan hal yang penting 

dalam pembahasan mengenai ruang metrik. Teorema ini pertama kali 

diperkenalkan saat munculnya Prinsip Kontraksi Banach (Banach Contraction 

Principle) pada tahun 1922, yaitu teori di bidang teori titik tetap untuk pemetaan 

kontraktif di ruang metrik lengkap yang selanjutnya berhasil dibuktikan oleh 

Banach sehingga kemudian disebut dengan Prinsip Kontraksi Banach (Banach 

Contraction Principle). Hasil dari pembuktian tersebut telah menjadi aset penting 

untuk penerapan matematika yang setiap tahunnya penerapan matematika juga 

semakin berkembang. Oleh karena itu, banyak ilmuan yang termotivasi untuk 

mengembangkan teorema titik tetap, diantaranya di ruang metrik. 

Secara umum dalam garis bilangan real, jarak antara dua titik adalah nilai 

mutlak dari selisih keduanya. Pada tahun 1906 Maurice Frechet memperkenalkan 

konsep jarak pada himpunan tak kosong. Jarak ini selanjutnya disebut metrik pada 

himpunan bilangan real. Kajian tentang metrik selanjutnya menjadi salah satu 

konsep dasar untuk membahas matematika analisis. Metrik adalah jarak diantara 

pasangan elemen yang memenuhi sifat tertentu, yaitu positifitas, definitas, simetri,  
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dan ketaksamaan segitiga. Himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan metrik 

tertentu disebut ruang metrik. Selanjutnya, pasangan himpunan tak kosong yang 

dilengkapi dengan suatu metrik disebut ruang metrik. 

Seiring berjalannya waktu, penerapan ruang metrik sangat dirasakan 

manfaatnya, sehingga penelitian ruang metrik selalu berkembang dan 

menghasilkan ruang metrik - ruang metrik baru. Ruang metrik – ruang metrik baru 

tersebut antara lain ruang quasi metrik (Wilson, 1931), ruang metrik terasing 

(Hitsler, 2000), ruang quasi metrik terasing (Zeyada, 2005), ruang metrik-b 

(Bakhtin, 1989), ruang quasi metrik-b (Shah, 2012), ruang metrik-b terasing 

(Hussain, 2013), ruang quasi metrik-b terasing (Chakkrid, 2015), ruang metrik 

segi empat (Branciari, 2000), ruang metrik-b segi empat (George, 2015), ruang 

quasi metrik-b segi empat dan ruang quasi metrik-b segi empat terasing (Golhare, 

2019) dan masih banyak lagi ruang metrik – ruang metrik yang lain. 

Tahun 1914, Hausdorff mengenalkan sifat asimetri yang merupakan 

pembeda antara ruang metrik dan ruang quasi metrik. Di ruang metrik terdapat 

sifat simetri, sedangkan di ruang quasi metrik tidak harus berlaku sifat simetri. 

Ketidaksimetrisan tersebut menurut William Lawvere pada tahun 2002 dalam 

jurnalnya yang berjudul Metric Spaces, Generalized Logic, and Closed Categories 

terjadi karena pengaruh alam, contohnya waktu perjalanan dan biaya transportasi 

pada jalan tanjakan. Tahun 2000 Hitsler memperkenalkan ruang metrik terasing, 

dimana pada ruang metrik terasing tidak harus memenuhi sifat definitas. 

Selanjutnya tahun 2001, Hitsler menulis disertasi yang diantaranya membahas 
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tentang aplikasi ruang metrik terasing dalam logika pemrograman yang berjudul 

“Generalized Metrics and Topology in Logic Programming Semantics”. Pada 

tahun 2005, Zeyeda termotivasi untuk mengembangkan ruang quasi metrik dan 

ruang metrik terasing yang selanjutnya bernama ruang quasi metrik terasing yang 

tidak harus memenuhi sifat definitas dan sifat simetri. Selanjutnya tahun 2019     

P. G. Golhare dan C. T. Aage memperkenalkan ruang metrik-b segi empat 

terasing dan ruang quasi metrik-b segi empat terasing untuk pertama kali  melalui 

jurnalnya yang berjudul “Dislocated Quasi Regtangular b-Metric Spaces and 

Related Fixed Point Theorems” yang menjelaskan tentang teorema ketunggalan 

titik tetap di ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap. 

Menarik untuk dibahas mengenai teorema ketunggalan titik tetap di ruang 

quasi  metrik-b segi empat terasing lengkap seperti yang ditulis oleh P. G. Golhare 

dan C. T. Aage. Skripsi ini mengkonstruksi ulang penerapan penjumlahan barisan 

geometri berhingga dan melengkapi lebih detail langkah-langkah pembuktian 

yang belum dibahas di jurnal. Skripsi ini membahas juga teorema dan lemma yang 

menjadi penunjang agar mempermudah dalam memahami pembuktian teorema 

ketunggalan titik tetap di ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap yang 

diambil dari referensi lain. 

1.2  Batasan Masalah 

 Pembatasan masalah dalam suatu skripsi sangat penting guna menghindari 

pembahasan objek yang terlalu meluas terhadap objek dari suatu skripsi, agar 

lebih fokus dan terarah sesuai dengan tema skripsi. Berdasarkan latar belakang 
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masalah diatas, yang akan dibahas dalam skripsi ini adalah teorema ketunggalan  

titik tetap di ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap beserta sifat-sifat 

yang mendukung pembuktian tersebut. Adapun batasan masalah pada skripsi ini 

adalah pembuktian teorema ketunggalan titik tetap yang hanya fokus di ruang 

quasi metrik-b segi empat terasing lengkap dan sifat-sifat yang mendukung 

pembuktian teorema tersebut. 

1.3  Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah di atas, maka rumusan 

masalah dalam skripsi ini adalah bagaimana pembuktian teorema ketunggalan titik 

tetap di ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap dan sifat-sifat apa saja 

yang mendukung pembuktian tersebut. 

1.4  Tujuan Penelitian 

 Tujuan dari penulisan skripsi ini antara lain sebagai berikut :  

a) Mengkaji dan menjelaskan konsep ruang quasi metrik-b segi empat 

terasing dan beberapa sifatnya. 

b) Mengkaji dan menjelaskan langkah-langkah pembuktian teorema 

ketunggalan titik tetap di ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap 

dan sifat-sifat yang mendukung pembuktian tersebut. 

c) Memenuhi salah satu persyaratan kelulusan dalam mencapai derajat 

sarjana S1 Program Studi Matematika.  
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1.5  Manfaat Penelitian 

 Hasil skripsi ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain 

sebagai berikut: 

a) Memberikan pengetahuan tentang konsep ruang quasi metrik-b segi empat 

terasing dan beberapa sifatnya. 

b) Menjelaskan langkah-langkah pembuktian teorema ketunggalan titik tetap 

di ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap dan sifat-sifat yang 

mendukung pembuktian tersebut. 

c) Memperkenalkan konsep ruang quasi metrik-b segi empat terasing untuk 

bahan referensi mahasiswa UIN Sunan Kalijaga Yogyakarta khususnya 

program studi Matematika agar dapat dikaji lebih lanjut sehingga mampu 

menjadi motivasi pembaca untuk mempelajari perkembangan ruang metrik 

lebih lanjut. 

1.6  Tinjauan Pustaka 

 Konsep ruang metrik-b pertama kali dikenalkan oleh Bakhtin pada tahun 

1989. Pada tahun 2015, Chakkrid Klin-eam dan Cholatis Suanoom menulis jurnal 

yang berjudul “Dislocated quasi-b-metric spaces and fixed point theorems for 

cyclic contractions” yang membahas konsep ruang quasi metrik-b terasing untuk 

pertama kalinya dan selanjutnya pada tahun 2016, Mujeeb Ur Rahman bersama 

Muhammad Sarwar juga menulis jurnal tentang titik tetap di ruang quasi metrik-b 

terasing dengan judul “Dislocated Quasi b-Metric Space and Fixed Point 
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Theorems”. Tahun 2015, George memperkenalkan ruang metrik-b segi empat. 

Selanjutnya tahun 2016, Heu-Sheng Ding dkk menulis jurnal tentang titik tetap di 

ruang metrik-b, ruang metrik segi empat, dan ruang metrik-b segi empat dengan 

judul “On some fixed point results in b-metric, rectangular and b-rectangular 

metric spaces”. 

Tahun 2019, P. G. Golhare dan C. T. Aage memperkenalkan ruang metrik-

b segi empat terasing dan ruang quasi metrik-b segi empat terasing untuk pertama 

kali  melalui jurnalnya yang berjudul “Dislocated Quasi Regtangular b-Metric 

Spaces and Related Fixed Point Theorems” yang menjelaskan tentang 

ketunggalan titik tetap di ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap beserta 

sifat-sifat yang berlaku di ruang quasi metrik-b segi empat terasing yang menjadi 

acuan utama pada skripsi ini. 

Referensi yang digunakan sebagai materi pendukung dalam mempelajari 

karya P. G. Golhare dan C. T. Aage yang berjudul “Dislocated Quasi 

Regtangular b-Metric Spaces and Related Fixed Point Theorems” antara lain: 

buku “Introduction to Real Analysis” edisi ketiga tahun 2000 karya Bartle dan 

Sherbert, buku karya Cem Giray tahun 2008 yang berjudul “Arithmetic and 

Geometric Sequences” , buku karya Kreysziq Erwin tahun 1978 yang berjudul 

“Introductory Functional Analysis with Applications” , serta buku “Metric 

Spaces” tahun 2000 karya Satish Shirali dan Harkrishan L. Vasudeva. 

 

 



7 
 

 

1.7  Sistematika Penulisan 

 Penulisan skripsi ini terdiri atas empat bab dengan sistematika sebagai 

berikut: 

BAB I PENDAHULUAN 

Pada bab ini membahas mengenai latar belakang masalah, batasan 

masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan 

pustaka, sistematika penulisan, dan metode penelitian. 

BAB II LANDASAN TEORI 

Bab ini menjelaskan tentang teori-teori yang menjadi dasar atau landasan 

dalam penulisan skripsi ini agar pembaca mudah memahami dan mengikuti 

pembahasan yang akan dipaparkan pada bab-bab selanjutnya. Teori-teori yang 

menjadi dasar atau landasan dalam penulisan skripsi ini antara lain dasar-dasar 

analisis real, definisi ruang metrik dan sifat-sifat yang berlaku di ruang metrik, 

dan teorema titik tetap di ruang metrik. 

BAB III PEMBAHASAN 

Pada bab ini menjelaskan tentang definisi ruang metrik-b segi empat 

terasing beserta contohnya, definisi ruang quasi metrik-b segi empat terasing 

beserta contohnya, sifat-sifat yang berlaku di ruang quasi metrik-b segi empat 

terasing, teorema ketunggalan titik tetap di ruang quasi metrik-b segi empat 

terasing lengkap dengan langkah-langkah pembuktiannya beserta contohnya. 
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BAB IV PENUTUP 

Bab ini merupakan penutup yang berisi kesimpulan dan saran-saran yang 

diambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya. 

1.8  Metode Penelitian 

 Metode yang digunakan dalam penyusunan skripsi ini adalah studi 

literatur, yaitu dengan mempelajari beberapa sumber tertulis tentang konsep ruang 

metrik-b segi empat terasing, konsep ruang quasi metrik-b segi empat terasing 

beserta sifat-sifat yang berlaku didalamnya dan teorema ketunggalan titik tetap di 

ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap beserta contohnya. Skripsi ini 

menggunakan metode studi literatur yang bersifat kualitatif. 

Pembahasan teorema ketunggalan titik tetap di ruang quasi metrik-b segi 

empat terasing lengkap diawali dengan mempelajari dasar-dasar analisis real, 

konsep ruang metrik dan teorema titik tetap sebagai landasan teori. Selanjutnya 

mempelajari konsep ruang metrik-b segi empat terasing beserta contohnya dan 

konsep ruang quasi metrik-b segi empat terasing beserta contohnya. Kemudian 

dilanjutkan dengan mempelajari titik tetap serta beberapa teorema yang menjadi 

pendukung dalam pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang quasi 

metrik-b segi empat terasing lengkap. 

Pembahasan inti dalam penelitian ini adalah tentang teorema ketunggalan 

titik tetap di ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap. Dijelaskan 

langkah-langkah pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang quasi 
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metrik-b segi empat terasing lengkap yang mengacu pada jurnal yang ditulis oleh 

P. G. Golhare dan C. T. Aage tahun 2019 yang berjudul “Dislocated Quasi 

Regtangular b-Metric Spaces and Related Fixed Point Theorems”. Beberapa 

langkah pembuktian teorema tidak dijelaskan dalam jurnal tersebut sehingga perlu 

jurnal-jurnal lain dan buku-buku yang berkaitan sebagai rujukan, sehingga 

diharapkan tidak ada kebingungan bagi pembaca. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

  Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan 

bahwa setiap ruang metrik-b segi empat terasing merupakan ruang quasi metrik-b 

segi empat terasing, namun tidak berlaku sebaliknya. Setiap ruang quasi metrik-b 

segi empat terasing, belum tentu ruang metrik-b segi empat terasing. Ruang quasi 

metrik-b segi empat terasing yang merupakan ruang metrik-b segi empat terasing 

adalah ruang quasi metrik-b segi empat terasing yang memenuhi sifat simetri. 

 Pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang quasi metrik-b segi 

empat terasing lengkap diawali dengan membahas dasar-dasar analisis seperti 

barisan konvergen, barisan terbatas, barisan Cauchy, barisan monoton, barisan 

geometri dan lain-lain. Selanjutnya membahas dasar-dasar ruang metrik seperti 

barisan konvergen, barisan Cauchy, dan definisi lengkap. Selain itu, membahas 

juga tentang teori titik tetap di ruang metrik. 

Pada proses pembuktian teorema ketunggalan titik tetap di ruang quasi 

metrik-b segi empat terasing lengkap, dapat disimpulkan bahwa ruang metrik-b 

segi empat terasing lengkap yang memenuhi ketaksamaan (3.3) merupakan ruang 

quasi metrik-b segi empat terasing lengkap yang juga memenuhi ketaksamaan 

(3.3). Selanjutnya ruang quasi metrik-b segi empat terasing lengkap yang 

memenuhi ketaksamaan (3.3) tersebut memiliki titik tetap tetap tunggal.
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Skripsi ini juga mengkonstruksi ulang beberapa teori yang tidak tepat pada 

penelitian sebelumnya tentang ketunggalan titik tetap di ruang quasi metrik-b segi 

empat terasing lengkap yang ditulis oleh P. G. Golhare dan C. T. Aage pada 

jurnalnya yang berjudul “Dislocated Quasi Regtangular b-Metric Spaces and 

Related Fixed Point Theorems”. Revisi terhadap penelitian tersebut yaitu : 

1. Penerapan rumus penjumlahan barisan geometri berhingga pada 

ketaksamaan (A.1), (A.2), (A.4), dan (A.6). Ketaksamaan (A.1), (A.2), 

(A.4), dan (A.6) membentuk deret geometri berhingga, jadi digunakan 

rumus penjumlahan barisan geometri berhingga. Sedangkan penelitian 

sebelumnya memakai rumus penjumlahan barisan geometri tak berhingga. 

2. Penerapan ketaksamaan (3.6) pada ketaksamaan (3.23), dimana pada 

penelitian sebelumnya pada ketaksamaan (A.3) ditulis  

𝑏𝑖−2[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖, 𝑥𝑛+2𝑖−2)] + 𝑏
𝑖−2

[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−2, 𝑥𝑛+2𝑖−3) +

𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−3, 𝑥𝑛+2𝑖−4)] + 𝑏
𝑖−3[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−4, 𝑥𝑛+2𝑖−5) +

𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−5, 𝑥𝑛+2𝑖−6)] + ⋯+ 𝑏[𝑑(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛)] 

≤ 𝑏𝑖−2[𝑎𝑛+2𝑖−2𝑑(𝑥2, 𝑥0)] + 𝑏
𝑖−2[𝑎𝑛+2𝑖−3𝑑(𝑥1, 𝑥0)+

𝑎𝑛+2𝑖−4𝑑(𝑥1, 𝑥0)]+ 𝑏
𝑖−3[𝑎𝑛+2𝑖−4𝑑(𝑥1, 𝑥0)+ 𝑎

𝑛+2𝑖−5𝑑(𝑥1, 𝑥0)] +⋯+

𝑏[𝑎𝑛+1𝑑(𝑥1, 𝑥0)+ 𝑎
𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0)] 

yang seharusnya 
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 𝑏𝑖−2[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖, 𝑥𝑛+2𝑖−2)] + 𝑏
𝑖−2

[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−2, 𝑥𝑛+2𝑖−3) +

𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−3, 𝑥𝑛+2𝑖−4)] + 𝑏
𝑖−3[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−4, 𝑥𝑛+2𝑖−5) +

𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−5, 𝑥𝑛+2𝑖−6)] + ⋯+ 𝑏[𝑑(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛)] 

≤ 𝑏𝑖−2[𝑎𝑛+2𝑖−2𝑑(𝑥2, 𝑥0)] + 𝑏
𝑖−2[𝑎𝑛+2𝑖−3𝑑(𝑥1, 𝑥0)+

𝑎𝑛+2𝑖−4𝑑(𝑥1, 𝑥0)]+ 𝑏
𝑖−3[𝑎𝑛+2𝑖−5𝑑(𝑥1, 𝑥0)+ 𝑎

𝑛+2𝑖−6𝑑(𝑥1, 𝑥0)] +⋯+

𝑏[𝑎𝑛+1𝑑(𝑥1, 𝑥0)+ 𝑎
𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0)]. 

3. Penerapan ketaksamaan (3.6) pada ketaksamaan (3.27), dimana pada 

penelitian sebelumnya pada ketaksamaan (A.5) ditulis  

𝑏𝑖−2[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−1, 𝑥𝑛+2𝑖−2)] + 𝑏
𝑖−2[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−2, 𝑥𝑛+2𝑖−3) +

𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−3, 𝑥𝑛+2𝑖−4)] + 𝑏
𝑖−3[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−4, 𝑥𝑛+2𝑖−5) +

𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−5, 𝑥𝑛+2𝑖−6)] + ⋯+ 𝑏[𝑑(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛)] 

≤ 𝑏𝑖−2[𝑎𝑛+2𝑖−2𝑑(𝑥1, 𝑥0)] + 𝑏
𝑖−2[𝑎𝑛+2𝑖−3𝑑(𝑥1, 𝑥0)+

𝑎𝑛+2𝑖−4𝑑(𝑥1, 𝑥0)]+ 𝑏
𝑖−3[𝑎𝑛+2𝑖−4𝑑(𝑥1, 𝑥0)+ 𝑎

𝑛+2𝑖−5𝑑(𝑥1, 𝑥0)] +⋯+

𝑏[𝑎𝑛+1𝑑(𝑥1, 𝑥0)+ 𝑎
𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0)]  

yang seharusnya 

 𝑏𝑖−2[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−1, 𝑥𝑛+2𝑖−2)] + 𝑏
𝑖−2[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−2, 𝑥𝑛+2𝑖−3) +

𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−3, 𝑥𝑛+2𝑖−4)] + 𝑏
𝑖−3[𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−4, 𝑥𝑛+2𝑖−5) +

𝑑(𝑥𝑛+2𝑖−5, 𝑥𝑛+2𝑖−6)] + ⋯+ 𝑏[𝑑(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛)] 

≤ 𝑏𝑖−2[𝑎𝑛+2𝑖−2𝑑(𝑥1, 𝑥0)] + 𝑏
𝑖−2[𝑎𝑛+2𝑖−3𝑑(𝑥1, 𝑥0)+

𝑎𝑛+2𝑖−4𝑑(𝑥1, 𝑥0)]+ 𝑏
𝑖−3[𝑎𝑛+2𝑖−5𝑑(𝑥1, 𝑥0)+ 𝑎

𝑛+2𝑖−6𝑑(𝑥1, 𝑥0)] +⋯+



133 
 

 

 

𝑏[𝑎𝑛+1𝑑(𝑥1, 𝑥0)+ 𝑎
𝑛𝑑(𝑥1, 𝑥0)].  

4. Penerapan ketaksamaan (3.3) yaitu  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎𝑑(𝑥, 𝑦) untuk 0 ≤ 𝑎 ≤
1

𝑏
  dengan 𝑏 > 1. 

Pada penelitian sebelumnya pada ketaksamaan (A.7) ditulis  

𝑑(𝑢, 𝑢′) = 𝑑(𝑇𝑢, 𝑇𝑢′) ≤ 𝑎𝑑(𝑢, 𝑢′) < 𝑑(𝑢, 𝑢′). 

Jelas untuk 0 ≤ 𝑎 ≤
1

𝑏
  dengan 𝑏 > 1 ketaksamaan diatas salah karena 

ketaksamaan diatas tidak berlaku untuk 𝑎 = 0. Selanjutnya dalam skripsi 

ini untuk menyelesaikan ketaksamaan diatas untuk 0 ≤ 𝑎 ≤
1

𝑏
 dengan   

𝑏 > 1, dibuktikan terlebih dahulu untuk 𝑎 = 0 dan dilanjutkan untuk    

0 < 𝑎 ≤
1

𝑏
 dengan  𝑏 > 1. 

5. Penerapan ketaksamaan (3.3) yaitu  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎𝑑(𝑥, 𝑦) untuk 0 ≤ 𝑎 ≤
1

𝑏
  dengan 𝑏 > 1. 

Pada penelitian sebelumnya pada ketaksamaan (A.8) ditulis  

𝑑(𝑢′, 𝑢) = 𝑑(𝑇𝑢′, 𝑇𝑢) ≤ 𝑎𝑑(𝑢′, 𝑢) < 𝑑(𝑢′, 𝑢). 

Jelas untuk 0 ≤ 𝑎 ≤
1

𝑏
  dengan 𝑏 > 1 ketaksamaan diatas salah karena 

ketaksamaan diatas tidak berlaku untuk 𝑎 = 0. Selanjutnya dalam skripsi 

ini untuk menyelesaikan ketaksamaan diatas untuk 0 ≤ 𝑎 ≤
1

𝑏
 dengan   
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𝑏 > 1, dibuktikan terlebih dahulu untuk 𝑎 = 0 dan dilanjutkan untuk    

0 < 𝑎 ≤
1

𝑏
 dengan  𝑏 > 1. 

4.2 Saran 

 Berdasarkan kesimpulan diatas, penulis menyarankan: 

1. Mengembangkan penelitian tentang ruang quasi metrik-b segi empat 

terasing dan aplikasinya. 

2. Menyelidiki atau mencari referensi selanjutnya apakah definisi barisan 

konvergen di ruang metrik-b segi empat terasing adalah diberikan barisan 

{𝑥𝑛} di ruang metrik-b segi empat terasing (𝑋,𝑑). Barisan {𝑥𝑛} dikatakan 

konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 jika dan hanya jika lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑥). 

Selanjutnya 𝑥 ∈ 𝑋 disebut limit barisan 𝑥𝑛.? 

3. Menyelidiki atau mencari referensi selanjutnya apakah definisi barisan 

Cauchy di ruang metrik-b segi empat terasing adalah diberikan barisan 

{𝑥𝑛} di ruang metrik-b segi empat terasing (𝑋,𝑑). Barisan {𝑥𝑛} disebut 

barisan Cauchy jika dan hanya jika nilai lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑖) dan nilai 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛+𝑖, 𝑥𝑛) ada, berhingga, dan sama untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ.? 

4. Menyelidiki berdasarkan saran nomor 2 dan 3, apakah teorema yang 

dibahas selanjutnya menghasilkan titik tetap tunggal di ruang metrik-b segi 

empat terasing lengkap?. 
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5. Menyelidiki atau mencari referensi selanjutnya apakah pemetaan 𝑇 pada 

Teorema 3.3.1. merupakan pemetaan kontraktif.?  

Dimana definisi Lipschitzian (Agarwal, 2004: 1) yaitu diberikan ruang 

metrik (𝑋, 𝑑). Pemetaan 𝑇 ∶ 𝑋 → 𝑋 memenuhi kondisi Lipschitzian 

apabila terdapat suatu konstanta 𝑎 ≥ 0 sehingga untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

berlaku  𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎𝑑(𝑥, 𝑦). Selanjutnya apabila kondisi Lipschitzian 

mempunyai konstanta Lipschitzian 𝑎 < 1, maka pemetaan 𝑇 merupakan 

pemetaan kontraktif (Contraction Mapping).  

Semoga skripsi ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk 

mengembangkan lebih lanjut tentang teorema ketunggalan titik tatap di ruang 

quasi metrik-b segi empat terasing lengkap khususnya dan konsep ruang 

metrik yang lain pada umumnya.  
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