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INTISARI 

BEBERAPA TEOREMA TITIK TETAP DALAM RUANG METRIK-B 

KONVEKS DAN APLIKASINYA 

Oleh 

NISA AROFATUL AULIA 

NIM.18106010024 

Salah satu konsep penting dalam analisis adalah konsep ruang metrik. Dalam 

skripsi ini, akan dibahas mengenai konsep ruang metrik-b yang merupakan perluasan dari 

konsep ruang metrik. Dan kemudian dijelaskan konsep ruang metrik-b konveks dengan 

struktur konveks dengan memperluas Algoritma Iterasi Mann. 

Ruang metrik-b pertama kali diperkenalkan oleh Bachtin pada tahun 1989. Ruang 

metrik-b merupakan himpunan tak kosong dan bilangan real s  1 dan dilengkapi fungsi 

yang memetakan setiap 2 elemen dari pasangan himpunan menuju bilangan bilangan real 

positif dan memenuhi 3 aksioma. Kemudian Crewzik (1993) juga menggeneralisasikan 

teorema titik tetap Banach pada ruang metrik yang kemudian diperkenalkan metrik-b dan 

kemudian membuktikan teorema titik tetap di dalamnya. 

Penelitian ini membahas tentang teorema ketunggalan titik tetap pada ruang 

metrik-b konveks yang lengkap. Salah satu pembuktiannya dalam teorema ketunggalan 

titik tetap tersebut menggunakan prinsip kontraksi Banach dengan metrik-b yang bersifat 

konveks dan menjelaskan penerapan dari teorema tersebut untuk menunjukan keberadaan 

dan ketunggalan dari solusi persamaan integral linear Fredholm. 

 

 
Kata Kunci : Ruang Metrik, Ruang Metrik-b, Struktur Konveks, Algoritma Iterasi Mann, 

Titik Tetap. 
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ABSTRAC 

SOME FIXED POINT THEOREM IN CONVEX-B METRIC SPACE AND 

APPLICATIONS 

by 

NISA AROFATUL AULIA 

NIM.18106010024 

 
One of the important concepts in analysis is the concept of metric space. In this 

study, we will discuss the concept of b-metric space which is an extension of the metric 

space concept. And then explained the concept of konveks metric-b space with a 

konveks structure by expanding Mann’s iteration algorithm. 

The b-metric space was first introduced by Bachtin in 1989. The b-metric space 

is a non-empty set and a real number s  1 and features a function that maps a set of 2 

elements from the set pair to a positive real number and meets 3 actions. The Crewzik 

also generalized the Banach fixed point theorem to the metric space which then 

introduced the b-metric and then proved the fixed point theorem in it. 

This study discuss the fixed point singularity theorem in the complete convex b- 

metric space. One of his proffs in the fixed point nullity theorem using the Banach 

contraction principle with convex b-metric space and explain the application of the 

theorem to show the existence and singularity of solutions to the Fredholm linear 

integral equation. 

Keyword : Metric space, b-metric space, structure convex, Mann’s iteration algorithm, 

fixed point. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 
1.1 Latar Belakang 

Dalam agama Islam kita dituntut untuk mempelajari sebuah ilmu 

pengetahuan, maka harus pandai dalam mengimplementasikannya. Karena dengan 

ilmu pengetahuan, tujuan dari hidup kita akan tercapai. Dan dengan ilmu 

pengetahuan yang diperoleh seseorang dapat mampu berfikir betapa besarnya 

ciptaan Allah di dunia. Seperti disebutkan dalam Al-Qur’an Surah (An-nahl: 65). 

رْضَ بَعْ       
َ
ا
ْ
حْيَا بِهِ ال

َ
مَاۤءِ مَاۤءً فَا  مِنَ السَّ

َ
نْزَل

َ
ُ ا قَوْمٍ يَّسْمَعُوْنَ ࣖ وَاللّٰه ِ

 
يَةً ل

ٰ
ا
َ
٦دَ مَوْتِهَاۗ اِنَّ فِيْ ذٰلِكَ ل

Yang artinya : “Dan Allah menurunkan air (hujan) dari langit dan dengan air itu 

dihidupkan-Nya bumi yang tadinya sudah mati. Sungguh, pada yang demikian itu 

benar-benar terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi orang-orang yang 

mendengarkan (pelajaran).” 

Dalam perkembangan zaman sekarang ini, ilmu pengetahuan terus 

mengalami perkembangan yang semakin modern dan semakin canggih. Salah 

satunya ilmu tentang matematika. “Matematika itu bukanlah pengetahuan 

menyendiri yang dapat sempurna karena dirinya sendiri, tetapi adanya matematika 

itu terutama untuk membantu mausia dalam memahami dan mengatasi 

permasalahan sosial, ekonomi dan alam. Matematika tumbuh dan berkembang 

karena proses berpikir, oleh karena itu logika adalah dasar untuk terbentuknya 

matematika (Kline, 1973)”. Di dalam matematika, kita belajar memahami dan 

menganalisis suatu konsep dimana konsep tersebut secara singkat membahas 

mengenai teori-teori yang ada di dalam matematika. 

Dalam matematika, ada beberapa pilihan konsentrasi seperti analisis, 

statistika, aljabar dan terapan. Untuk memahami matematika analisis kita dituntut 

untuk mengolah logika dalam berpikir. Analisis merupakan sebuah upaya berpikir 
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seseorang untuk memecahkan suatu permasalahan. Permasalahan yang dimaksud 

yaitu mencangkup suatu teorema, definisi dan contoh yang disertai pembuktiannya. 

Salah satu konsep penting dalam analisis yaitu konsep ruang metrik. Ruang 

Metrik adalah himpunan X dengan sebuah metrik . Metrik merupakan suatu 

gabungan dari konsep jarak antara pasangan elemen dari dua bilangan yang 

memenuhi aksioma tertentu (Kreyzig, 1978: 2). 

Konsep ruang metrik pertama kali diperkenalkan oleh seorang ahli 

matematika (Maurice Rene Frechet) pada tahun 1906 yang berasal dari Perancis. 

Konsep ruang metrik terus mengalami perkembangan setiap zamannya, salah 

satunya muncul ruang metrik lain yang disebut ruang metrik-b. 

Ruang metrik-b pertama kali diperkenalkan oleh Bachtin pada tahun 1989. 

Kemudian muncullah permasalahan terkait hal-hal yang berkaitan dengan konsep 

metrik. Crewzik (1993) juga menggeneralisasikan teorema titik tetap Banach pada 

ruang metrik. Kemudian Crewzik memperkenalkan metrik-b dan membuktikan 

teorema titik tetap di dalamnya. Teoema titik tetap Banach merupakan suatu 

teorema ketunggalan dari suatu titik tetap pada pemetaan yang biasa disebut 

kontraksi dari ruang metrik yang lengkap ke dalam dirinya sendiri. 

Dari beberapa konsep yang dibahas sangat menarik, kemudian akan 

dilengkapi secara rinci dengan langkah-langkahnya seperti definisi, teorema dan 

lemma yang disertakan dengan pembuktiannya, didukung dengan contoh untuk 

memudahkan dalam memahaminya serta dijelaskan penerapan dari teorema 

ketunggalan titik tetap dalam ruang metrik-b konveks untuk menunjukan 

keberadaan dan ketunggalan titik tetapnya. 

1.2 Batasan Masalah 

Pembatasan masalah dalam penulisan skripsi itu sangat penting untuk 

menghindari pembahasan objek yang meluas dan keluar dari objek penelitian 

dengan tujuan penulis dapat lebih terarah dan fokus pada penelitian. Masalah dalam 

skripsi ini dibatasi pada teorema ketunggalan titik tetap pada ruang metrik-b 

konveks dan aplikasinya, bukan pada ruang metrik yang lain dengan membuktikan 
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prinsip kontraksi Banach pada ruang metrik-b konveks oleh Algoritma Iterasi 

Mann. 

1.3 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah di atas, maka rumusan 

masalah pada skripsi ini adalah bagaimana konsep ruang metrik-b konveks dan 

bagaimana pembuktian teorema ketunggalan titik tetap pada ruang metrik-b 

konveks dengan menggunakan prinsip kontraksi Banach dengan sifat sifat yang 

mendukung serta aplikasi pada teorema tersebut untuk menunjukan keberadaan dan 

ketunggalan titik tetap. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah menganalisis konsep ruang metrik-b 

konveks dan menjelaskan langkah-langkah pembuktian teorema ketunggalan titik 

tetap pada ruang metrik-b konveks dan aplikasinya dengan menggunakan prinsip 

kontraksi Banach dan sifat-sifat yang mendukung disertakan contohnya supaya 

lebih mudah dalam memahami. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan bisa memberikan manfaat sebagai berikut : 

 
a. Memberikan pemahaman dan pengetahuan tentang ruang metrik-b 

dengan sifat-sifat yang berlaku pada ruang metrik-b. 

b. Memberikan pengetahuan tentang teorema ketunggalan titik tetap pada 

ruang metrik-b konveks dan aplikasinya menggunakan prinsip kontraksi 

Banach serta langkah-langkah pembuktiannya. 

1.6 Tinjauan Pustaka 

Konsep dari ruang metrik-b dalam jurnal karya Bakhtiar pertama kali 

muncul pada tahun 1989 yang berjudul “The Contraction Mapping Principle in 

Quasimetric Spaces” yang merupakan bentuk secara umum dari ruang metrik. 

Selanjutnya pada tahun 1993, Czerwik menulis dalam jurnalnya yang berjudul 

“Contraction Mapping in b-Metric Spaces” yang menjelaskan tentang ruang metrik- 
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b serta sifat-sifat yang berlaku dan menampilkan secara umum prinsip kontraksi 

Banach pada ruang metrik-b. 

Pada tahun 1971, Simeon Reich dalam jurnalnya yang berjudul “Some 

Remarks Concerning Contraction Mappings” menjelaskan tentang ruang metrik 

lengkap dan ketunggalan titik tetap pada ruang metrik. Kemudian tahun 1973, G. 

E. Hardy dan T. D. Rogers dalam jurnalnya yang berjudul “A Generalization of 

Fixed Point Theorem of Reich” yang membahas tentang teorema ketunggalan titik 

tetap Reich pada ruang metrik yang diperluas dengan sebuah kondisi seperti : 

kontinu, kompak serta lengkap. Kemudian Syham Lal Singh, dkk pada tahun 2008 

melakukan suatu penelitian mengenai pemetaan kontraktif dan sifat titik tetap pada 

ruang metrik-b. 

Dalam jurnal yang berjudul “Several Fixed Point Theorem in Konveks b- 

Metric Spaces and Application” yang ditulis oleh Lili Chen, dkk (2020) 

menjelaskan ruang metrik-b konveks lengkap dan ketunggalan titik tetap pada 

ruang metrik-b, yang kemudian dijadikan acuan pertama dalam penulisan skripsi 

ini. Dan didukung dengan jurnal yang berjudul “A Fixed Point Theorem for b- 

Metric Spaces” tentang teorema titik tetap pada ruang metrik-b lengkap oleh Swati 

Agarwal, dkk yang dijadikan pendukung dari jurnal acuan pertama. 

Kemudian buku karya Robert G. Bartle dan Donald R. Sherbert edisi empat 

(2010) yang berjudul “Introduction to Real Analysis” sebagai referensi yang 

digunakan dalam membantu penulis memahami jurnal-jurnal di atas. Buku “Metric 

Spaces” (2000) karya Satish Shirali dan Harkrishan L. Vasudeva dan buku karya 

Mohamed A. Khamsi dan William A. Kirk (2001) yang berjudul “An Introduction 

to Metric Spaces and Fixed Point Theory”. 

1.7 Sistematika Penulisan 

Secara garis besar sistematika penulisan skripsi ini ditulis dalam empat bab 

yaitu sebagai berikut : 
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BAB I PENDAHULUAN 

 
Bab ini membahas mengenai latar belakang masalah, batasan masalah, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, sistematika 

penulisan dan metode penelitian. 

BAB II LANDASAN TEORI 

 
Bab ini menjelaskan mengenai dasar-dasar teori guna memudahkan dalam 

memahami isi dari pembahasan yang akan dijelaskan pada bab-bab selanjutnya 

seperti : dasar-dasar analisis real, definisi ruang metrik dan sifat-sifat yang berlaku, 

dan teorema titik tetap dalam ruang metrik. 

BAB III PEMBAHASAN 

 
Bab ini menjelaskan tentang definisi ruang metrik-b serta sifat-sifat yang berlaku, 

definisi ruang metrik-b konveks, pembuktian ruang metrik-b konveks dengan 

menggunakan prinsip kontraksi Banach dan pembuktian teorema ketunggalan titik 

tetap pada ruang metrik-b konveks dan aplikasinya. 

BAB IV PENUTUP 

 
Bab ini mencakup penutup dan kesimpulan yang diambil dari materi-materi yang 

dibahas sebelumnya. 

1.8 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan dalam skripsi ini adalah studi literatur, 

yaitu dengan mempelajari beberapa sumber pada jurnal dan buku yang sesuai 

dengan tema penelitian dan beberapa referensi yang digunakan lainnya. 

Adapun penulis menggunakan pendekatan ilmiah bersifat kualitatif dimana 

pendekatan ini sebagai penilaian dan pendapat peneliti yang tertuang secara 

eksplisit dalam penelitian guna penyusunan skripsi ini. 

Dalam penelitian ini dilengkapi dengan membuktikan teorema-teorema dan 

disertai contoh-contoh sebagaimana yang terdapat dalam referensi yang digunakan 

sebagai acuan. Pembahasan mengenai ketunggalan titik tetap pada ruang metrik-b 
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konveks lengkap diawali dengan memahami dasar teori seperti analisis real, definisi 

ruang metrik serta definisi titik tetap dan pemetaan kontraktif. 

Selain itu akan dijelaskan juga mengenai barisan konvergen, barisan 

Cauchy pada ruang metrik, definisi ruang metrik-b serta sifat yang berlaku, definisi 

ruang metrik-b konveks agar lebih mudah dalam memahami pembuktian 

ketunggalan titik tetap pada ruang metrik-b konveks dengan jelas. 
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BAB IV 

 

 

 
4.1 Kesimpulan 

PENUTUP 

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan 

bahwa ruang metrik-b merupakan suatu himpunan tak kosong dengan fungsi jarak 

yang memenuhi 3 aksioma. Ada perbedaan antara metrik dengan metrik-b yaitu 

terletak pada kofisisen ketaksamaan segitiga S . Pada metrik nilai S = 1 sedangkan 

pada metrik-b nilainya S  1 , dan dapat dilihat bahwa setiap metrik merupakan 

metrik-b tetapi belum tentu berlaku sebaliknya. 

 
Pembuktian teorema ketunggalan titik tetap dalam ruang metrik-b konveks 

ini diawali dengan membahas dasar-dasar dalam analisis real seperti barisan 

konvergen, barisan Cauchy, barisan lengkap dan lain-lain. Juga dasar-dasar ruang 

metrik seperti barisan konvergen dalam ruang metrik, barisan Cauchy dalam ruang 

metrik dan barisan lengkap dalam ruang metrik serta dalam ruang metrik-b. 

dijelaskan juga struktur konveks yang menjadi ide pembahasan serta teorema titik 

tetap dan pemetaan kontraktif. 

Pada proses pembuktian teoema ketunggalan titik tetap dalam ruang-b 

metrik konveks harus memenuhi syarat-syarat seperti memenuhi aksioma sehingga 

disebut ruang metrik-b, barisan harus lengkap dimana memenuhi barisan Cauchy 

yang konvergen, harus memenuhi struktur konveks dan dalam pembuktian nya 

menggunakan prinsip kontraksi Banach, maka fungsi tersebut mempunyai titik 

tetap dan tunggal. Pada pembahasan juga dijelaskan aplikasi dari penerapan sebuah 

teorema yang menunjukan keberadaan dan ketunggalan dari solusi persamaan 

integral linier Fredholm. 

4.2 Saran 

Berdasarkan hasil penelitian pada skripsi ini, maka penulis menyarankan untuk: 

 
1. Mengembangkan penelitian tentang ruang metrik-b konveks dan 

aplikasinya. 



51  

 

 

2. Mengembangkan penelitian tentang teorema ketunggalan titik tetap dalam 

ruang metrik-b konveks dengan menggunakan pembuktian teori yang 

berbeda serta aplikasinya. 

3. Mengembangkan contoh-contoh supaya pembaca lebih mudah dan lebih 

jelas dalam memahami materinya. 

Demikian beberapa saran yang dapat disampaikan, semoga skripsi ini dapat 

menambah pengetahuan pembaca serta menambah inspirasi untuk lebih lanjut 

mengembangkan teorema ketunggalan titik tetap dalam ruang metrik-b konveks 

dan aplikasinya. 
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