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INTISARI

ANALISIS TEORI TITIK TETAP PADA RUANG METRIK PRA-URUTAN

Oleh

Moh Syamsul Arifin Bakri

21106010066

Ruang metrik pra-urutan merupakan ruang metrik yang dilengkapi dengan
relasi pra-urutan di dalamnya. Relasi pra-urutan adalah relasi biner yang bersifat re-
fleksif dan transitif. Teori titik tetap dapat diterapkan dalam ruang metrik pra-urutan
dengan memenuhi kondisi-kondisi tertentu. Skripsi ini menganalisis sifat fungsi pa-
da ruang metrik lengkap pra-urutan dengan membangun barisan komposisi fungsi
yang memenuhi beberapa kondisi tertentu sehingga barisan tersebut konvergen ke
suatu titik. Lebih lanjut, limit barisan tersebut kemudian menjadi titik tetap dari
fungsi yang dibahas dan bersifat tunggal dengan kondisi tertentu. Selajutnya pa-
da bagian akhir, akan dijelaskan teori titik tetap tersebut merupakan perluasan dari
prinsip kontraksi Banach dan disajikan ilustrasinya dalam bentuk contoh.

Kata kunci : Ruang Metrik, Ruang Metrik Pra-urutan, Relasi Pra-urutan, Titik
Tetap, Ruang Metrik Lengkap Pra-urutan.
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ABSTRACT

AN ANALYSIS OF FIXED POINT THEORY IN PREORDERED METRIC

SPACE

By

Moh Syamsul Arifin Bakri

21106010066

A preordered metric space is a metric space equipped with a preorder rela-
tion. A preorder relation is a binary relation that is reflexive and transitive. Fixed
point theory can be applied in preordered metric spaces under certain conditions.
This thesis analyzes the properties of functions in complete preordered metric spaces
by constructing a sequence of function compositions that satisfy specific conditions,
such that the sequence converges to a point. Furthermore, the limit of this sequence
becomes a fixed point of the function under consideration and is unique under cer-
tain conditions. Finally, in the last part, it is explained that the fixed point theory
presented is a generalization of the Banach contraction principle and is illustrated
through an example.

Keyword : Metric Space, Preordered Metric Space, Preorder relation, Fixed Point,
Complete Preordered Metric Space.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Salah satu konsentrasi dalam ilmu matematika adalah analisis. Pengem-
bangan konsep dasar dan teori merupakan hal yang dilakukan dalam analisis. Oleh
karena itu, penting menggunakan penalaran agar memperoleh aturan-aturan dianta-
ranya definisi, aksioma, teorema serta pembuktiannya. Suatu teori dalam matema-
tika tidak akan berlaku apabila tanpa disertai pembuktian secara matematis. Suatu
ilmu pengetahuan tidaklah cukup hanya berbentuk ucapan, tulisan ataupun teori sa-
ja, melainkan harus dibuktikan kebenarannya. Hal tersebut telah dijelaskan dalam

QS. Al-Bagarah ayat 111 sebagai berikut.
5 B LGl s 51 1558 08 2 D15 1438 251506
5 J8 el g i 511538 OF G Wl 2] J=5 ) 1365

_./,éi‘?_\__‘ 3% ,,’23} ? ‘ ,ﬁ :L&,;
o/ u:%m/ J! Vga 54

Artinya: "Mereka (Yahudi dan Nasrani) berkata, “Tidak akan masuk surga ke-

cuali orang Yahudi atau Nasrani.” Itu (hanya) angan-angan mereka. Katakanlah
(Nabi Muhammad), “Tunjukkan bukti kebenaranmu jika kamu orang-orang yang

benar.”.”(Kementerian Agama RI.,2025).

Berdasarkan ayat di atas, Allah memerintahkan pada umat-Nya agar tidak hanya
berpegang pada klaim atau angan-angan semata, tetapi juga untuk selalu memberik-

an bukti yang jelas dan dapat dipertanggungjawabkan atas kebenaran yang diyakini.



Salah satu topik yang sering dibicarakan dalam analisis adalah ruang me-
trik. Ruang metrik merupakan suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi sua-
tu metrik didalamnya. Metrik merupakan suatu fungsi yang memenuhi 4 aksio-
ma yaitu positivitas, kesamaan, simetri dan ketaksamaan segitiga. Perkembangan
ruang metrik sampai saat ini sangat signifikan. Banyak Matematikawan yang te-
lah mengembangkan konsep ruang metrik, salah satunya ruang metrik pra-urutan.
Ruang metrik pra-urutan merupakan ruang metrik yang dilengkapi dengan relasi
pra-urutan. Relasi pra-urutam merupakan relasi biner yang bersifat refleksif dan
transitif. Selanjutnya, ruang metrik pra-urutan yang lengkap disebut ruang metrik

lengkap pra-urutan.

Konsep teort titik tetap dapat diaplikasikan dalam ruang metrik. Teori titik
tetap sangat menarik untuk dikaji, sebab dapat diterapkan dalam berbagai bidang
diantaranya bidang ekonomi dan sosial lainnya. Sama halnya di ruang metrik, ek-
sistensi teori titik tetap juga menarik untuk dibahas pada ruang metrik pra-urutan.
Konsep ini dikenalkan oleh |Gornicki,2021| dalam artikelnya. Artikel tersebut me-
nyajikan perluasan dari prinsip kontraksi Banach yang sudah ada ke prinsip tipe
kontraksi (1, ¢), tipe kontraksi (1, ») yang diperumum dan fungsi tipe Kannan
pada ruang pra-urutan dimana relasi pra-urutan lebih lemah dibandingkan relasi

terurut parsial.

Ide penelitian yang dilakukan oleh Gornicki, 2021 sangat menarik dan ins-
piratif, sebab penelitian tersebut masih terbilang baru. Oleh karena itu, skripsi ini
akan membahas sebagian dari ide penelitian tersebut. Karena keterbatasan waktu
dan cakupan materi yang luas, maka skripsi ini hanya akan membahas eksisten-
si teori titik tetap dengan tipe kontraksi (¢, ¢). Skripsi ini akan merekonstruksi

ulang langkah-langkah pembuktiannya secara matematis yang tidak disertakan se-



cara lengkap pada artikel |Gornicki,|2021) dan hubungan dengan prinsip kontraksi

Banach yang sudah ada serta disajikan ilustrasinya dalam bentuk contoh.

1.2. Batasan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan sebelumnya, batasan ma-
salah paada skripsi ini mencakup teorema titik tetap pada ruang metrik pra-urutan
dengan tipe kontraksi (¢, ¢). Adanya batasan masalah pada skripsi ini guna meng-

hindari pembahasan objek yang meluas dari topik utama tersebut.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah dijelaskan sebe-

lumnya, maka rumusan masalah disajikan sebagai berikut:

1. Bagaimana analisis teorema titik tetap pada ruang metrik pra-urutan?
2. Bagaimana hubungan hasil nomor 1 dengan prinsip kontraksi Banach?
3. Bagaimana ilustrasi dalam bentuk contoh teorema titik tetap pada ruang me-

trik pra-urutan?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menganalisis berlakunya teorema titik tetap pada ruang metrik pra-urutan.

2. Mengidentifikasi dan menjelaskan hubungan antara hasil nomor 1 dengan

prinsip kontraksi Banach.

3. Memberikan ilustrasi dalam bentuk contoh teorema titik tetap pada ruang me-

trik pra-urutan.



1.5. Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan beberapa manfaat, antara lain:

1. Memberikan pandangan tentang teorema titik tetap pada ruang metrik pra-

urutan

2. Memberikan pemahaman mengenai hubungan hasil nomor 1 dengan prinsip

kontraksi Banach.

3. Memberikan pemahaman mengenai ilustrasi contoh teorema titik tetap pada

ruang metrik pra-urutan.

1.6. Tinjauan Pustaka

Rujukan dalam penulisan skripsi ini diperoleh dari berbagai sumber, terma-
suk buku, makalah, dan jurnal ilmiah. Konsep relasi pra-urutan dibahas oleh James
Dugundji dalam bukunya ”7opology”(Dugundji, 1978]|), sementara dasar-dasar ana-
lisis real dijelaskan secara rinci dalam "Introduction to Real Analysis”(Bartle &
Sherbert,2010) dan "Integration”(McShane, 1947). Untuk pemahaman lebih lan-
jut mengenai ruang metrik, referensi utama yang digunakan adalah ”Metric Spa-
ces”(Shirali & Vasudeva, 2006). Selain itu, konsep limit superior dan limit in-
ferior dapat ditemukan dalam buku yang berjudul ”Integration”(McShane, 1947),
”Real Analysis”(Folland,|1999) dan ”Elementary Real Analysis”(Brian S. Thom-

son,2008)).

Pembahasan tentang teori titik tetap secara umum dikaji dalam ”Introdu-
ctory Functional Analysis with Applications”(Kreyszig,|1991)), sedangkan prinsip
kontraksi Banach sebagai salah satu hasil penting dalam teori ini dapat dipelajari

lebih lanjut dalam ”Fixed Point Theory and Applications”(Agarwal et al.l[2001).



Konsep ruang reguler tidak turun, fungsi kontinu secara orbit, dan fungsi kontinu-%
yang relevan dengan penelitian ini dijelaskan dalam beberapa makalah, di antaranya
”Caristi Type and Meir-keeler Type Fixed Point Theorems”(Pant et al.,2019), ”On
Some Mappings with a Unique Common Fixed Point”(Khan & Muhammed,[2020),

dan ”Fixed Points and Continuity of Contractive Maps”(Pant & Pant,2017).

Skripsi ini berlandaskan pada literatur utama yang ditulis oleh Jarostaw
Gornicki dalam artikelnya yang berjudul ”Fixed Point Theorems in Preordered Se-
ts”(Gornicki,|2021) pada tahun 2021. Dalam penelitian tersebut, Gornicki meng-
embangkan prinsip kontraksi Banach ke dalam tipe kontraksi (1, ¢), tipe kontraksi
(1, ) yang diperumum, serta fungsi tipe Kannan pada ruang metrik pra-urutan. Sk-
ripsi ini secara khusus membahas eksistensi titik tetap dalam ruang metrik lengkap
pra-urutan dengan tipe kontraksi (¢, ¢). Sebelum membahas eksistensi tersebut, di-
jelaskan lemma berdasarkan referensi dari ”Fixed Point Theorems for Generalized
Contractive Mappings in Metric Spaces” (Proinov,[2020) yang ditulis oleh Petko D.

Proinov berguna dalam membuktikan eksistensi titik tetap tersebut.

1.7. Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode studi literatur dengan pendekatan kua-
litatif untuk menganalisis teorema titik tetap pada ruang metrik pra-urutan dengan
tipe kontraksi (¢, ¢). Kajian diawali dengan konsep dasar ruang metrik, keleng-
kapannya, serta fungsi kontraktif. Selanjutnya, penelitian memperkenalkan ruang
metrik yang dilengkapi relasi pra-urutan yang disebu ruang metrik pra-urutan dan
sifat-sifat fungsi seperti kontinu secara orbit dan kontinu-%k dan ruang metrik pra-
urutan bersifat reguler tidak turun, yang menjadi dasar dalam pembuktian teorema

titik tetap.



Hasil penelitian ini membahas teorema titik tetap pada ruang metrik pra-
urutan dengan tipe kontraksi (¢, ¢) dan hubungannya dengan prinsip kontraksi Ba-
nach serta ilustrasi dalam bentuk contoh teorema titik tetap tersebut. Untuk memas-
tikan pemahaman yang jelas, penelitian disusun secara sistematis dengan penjelasan
rinci mengenai alur penelitian, tahapan pembuktian, serta lemma pendukung yang
relevan. Selain itu, penelitian ini menyajikan analisis setiap langkah pembuktian
secara terstruktur agar pembaca dapat memahami konsep yang digunakan dan hu-
bungan antar hasil yang diperoleh. Dengan pendekatan ini, penelitian diharapkan
dapat memberikan kontribusi terhadap pengembangan teori titik tetap dalam ruang
metrik pra-urutan. Berikut diberikan flowchart yang menggambarkan alur peneliti-

an sehingga mempermudah pemahaman pembaca.

Lengkap Pada
Ruang Metrik

Teorema Titik Tetap Pada
Ruang Metrik Lengkap

Prinsip Kontraksi Banach
»| FungsiKontraktif (Prinsip Kontraksi Banach)
Pada Ruang Metrik
Ruang Metrik Perluasan

Fungsi Kontinu-k

Fungsi Kontinu
Secara Orbit Salah satu

Ruang Reguler
Tidak Turun

Ruang Metrik
Pra-urutan

Pra-urutan

Teorema Titik Tetap Pada
Ruang Metrik Lengkap

v

Relasi Pra-urutan

llustrasi Dalam Bentuk
Contoh

Gambar 1.1 Alur Penelitian

1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan pada skripsi ini dibagi menjadi empat bab. Bab perta-
ma membahas mengenai latar belakang masalah, batasan masalah, rumusan masa-
lah, tujuan penelitian, mamfaat penelitian, tinjauan pustaka, metode penelitian, dan

sistematika penulisan.



Bab dua menjelaskan dasar-dasar teori untuk memudahkan dalam memaha-
mi pembahasan yang akan diuraikan pada bab-bab selanjutnya. Dasar-dasar teori
yang dimaksud antara lain dasar-dasar analisis real, definisi ruang metrik beserta
sifat-sifat yang berlaku didalamnya, limit superior dan limit inferior beserta sifat-

sifatnya dan penjelasan teorema titik tetap pada ruang metrik.

Bab tiga menjelaskan tentang ruang pra-urutan beserta ruang metrik pra-
urutan, ruang reguler tidak turun, fungsi kontinu secara orbit dan fungsi kontinu-%
serta teorema titik tetap yang berlaku pada ruang metrik pra-urutan beserta hubu-

ngannya dengan prinsip kontraksi Banach dan ilustrasinya dalam bentuk contoh.

Bab empat merupakan penutup yang berisi kesimpulan dari pembahasan
bab-bab sebelumnya serta saran dari penulis terhadap pengembangan penelitian se-

lanjutnya.



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

wa:

Berdasarkan pembahasan pada bab-bab sebelumnya, dapat disimpulkan bah-

1. Fungsi yang terdefinisi pada ruang metrik lengkap pra-urutan mempunyai ti-

tik tetap jika memenuhi salah satu dari 3 kondisi yaitu kontinu-%, kontinu
secara orbit atau ruang metrik pra-urutannya mempunyai sifat reguler tidak
turun. Pembuktian dimulai dengan membentuk barisan komposisi fungsi se-
cara rekursif (induktif) dan ditunjukkan bahwa barisan tersebut merupakan
barisan Cauchy dalam ruang metrik pra-urutan. Karena ruang metrik pra-
urutannya lengkap, maka barisan Cauchy tersebut konvergen. Limit barisan
tersebut merupakan titik tetap apabila memenuhi salah satu dari 3 kondisi
yaitu kontinu-k, kontinu secara orbit atau ruang metrik pra-urutannya mem-
punyai sifat reguler tidak turun. Selanjutnya, fungsi tersebut mempunyai ti-
tik tetap tunggal apabila setiap pasangan (x,y) dalam domain metrik pra-
urutannya terdapat titik w sehingga + < w dan y =< w. Jika titik tetapnya
tunggal, maka barisan komposisi fungsi nya konvergen titik demi titik ke titik

tetap tersebut.

. Setiap ruang metrik pra-urutan merupakan ruang metrik. Semua kondisi hi-

potesa pada Teorema dipenuhi dan apabila mengulang kondisi ¢ (t) = ¢

dan p(t) = at dengan « € [0, 1) untuk setiap ¢ > 0, maka hasil pada nomor

80
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1 merupakan perluasan dari prinsip kontraksi Banach.

3. Diberikan suatu contoh sebagai ilustrasi dengan ruang metrik pra-urutannya
merupakan ruang metrik biasa (usual metric). Selain itu, relasi pra-urutan

dalam ruang metriknya didefinisikan yaitu
ry&s (r=yatau0 <z <y),Vr,y € R,

dan fungsi f : R — R dengan f(z) = %,Vm € R. Didefinisikan juga

fungsi 1, ¢ : (0,00) — R, dengan ¢(t) = ¢ dan ¢(t) = %, untuk setiap

t

2 b
t > 0 dan ditunjukkan memenuhi semua hipotesa dalam Teorema[3.4.2] Oleh
karena itu, berdasarkan Teorema [3.4.2] diperoleh fungsi f mempunyai suatu

titik tetap.

4.2. Saran

Setelah menyelesaian penelitian ini, penulis menyarankan:

1. Penelitian ini masih terbatas pada tipe kontraksi (¢, ¢). Oleh karena itu, per-
lu dilakukan penelitian lebih lanjut untuk mengembangkan hasil ini pada tipe
kontraksi lainnya, seperti tipe kontraksi (¢, ¢) yang diperumum dan fungsi tipe

Kannan pada ruang metrik pra-urutannya.

2. Toerema titik tetap pada ruang metrik lengkap pra-urutan dapat dicari lebih lanjut
hubungannya dengan teorema titik tetap yang lain seperti teorema titik tetap Ran-

Reurings dan teorema titik tetap Boyd-Wong’s.

3. Contoh-contoh yang diberikan pada ruang metrik lengkap pra-urutan masih re-
latif sederhana. Oleh karena itu, sangat diperlukan penelitian lebih lanjut agar
memperoleh contoh-contoh ruang metrik lengkap pra-urutan yang lebih beragam

dan memiliki tingkat kesulitan yang lebih tinggi.
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