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INTISARI

EKSISTENSI TITIK TETAP PADA PEMETAAN KONTRAKSI ENRICHED
DI RUANG METRIK KONVEKS

Oleh
Mesaliani Negara
NIM. 18106010013

Ruang metrik konveks merupakan salah satu perluasan dari konsep ruang
metrik biasa. Ruang metrik konveks pertama kali diperkenalkan oleh Takahashi pada
tahun 1970. Ruang metrik konveks merupakan suatu himpunan tak kosong X
dengan suatu metrik d yang memiliki suatu struktur konveks W . Kemudian pada
tahun 2021 Vasile dan Berinde memperkenalkan pemetaan kontraksi enriched di
ruang metrik yang merupakan perluasan dari prinsip pemetaan kontraksi Banach di
ruang metrik.

Penelitian ini membahas tentang ruang metrik konveks, pemetaan kontraksi
enriched dan teorema titik tetap pada pemetaan kontraksi enriched di ruang metrik
konveks. Pembuktian teorema titik tetap tersebut memiliki langkah-langkah sebagai
berikut. Pertama dibentuk barisan Picard sehingga dari barisan tersebut diperoleh
barisan Cauchy yang konvergen ke suatu titik. Selanjutnya titik tersebut merupakan
salah satu calon titik tetap pada pemetaan kontraksi enriched. Kemudian ditunjukkan
bahwa titik tetap dari pemetaan tersebut memiliki titik tetap tunggal. Pada penelitian
ini diperoleh bahwa setiap pemetaan kontraksi enriched di ruang metrik konveks
mempunyai titik tetap tunggal dengan membentuk barisan Picard melalui pemetaan
yang mendefinisikan struktur konveks di ruang metrik konveks. Selain itu akan
diberikan beberapa contoh dari definisi ruang metrik konveks dan pemetaan kontraksi
enriched yang belum diberikan oleh peneliti sebelumnya.

Kata Kunci: Titik Tetap, Ruang Metrik Konveks, Kontraksi Enriched
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ABSTRACT

EXISTENCE OF FIXED POINT OF ENRICHED CONTRACTION MAPPINGS
IN CONVEX METRIC SPACE

By
Mesaliani Negara
18106010013

Convex metric spaces is one of the extensions of the usual metric concept. The
convex metric space introduced by Takahashi in 1970. The convex metrik space is
non-empty set X with metric d that have a convex structure. Then in 2021 Vasile
and Berinde introduced the mapping of Enriched Contractions in the metric space
which is an extension of the Banach contraction mapping principle in the metric
space.

This study discusses the convex metric space, mapping of enriched
contractions and fixed point theorem of enriched contraction mappings in convex
metric space. The proof of the fixed point theorem has the following steps. First, a
Picard’s sequence is formed so from that sequence we get a Cauchy sequence that
converges to a point. Furthermore, this point is one of the candidate fixed points in
enriched contraction mapping. Then it is shown that the fixed point of the mapping
has a unique fixed point. In this study, it was found that every enriched contraction
mappings in convex metric space has a single point by forming a Picard sequence
through mapping that defines convex structure in the convex metric space. In
addition, it will given an example of the definition of convex metric space and the
mapping of enriched contractions that has not been given by the previous author.

Keywords: Fixed Point, Convex Metric Space, Enriched Contraction
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

IImu matematika dalam kehidupan manusia merupakan salah satu ilmu
penting, tanpa disadari matematika menjadi salah satu bagian dalam diri manusia.
Mengenal angka dan berhitung merupakan salah satu bagian kecil dari matematika.
Matematika merupakan ilmu yang berhubungan dengan penalaran, di dalam
matematika kita diajarkan untuk menyelesaikan suatu permasalahan secara terstruktur
dan sistematik (Turmudi, 2010). Matematika membahas tentang konsep bilangan,
besaran, bangun, dan ruang. Seiring dengan berkembangnya ilmu pengetahuan,
matematika murni terbagi menjadi empat cabang ilmu, diantaranya adalah aljabar,
analisis, statistika, dan matematika terapan.

Analisis merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang mempelajari
analisis real dan analisis fungsional. Analisis real membahas tentang konsep bilangan,
barisan, limit, turunan, dan integral (Khusna, 2020). Sedangkan analisis fungsional
membahas tentang konsep ruang metrik, ruang topologi, dan ruang bernorma. Salah
satu konsep yang menarik untuk dibahas karena selalu mengalami perkembangan
adalah ruang metrik.

Konsep ruang metrik pertama kali diperkenalkan pada tahun 1906 oleh
Maurice Rene Frechet yang merupakan matematikawan Perancis. Ruang metrik
merupakan suatu himpunan tak kosong X dengan fungsi jarak yang memiliki
beberapa sifat (Ekayanti dan Putri, 2018). Konsep ruang metrik ini menjadi dasar
bagi ilmuwan matematika lain untuk mengembangkan ruang metrik lain, salah
satunya adalah ruang metrik konveks. Ruang metrik konveks pertama Kkali

diperkenalkan oleh Takahashi (1970) yang merupakan matematikawan Jepang dalam



penelitiannya yang berjudul “A Convexity in Metric Space and Nonexpansive
Mappings” yang membahas tentang struktur konveks dalam ruang metrik. Pada
penelitian tersebut disebutkan bahwa ruang metrik dikatakan konveks apabila ruang
metrik tersebut memiliki struktur konveks.

Salah satu teorema penting yang selalu dibahas dalam ruang metrik adalah
teorema titik tetap. Teorema yang pertama kali di’cetuskan oleh Stefan Banach ini
menjelaskan bahwa jika diberikan pemetaan fungsi T dari himpunan X ke dirinya
sendiri akan memiliki titik tetap apabila terdapat x € X sehingga berlaku Tx = X,
dengan x merupakan titik tetap dari T . Selanjutnya teorema titik tetap dari pemetaan

yang didefinisikan pada ruang metrik akan menunjukkan eksistensi dan ketunggalan

dari suatu titik tetap. Lalu pemetaan T yang memenuhi d (Tx,Ty)<c.d(x,y) disebut

pemetaan kontraksi. Oleh karena itu teorema titik tetap dikenal juga sebagai teorema
pemetaan kontraksi.

Pemetaan kontraksi di ruang metrik terus berkembang menjadi pemetaan
kontraksi lain, seperti pemetaan kontraksi Kannan, pemetaan kontraksi Chatterjea,
dan pemetaan kontraksi enriched. Pemetaan kontraksi enriched merupakan pemetaan
kontraksi yang diperkenalkan pada tahun 2020 oleh Vasile Berinde dan Madalina
Pacurar dalam jurnal yang berjudul “Approximating fixed points of enriched
contractions in Banach spaces” yang membahas teorema titik tetap dari pemetaan
kontraksi enriched di ruang Banach. Lalu pada tahun 2021 Vasile berinde dan
Madalina Pacurar dalam jurnal yang berjudul “Exsistence and Approximation of
Fixed Points of Enriched Contractions and Enriched @ — Contractions”
memperkenalkan teorema titik tetap dari pemetaan kontraksi enriched di ruang metrik
konveks.

Berdasarkan perkembangan ruang metrik dan teorema titik tetap akan menjadi
topik yang menarik untuk diteliti apabila keduanya dikaitkan. Oleh karena itu,
penelitian ini akan membahas tentang “Eksistensi Titik Tetap pada Pemetaan

Kontraksi Enriched di Ruang Metrik Konveks” yang merupakan penjabaran dari



jurnal karya Vasile Berinde dan Madalina Pacurar (2021) yang berjudul “Exsistence

and Approximation of Fixed Points of Enriched Contractions and Enriched ¢ —

Contractions”. Dalam penelitian ini akan di bahas konsep dari ruang metrik konveks
beserta contohnya, sifat dari ruang metrik konveks, konsep dari pemetaan kontraksi
enriched beserta contohnya, teorema titik tetap pada pemetaan kontraksi enriched di
ruang metrik konveks, dan melengkapi langkah-langkah pembuktian pada teorema

yang terdapat dalam jurnal tersebut.

1.2  Batasan Masalah

Sebuah penelitian memerlukan batasan masalah supaya fokus pada inti
pembahasan yang sesuai dengan tujuan penelitian sehingga terhindar dari
pembahasan objek yang meluas. Berdasarkan latar belakang masalah di atas, maka
penelitian pada skripsi ini akan dibatasi pada teorema titik tetap pada pemetaan

kontraksi enriched di ruang metrik konveks.

1.3 Rumusan Masalah

Rumusan masalah yang akan dibahas pada penelitian ini berdasarkan uraian
latar belakang dan batasan masalah di atas adalah bagaimana eksistensi titik tetap
pada pemetaan kontraksi enriched di ruang metrik konveks.

1.4  Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Menganalisis konsep ruang metrik konveks.
2. Menganalisis pemetaan kontraksi enriched di ruang metrik konveks.
3. Menganalisis teorema titik tetap pada pemetaan kontraksi enriched di

ruang metrik konveks.

1.5  Manfaat Penelitian
Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat antara lain
sebagai berikut:

1. Memberikan pengetahuan tentang konsep ruang metrik konveks.



2. Memberikan pengetahuan tentang pemetaan kontraksi enriched di ruang
metrik konveks.
3. Memberikan pengetahuan tentang teorema titik tetap pada pemetaan

kontraksi enriched di ruang metrik konveks.

1.6 Tinjauan Pustaka
Struktur konveks dalam ruang metrik pertama kali diperkenalkan oleh
Takahashi (1970) kemudian Abbas (2007) memperkenalkan titik tetap dan

aproksimasi dalam ruang metrik konveks. Selanjutnya pada tahun 2020 Vasile
Berinde dan Madalina Pacurar memperkenalkan pemetaan kontraksi enriched dalam
penelitian tentang titik tetap di ruang Banach, yang kemudian akan berkaitan dengan
penelitian ini.Selanjutnya pada tahun 2021 Vasile Berinde dan Madalina Pacurar juga
melakukan penelitian tentang eksistensi dan aproksimasi titik tetap pada pemetaan

kontraksi enriched dan kontraksi- ¢ enriched. Penelitian inilah yang menjadi rujukan

utama peneliti dalam menganalisis teorema titik tetap pada pemetaan kontraksi
enriched di ruang metrik konveks.
Penjelasan mengenai persamaan dan perbedaan dari penelitian ini dengan

penelitian lainnya yang disajikan dalam bentuk tabel berikut ini.

Nama Peneliti Judul Penelitian Persamaan Perbedaan
Wataru A Convexity in | Konsep dan | Pemetaan  dan
Takahashi MetricSpace and | beberapa sifat di|teorema titik

Nonexpansive ruang metrik | tetap yang akan
Mappings konveks dibahas
Ismat Beg dan | Common Fixed Points | Konsep ruang | Teorema titik

Mujahid
Abbas

and Best Approximation
in  Convex  Metric

Spaces

metrik konveks

tetap yang akan
dibahas.




Vasile Berinde | Approximating  fixed | Pemetaan kontraksi | Konsep  ruang
dan Madalina | points of  enriched | enriched yang akan | yang akan
Pacurar contractions in Banach | dibahas dibahas.

spaces
Vasile Berinde | Existence and | Teorema titik tetap | Contoh yang
dan Madalina | Approximation of Fixed | dan pemetaan | belum

Pacurar Points of Enriched | kontraksi enriched | disebutkan oleh
Contractions and | yang akan dibahas | peneliti
Enriched Q- sebelumnya.
Contractions

1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan pada penelitian ini terdiri atas empat bab dengan rincian

sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN

Bab ini menjelaskan mengenai latar belakang masalah, batasan masalah,

rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, sistematika

penulisan, dan metode penelitian.

BAB Il LANDASAN TEORI

Bab ini menjelaskan mengenai dasar - dasar analisis real dan analisis

fungsional yang berisi tentang definisi, teori, dan sifat yang menjadi dasar dalam

memahami isi dari pembahasan dan mendukung pembuktian pada bab berikutnya.




BAB Il PEMBAHASAN

Bab ini menjelaskan mengenai dasar ruang metrik konveks beserta contohnya,
sifat dasar dari ruang metrik konveks, definisi kontraksi enriched beserta contohnya,

dan teorema titik tetap pada pemetaan kontraksi enriched di ruang metrik konveks.

BAB IV PENUTUP

Bab penutup merupakan bab yang berisi kesimpulan dari hasil penelitian serta
saran-saran dari penulis yang ingin disampaikan kepada pembaca dan kepada peneliti

selanjutnya.

1.8 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur, yaitu
dengan menganalisis beberapa sumber tertulis mengenai konsep ruang metrik
konveks beserta contohnya, konsep kontraksi enriched di ruang metrik konveks, dan
teorema titik tetap dari kontraksi enriched di ruang metrik konveks. Penulis
menggunakan pendekatan ilmiah yang bersifat kualitatif yang berarti pendekatan ini
sebagai penilaian dan pendapat peneliti yang tertuang secara eksplisit di dalam
penelitian ini.

Pada penelitian ini diawali dengan penjelasan konsep dasar analisis real,
konsep analisis fungsional seperti ruang metrik dan teorema titik tetap sebagai
landasan teori. Kemudian akan dijelaskan juga mengenai konsep barisan konvergen,
barisan Cauchy, barisan kontraktif, barisan Picard, sifat asimtotik regular, itetasi
Krasnoselskij, iterasi Picard, konsep titik tetap, konsep pemetaan kontraktif di ruang
metrik dan hubungan antara ruang metrik dengan ruang Banach. Langkah selanjutnya
adalah penjelasan mengenai konsep ruang metrik konveks dan konsep pemetaan
kontraksi enriched beserta contohnya yang akan membantu dalam pembuktian

teorema titik tetap pada pemetaan kontraksi enriched di ruang metrik konveks.



Pembahasan inti pada penelitian ini adalah tentang teorema titik tetap dari
pemetaan kontraksi enriched di ruang metrik konveks. Dijelaskan juga penjabaran
langkah-langkah pembuktian teorema titik tetap pada kontraksi enriched di ruang

metrik konveks yang mengacu pada penelitian Berinde dan Pacurar (2021).



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat disimpulkan
bahwa ruang metrik dikatakan konveks apabila ruang metrik tersebut memiliki
struktur konveks. Perbedaan antara metrik dengan metrik konveks terletak pada
struktur konveks.

Pembuktian pada ketiga teorema utama titik tetap pada pemetaan kontraksi
enriched dalam ruang metrik konveks dimulai dari membentuk suatu barisan
picard sehingga barisan tersebut memiliki sifat asimtotik regular dan barisan
tersebut merupakan barisan Cauchy yang konvergen ke suatu titik. Selanjutnya
titik tersebut merupakan salah satu calon titik tetap pada pemetaan kontraksi
enriched dan dibuktikan juga bahwa titik tetap tersebut tunggal. Berdasarkan
ketiga teorema utama tersebut dapat ditunjukkan bahwa setiap pemetaan kontraksi
enriched di ruang metrik konveks mempunyai titik tetap tunggal dengan
membentuk barisan Picard melalui pemetaan yang mendefinisikan struktur
konveks di ruang metrik konveks. Lalu terdapat akibat dari teorema titik tetap
tersebut, dengan pengaturan ruang Banach. Pada penelitian sebelumnya oleh
Vasile Berinde dan Madalina Pacurar belum disertakan contoh dari ruang metrik
konveks dan pemetaan kontraksi enriched, sehingga pada penelitian ini diberikan
contoh dari definisi ruang metrik konveks dan pemetaan kontraksi enriched

sebagai ilustrasi dalam memahami definisi tersebut.
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4.2 Saran

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, maka saran yang dapat

diberikan oleh penulis diantaranya yaitu

1. Mengembangkan penelitian tentang ruang metrik konveks dan

pemetaan kontraksi enriched.

2. Meneliti Akibat 3.4.2 dengan menggunakan A = bll
+

3. Mengembangkan penelitian tentang teorema titik tetap.
4. Meneliti apakah terdapat penerapan dari teorema utama.
5. Mengembangkan contoh-contoh supaya pembaca lebih mudah

memahami materi.
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