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INTISARI

SIFAT-SIFAT SUBMODUL FRAKSI ATAS DAERAH TERTUTUP

SECARA INTEGRAL

Oleh

TIARA ARIFAH

18106010044

Submodul merupakan subgrup dari suatu modul dan tertutup terhadap per-
kalian skalar. Submodul yang dibahas pada penelitian ini merupakan submodul dari
modul atas daerah tertutup secara integral. Suatu daerah integral 17 dikatakan tertu-
tup secara integral atas lapangan hasil bagi K jika setiap elemen di A merupakan
integral atas R, maka elemen tersebut juga berada di 2. Modul atas daerah tertutup
secara integral K M adalah himpunan dari perkalian antara lapangan hasil bagi K
dan modul bebas torsi M dan merupakan fokus modul dari penelitian ini.

Submodul /N pada suatu modul bebas torsi atas daerah integral D dikatakan
submodul fraksi jika perkalian setiap elemen di N dengan suatu elemen di D ber-
ada di M. Definisi dari submodul fraksi atas daerah integral dapat dikembangkan
menjadi submodul fraksi di K M atas daerah tertutup secara integral R. Jika NV
merupakan R-submodul fraksi di KM, maka N, = {t € KM | Nt C M} meru-
pakan R-submodul fraksi di KM dengan N~ = {k € K | kN C M}. Selanjutnya
diperoleh juga N C N, dan N~ = (N,) . Jika N = N,, maka N dikatakan v-
submodul.

Kata kunci: tertutup secara integral, submodul fraksi
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ABSTRACT

FRACTIONAL SUBMODULE PROPERTIES OVER INTEGRALLY

CLOSED

By

TIARA ARIFAH

18106010044

Submodule is a subgroup of a module and is closed to scalar multiplication.
The submodule discussed in this study is a submodule of a module over integrally
closed domains. An integral domain R is said to be integrally closed to the quotient
field K if every element in /K is an integral over [?, then the element is also in R.
Module over integrally closed domains K M is the set of the product of quotient
fields K and torsion-free module M and it is focus of module of this studied.

Submodule NV of a torsion-free module over integral domain D is said to
fractional submodule if the product of each element in /V by an element in D is in
M. Definition of fractional submodule over integral domain can be developed into
a fractional submodule of K M over integrally closed domain R. If N is a frac-
tional R-submodule of KM, then N, = {t € KM | N~t C M} is a fractional R-
submodule of KM with N~ = {k € K | kN C M}. Then also obtained N C N,
and N~ = (N,)". If N = N,, then N is v-submodul.

Keywords: integrally closed, fractional submodule
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan ilmu pasti yang selalu menuntut untuk berfikir lo-
gis. Salah satu cabang dari matematika adalah struktur aljabar atau aljabar abstrak.
Sesuai dengan namanya, dalam aljabar abstrak dibahas mengenai konsep-konsep
abstrak (Suryant1,2017). Materi yang dibahas pada aljabar abstrak diantaranya ada-

lah teori grup, teori ring, dan teori modul.

Grup dan ring sangat penting dalam penelitian ini karena merupakan modal
untuk pembentukan suatu modul. Grup merupakan himpunan tak kosong dengan
suatu operasi biner yang memenuhi aksioma asosiatif, memiliki elemen identitas,
dan setiap elemen memiliki invers (Wardati dan Riyanto,2019). Operasi biner se-
ringkali dikatakan operasi dengan sifat tertutup. Salah satu contoh dari grup adalah
himpunan semua bilangan bulat dengan operasi penjumlahan. Selain itu, himpunan

bilangan bulat juga merupakan sebuah ring.

Menurut Wardati dan Riyanto (2019), ring adalah himpunan tak kosong de-
ngan dua operasi biner penjumlahan dan perkalian yang merupakan grup Abelian
terhadap penjumlahan dan asosiatif terhadap perkalian serta memiliki sifat distribu-
tif perkalian terhadap penjumlahan. Operasi pertama dan kedua bebas ditentukan,
asalkan memenuhi syarat-syarat ring (Masoed,2013). Dari suatu ring dengan tam-

bahan beberapa sifat, akan didefinisikan lapangan dan daerah integral.

Ring yang komutatif atau disebut dengan ring komutatif dan merupakan ring



pembagian adalah definisi dari lapangan (Malik,2007). Lapangan juga sangat pen-
ting dalam penelitian ini karena modul yang dibahas pada penelitian ini merupakan
himpunan dari perkalian antara lapangan dan suatu modul. Lapangan yang dimak-
sud adalah lapangan hasil bagi. Lapangan hasil bagi merupakan perluasan dari

lapangan (Sukarsih,2008).

Setiap lapangan merupakan daerah integral. Daerah integral merupakan ring
komutatif dengan elemen satuan dan tidak memiliki pembagi nol (Malik,2007).
Daerah integral sangat penting dalam penelitian ini karena modul yang diteliti me-
rupakan modul atas daerah tertutup secara integral yang merupakan perluasan dari
daerah integral. Oleh karena itu, untuk memahami definisi daerah tertutup secara

integral diperlukan definisi mengenai daerah integral.

Modul yang akan dibahas pada penelitian ini adalah modul bebas torsi. Mo-
dul bebas torsi adalah modul yang elemen torsinya hanya nol (Rotman,2009). Da-
lam penelitian Wijayanti dkk (2020) diketahui modul A M merupakan perkalian
antara lapangan hasil bagi K dengan R-modul bebas torsi /M. Ring R merupakan
daerah tertutup secara integral dengan lapangan hasil bagi K. Modul KM juga

digunakan dalam penelitian Nurwigantara dkk (2022) mengenai modul Krull.

Pembahasan mengenai modul sangat erat kaitannya dengan submodul kare-
na submodul merupakan bagian dari modul. Himpunan /N disebut dengan submo-
dul dari R-modul M jika N merupakan subgrup dari M dan tertutup atas perkalian
dengan skalar (Rotman,[2009). Submodul yang diteliti pada penelitian ini adalah
submodul fraksi. Submodul fraksi atas daerah integral telah dijelaskan pada pe-
nelitian Moghaderi dan Nekooei (2010). Submodul fraksi pada penelitian tersebut
dikaitkan dengan modul Dedekind. Suatu modul dikatakan modul Dedekind jika

dan hanya jika setiap submodul fraksi tak nolnya invertible.



Berdasarkan penelitian Wijayanti dkk (2020), modul bebas torsi yang di-
bangun secara berhingga atas daerah Dedekind merupakan modul Dedekind. Hasil
tersebut diperoleh dengan menggunakan relasi antara v-submodul dan ideal atas da-
erah Dedekind. v-submodul merupakan submodul fraksi dengan syarat tertentu dan
daerah Dedekind merupakan daerah tertutup secara integral. Selanjutnya, dalam
penelitian tersebut juga diperoleh bahwa himpunan semua submodul fraksi di K M
merupakan grup Abelian dan isomorfik pada ideal fraksi di A. Untuk memperoleh
hasil tersebut, diperlukan penjelasan dan beberapa sifat mengenai submodul fraksi

di KM.

Submodul fraksi secara umum, yaitu submodul fraksi atas daerah integral
akan dijelaskan pada penelitian ini. Pada submodul fraksi atas daerah integral da-
pat dibentuk definisi yang lebih khusus, yaitu submodul fraksi atas daerah tertutup
secara integral di K M. Terdapat beberapa sifat mengenai submodul fraksi di K M

dan akan dijelaskan pada penelitian ini.

1.2. Batasan Masalah

Pembahasan pada penelitian ini akan difokuskan pada sifat submodul fraksi
pada modul K'M. Modul K M merupakan modul perkalian antara lapangan hasil
bagi K dan modul bebas torsi M atas daerah tertutup secara integral. Oleh karena
itu, akan dibahas terlebih dahulu mengenai daerah tertutup secara integral. Fokus
utama penelitian ini adalah submodul fraksi dari modul K M atas daerah tertutup
secara integral. Pembahasan diawali dari submodul fraksi secara umum sebagai

dasar terbentuknya submodul fraksi di KM atas daerah tertutup secara integral.



1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian dari latar belakang dan batasan masalah, maka akan di-

rumuskan permasalahan berikut:

1. Bagaimana terbentuknya daerah tertutup secara integral?

2. Bagaimana kajian submodul fraksi secara umum menuju submodul fraksi di

K M beserta sifat-sifatnya?

Pembahasan daerah tertutup secara integral dan submodul fraksi disertai de-
ngan pemberian contoh untuk lebih memudahkan pemahaman terhadap pengertian
daerah tertutup secara integral dan submodul fraksi. Contoh-contoh tersebut meru-

pakan hasil kajian dari peneliti.

1.4. Tujuan dan Manfaat Penelitian
1.4.1. Tujuan

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Mengetahui proses terbentuknya daerah tertutup secara integral.
2. Mengetahui konsep submodul fraksi secara umum menuju submodul fraksi

di K M beserta sifat-sifatnya.

1.4.2. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Manfaat bagi peneliti adalah dapat bertambahnya wawasan ilmu pada bidang

aljabar dan dapat menerapkan hasil belajarnya.



2. Manfaat bagi pembaca adalah dapat menambah pengetahuan mengenai te-
ori modul, diantaranya adalah modul bebas torsi dan submodul fraksi serta

mengenai daerah tertutup secara integral.

3. Manfaat bagi lembaga adalah dapat menambah rujukan penelitian dalam bi-
dang aljabar, terutama mengenai modul bebas torsi atas daerah tertutup secara

integral.

1.5. Tinjauan Pustaka

Wijayanti dkk (2020) telah melakukan penelitian mengenai v-submodul pa-
da modul K M. Modul KM merupakan perkalian antara lapangan hasil bagi K
dan modul bebas torsi M. Dalam penelitiannya dijelaskan bahwa v-submodul me-
rupakan submodul fraksi. Beberapa sifat submodul fraksi di KM juga dijelaskan
pada penelitian tersebut. Menggunakan sifat-sifat submodul fraksi diperoleh bah-
wa semua submodul fraksi di /M merupakan grup Abelian dan isomorfik dengan

ideal fraksi di K.

Penelitian Moghaderi dan Nekooei (2010) membahas mengenai kaitan an-
tara modul Dedekind dan valuation module diskrit. Valuation module merupakan
modul tertutup secara integral. Pada penelitian tersebut juga dijelaskan mengenai
submodul fraksi atas daerah integral yang dibutuhkan pada teorema modul Dede-
kind. Suatu modul dikatakan modul Dedekind jika dan hanya jika setiap submodul

fraksi tak nolnya invertible.

Daerah tertutup secara integral telah dijelaskan pada penelitian Susilowati
(2016). Daerah tertutup secara integral merupakan perluasan integral dari daerah
ideal utama. Dalam penelitian tersebut dijelaskan bahwa jika suatu daerah integral

merupakan daerah faktorisasi tunggal, maka daerah integral tersebut merupakan



daerah tertutup secara integral. Selanjutnya jika daerah integral tersebut merupakan

daerah ideal utama, maka juga merupakan daerah tertutup secara integral.

Fokus penelitian ini adalah submodul fraksi di KM atas daerah tertutup
secara integral. Dibandingkan dengan penelitian di atas, penelitian ini memiliki
persamaan dan perbedaan. Penjelasan mengenai persamaan dan perbedaan dari pe-

nelitian ini dengan penelitian lainnya akan disajikan dalam bentuk tabel berikut ini.

No | Nama Peneliti | Judul Penelitian | Persamaan Perbedaan
1 | Indah Emilia Finitely generated | Konsep Penjelasan daerah
Wijayanti, torsion-free submodul tertutup secara
Hidetoshi modules over fraksi di KM | integral dan
Marubayashi, integrally closed contoh yang
Iwan Ernanto, domains belum disebutkan
dan Sutopo oleh peneliti
sebelumnya
2 | J. Moghaderi Valuation, Konsep Submodul traksi
dan R. Nekooe1r | discrete valuation | submodul secara khusus
and Dedekind fraksi atas dengan syarat
modules daerah tambahan
integral
3 | Eka Susilowati | Karakteristik Definisi dan | Definisi lapangan
Gelanggang sifat daerah hasil bagi yang
Bilangan Bulat tertutup belum dibahas
dan Pengaitannya | secara oleh peneliti
dengan Tiga mtegral sebelumnya
Struktur Khusus
Daerah Integral

1.6. Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur. Studi li-
teratur merupakan metode penelitian dengan cara mengumpulkan berbagai sumber,
seperti definisi, teorema, sifat, dan contoh dari sumber berupa jurnal, buku, artikel,
dan yang lainnya. Langkah awal penelitian ini adalah mempelajari dan membahas
mengenai grup, subgrup, ring, ideal, lapangan, dan daerah integral. Selanjutnya

subgrup dan ring digunakan untuk menjadi modal dasar pembentukan modul.



Setelah memahami konsep dasar mengenai teori grup, ring, dan modul, se-
lanjutnya akan dibahas mengenai modul bebas torsi. Modul yang digunakan dalam
penelitian ini merupakan hasil perkalian antara lapangan hasil bagi dan modul bebas
torsi. Lapangan hasil bagi merupakan perluasan dari lapangan dan akan dibahas pa-
da pembahasan awal. Lapangan hasil bagi digunakan dalam definisi daerah tertutup

secara integral.

Langkah selanjutnya akan dibahas mengenai submodul fraksi secara umum,
yaitu submodul fraksi atas daerah integral. Setelah itu, akan dijelaskan pembahasan
submodul fraksi di KM atas suatu daerah tertutup secara integral. Akan diberikan
juga sifat-sifat submodul fraksi di A M. Berikut akan disajikan skema keterkaitan

antar konsep.

SUBGRUP
GRUP {
GRUP ABELIAN
MODUL — SUBMODUL SUE}L\:CK);UL
— | [ RING DENGAN
ELEMEN SATUAN
\
DAERAH | | TERTUTUP SECARA
INTEGRAL INTEGRAL

Gambar 1.1 Skema Keterkaitan antar Konsep

1.7. Sistematika Penulisan

Penyusunan hasil penelitian in1 akan dibagi menjadi empat bab yang disusun

secara sistematis. Adapun rincian setiap bab akan dijelaskan sebagai berikut.

1. BAB I (Pendahuluan): Bab ini membahas mengenai latar belakang penelitian,
batasan masalah, rumusan masalah, tujuan dan manfaat penelitian, tinjauan

pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

2. BAB II (Dasar Teori): Bab ini membahas mengenai beberapa teori yang di-



gunakan dalam penelitian ini. Teori yang digunakan adalah teori grup, teori

ring, dan teori modul.

. BAB III (Pembahasan): Bab ini membahas mengenai penelitian yang dila-

kukan mengenai daerah tertutup secara integral dan submodul fraksi di K M.

. BAB IV (Penutup): Bab ini membahas mengenai kesimpulan penelitian dan

saran dari peneliti.



BAB IV

PENUTUP

Berdasarkan hasil penelitian, terdapat beberapa sifat submodul fraksi atas
daerah tertutup secara integral yang ditemukan. Berikut akan disampaikan kesim-

pulan dari penelitian ini.

4.1. Kesimpulan

Suatu lapangan yang setiap elemennya berbentuk a /b dengan a dan b tak nol
merupakan elemen dari suatu daerah integral, maka lapangan tersebut dinamakan
lapangan hasil bagi. Oleh karena itu, jika A merupakan lapangan hasil bagi dari
daerah integral R, maka R merupakan subhimpunan tak kosong di /. Suatu daerah
integral dikatakan tertutup secara integral atas lapangan hasil bagi K jika setiap
elemen di K yang merupakan integral atas /7, maka elemen tersebut juga berada di
R. Jika daerah integral merupakan daerah faktorisasi tunggal, maka daerah integral
tersebut tertutup secara integral. Jika daerah integral merupakan daerah ideal utama,

maka daerah integral tersebut tertutup secara integral.

Himpunan K M merupakan modul atas daerah tertutup secara integral. Mo-
dul K M merupakan perkalian antara lapangan hasil bagi K dan modul bebas torsi
M. Submodul N pada R-modul KM dikatakan R-submodul fraksi jika terdapat
r € R sehingga rN C M. Diberikan N~ = {k € K | kN C M}. Jika N me-
rupakan R-submodul fraksi di KM, maka N, = {t € KM | Nt C M} meru-
pakan R-submodul fraksi di K M. Selain itu, diperoleh juga bahwa N C N, dan

N~ = (N,)". Jika N = N,, maka N merupakan v-submodul.
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4.2. Saran

Penelitian ini membahas mengenai submodul fraksi di KM atas daerah ter-
tutup secara integral. Pembahasan mengenai daerah tertutup secara integral pada
penelitian ini hanya dijelaskan secara umum dan belum disertai sifat-sifatnya. Hu-
bungan antara submodul fraksi atas daerah integral dan submodul fraksi atas daerah
tertutup secara integral dapat dikaitkan melalui sifat submodul fraksi atas daerah

integral.
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