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MOTTO 

 

 
“Barang siapa ingin meraih dunia maka harus dengan 

ilmu, barang siapa ingin meraih akherat maka harus 

dengan ilmu, barang siapa ingin meraih kedua-duanya 

maka harus dengan ilmu”. 

-Al-Hadits  

 

 

                 

82.  “Sesungguhnya keadaan-Nya apabila dia 

menghendaki sesuatu hanyalah Berkata kepadanya: 

"Jadilah!" Maka terjadilah ia”. 

 

QS. Yassin : 82  

 

 

“Talk  Less  Do  More” 
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ℤ
+   : himpunan bilangan bulat positif 
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(x, y)  : pasangan berurutan dari x, y 

x  A  : x elemen himpunan A 

y  B  : y bukan elemen himpunan B 
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a
-1

  : invers dari  a 
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TEOREMA BASIS  PADA GRUP ABELIAN BERHINGGA 

Oleh : Rossi Fauzi (08610017) 

 

ABSTRAK 

Jika diberikan kumpulan grup-grup berhingga, maka dapat dibentuk grup 

baru melalui penjumlahan langsung eksternal. Sebaliknya, jika diberikan grup G 

abelian berhingga berorder n dan n dapat dinyatakan sebagai perkalian pangkat 

positif dari bilangan-bilangan prima yang berbeda, maka grup G tersebut dapat 

didekomposisikan sebagai penjumlahan langsung dari grup-grup yang berorder 

pangkat dari suatu bilangan prima. 

Setiap grup abelian yang berorder pangkat dari suatu bilangan prima dapat 

didekomposisikan sebagai penjumlahan langsung dari subgrup-subgrup siklik. 

Pernyataan tersebut mengakibatkan grup G dapat didekomposisikan sebagai 

penjumlahan langsung dari subgrup-subgrup siklik. Karena setiap subgrup siklik 

merupakan grup siklik, maka dengan demikian grup G dapat dinyatakan sebagai 

penjumlahan langsung dari grup-grup siklik, lebih dikenal dengan istilah teorema 

basis pada grup abelian berhingga.  

 

Kata kunci : dekomposisi penjumlahan langsung, grup abelian berhingga, 

penjumlahan langsung berhingga.  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar  Belakang Masalah 

Matematika menurut pandangan seorang filosof dan matematikawan August 

Comte bukanlah ilmu. Matematika adalah suatu alat berfikir logik, sehingga 

matematika dapat digunakan untuk menjelaskan fenomena. Walaupun demikian 

dalam praktik, fenomena memang lebih kompleks (Muhajir, 2001:70). 

Tak jauh beda dengan sains, matematika dapat dibagi dalam berbagai 

rumpun, misalnya rumpun aljabar, analisis, terapan, komputer dan statistik. Lebih 

lanjut, rumpun analisis terbagi lagi dalam berbagai bidang antara lain analisis real, 

analisis kompleks dan analisis fungsional. Demikian juga rumpun aljabar masih 

terbagi dalam berbagai bidang misal aljabar abstrak, aljabar linear, aljabar 

geometri dan lain sebagainya. Ilmu aljabar abstrak merupakan bagian dari ilmu 

matematika yang berkembang dengan pesat karena berhubungan dengan himpunan, 

dan sifat struktur-struktur di dalamnya.  

Sebagian materi aljabar abstrak yang telah didapatkan penulis adalah 

mengenai konsep grup, order, dan grup siklik. Salah satu contoh grup yang 

menarik untuk dipelajari adalah grup abelian berhingga. Grup adalah suatu 

himpunan bersama dengan operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma grup. 

Suatu grup yang memenuhi sifat komutatif disebut grup abelian. Sebagai contoh, 

himpunan bilangan real tanpa 0 (nol) dengan operasi perkalian adalah suatu grup 
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yang abelian. Banyaknya anggota dari suatu grup disebut order dari grup tersebut. 

Jika suatu grup mempunyai order yang berhingga disebut grup hingga. Salah satu 

contoh grup berhingga adalah grup yang berorder prima (grup yang memiliki 

elemen sebanyak suatu bilangan prima tertentu).  

Grup abelian berhingga mempunyai banyak subbahasan. Salah satunya 

adalah teorema basis pada grup abelian berhingga. Teorema ini sangat penting, 

karena teorema ini mendukung pernyataan bahwa setiap grup abelian berhingga 

dapat diuraikankan menjadi penjumlahan langsung dari grup-grup siklik.  

Sebagai contoh kasus, yaitu :   

“Diberikan grup ℤ12 terhadap operasi penjumlahan modulo 12 dan             

12 = 2
2
 . 3, maka diperoleh  

(i) ℤ4  ℤ3, 

(ii) ℤ2  ℤ2  ℤ3, 

(iii) ℤ2  ℤ6. 

Jika diberikan suatu grup abelian ℤ12, dari (i), (ii), (iii) manakah yang 

mempresentasikan struktur dari ℤ12 ? Kemudian apabila diketahui suatu 

grup abelian berhingga tetapi bukan merupakan siklik, misal M22(ℤ2), 

apakah M22(ℤ2) juga dapat didekomposisikan dalam bentuk 

penjumlahan langsung dari grup-grup siklik ? “ 

Berdasarkan contoh kasus di atas, penulis tertarik untuk mempelajari 

tentang struktur grup, khususnya mengenai pendekomposisian grup. Tugas akhir 
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ini merupakan pengembangan dari materi-materi aljabar yang telah penulis 

dapatkan, yaitu konsep grup abelian berhingga dan konsep bilangan bulat. Pada 

konsep bilangan bulat, terdapat suatu teorema yang menyatakan bahwa “setiap 

himpunan bilangan bulat positif dapat dinyatakan sebagai perkalian pangkat 

positif dari bilangan-bilangan prima yang berbeda” teorema ini disebut dengan 

teorema fundamental aritmatika. 

Berdasarkan analogi kedua konsep tersebut, diharapkan pada akhir 

penelitian ini penulis dapat mendekomposisikan sebarang grup abelian berhingga 

dalam bentuk penjumlahan langsung dari grup-grup siklik, yang dinyatakan dalam 

Teorema Basis pada Grup Abelian Berhingga.  

 

1.2 Batasan Masalah  

Pembatasan masalah dalam suatu penelitian sangat penting, untuk 

menghindari kesimpang-siuran terhadap objek dari suatu penelitian. Demikian 

juga dengan penelitian yang penulis lakukan. Permasalahan yang terdapat dalam 

penelitian ini adalah teorema basis pada grup abelian berhingga.  

Konsep dari teori grup itu masih mencangkup ruang lingkup yang sangat 

luas, karena bahasan dalam teori grup dapat meliputi grup berhingga, grup tak 

hingga, grup abelian, grup non-abelian, dan lain sebagainya, dimana setiap 

bahasan tersebut masih memiliki berbagai subbahasan yang sangat menarik untuk 

dikaji. Namun dalam penelitian ini hanya difokuskan pada grup berhingga yang 

bersifat komutatif dikarenakan terinspirasi dari Teorema Fundamental Aritmatika. 
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Selain itu, sesuai latar belakang masalah maka penulis merumuskan batasan 

masalah dalam penelitian ini mengenai teorema basis pada grup abelian berhingga 

tentang cara mendekomposisikan grup abelian berhingga. Diawali dengan 

mempelajari dasar-dasar teori grup, bagaimana mendekomposisikan grup abelian 

berhingga ke dalam bentuk penjumlahan langsung dari grup-grup siklik, syarat 

apa saja yang harus dipenuhi dalam pendekomposisiannya, terkait dengan lemma, 

preposisi, dan teorema yang dibuktikan sebelum pendekomposisian, serta akibat 

yang muncul dari dekomposisi.  

 

1.3 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan, maka 

dirumuskan permasalahan sebagai berikut : 

1. Bagaimanakah konsep penjumlahan langsung eksternal dan internal pada 

grup abelian berhingga ? 

2. Bagaimanakah  konsep  dekomposisi penjumlahan langsung berhingga pada 

sebarang  grup abelian berhingga ? 

3. Bagaimanakah cara mendekomposisikan grup abelian berhingga dalam 

bentuk penjumlahan langsung dari grup-grup siklik ? 

 

1.4 Tujuan dan Manfaat Penelitian 

Tujuan dari tugas akhir ini adalah :  
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1. Mengkaji tentang konsep penjumlahan langsung eksternal dan internal pada 

grup abelian berhingga. 

2. Mengkaji konsep dekomposisi penjumlahan langsung berhingga pada 

sebarang  grup abelian berhingga. 

3. Mengkaji cara mendekomposisikan grup abelian berhingga dalam bentuk 

penjumlahan langsung dari grup-grup siklik.  

Manfaat setelah selesainya tugas akhir ini adalah diperolehnya uraian 

diantaranya sebagai berikut : 

1. Memberikan pengetahuan tentang konsep penjumlahan langsung eksternal 

dan internal pada grup abelian berhingga. 

2. Memberikan pengetahuan mengenai konsep dekomposisi penjumlahan 

langsung berhingga pada sebarang  grup abelian berhingga. 

3. Memberikan pengetahuan tentang cara mendekomposisikan sebarang grup 

abelian berhingga dalam bentuk penjumlahan langsung dari grup-grup 

siklik.  

4. Memberikan motivasi kepada penelitian-penelitian selanjutnya untuk 

mengembangkan penelitian mengenai grup abelian berhingga. 

 

1.5 Tinjauan Pustaka 

Penulisan tugas akhir ini mengacu pada literatur utama yaitu buku yang 

ditulis oleh Redfield (2001) yang berjudul Abstract Algebra A Concrete 

Introduction. Redfield (2001) membahas mengenai beberapa cara 
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mendekomposisikan grup abelian berhingga dan syarat-syarat yang harus 

dipenuhi sebelum pendekomposisiannya, serta teorema basis pada grup abelian 

berhingga. Dekomposisi tersebut antara lain penjumlahan langsung eksternal dan 

penjumlahan langsung internal. Untuk melengkapi pembahasan mengenai 

dekomposisi grup, Redfield (2001) juga membahas grup yang dapat 

didekomposisikan sebagai penjumlahan langsung atas grup-grup yang lebih 

sederhana. Selain itu, Redfield (2001) juga membahas mengenai beberapa syarat 

yang diperlukan untuk teorema basis pada grup abelian berhingga. 

Referensi lain yaitu bukunya Rotman (2002) yang membahas tentang grup 

penjumlahan langsung eksternal dan internal. Untuk dasar teori mengenai konsep 

bilangan bulat, penulis mengambil materi dari buku yang ditulis oleh Gilbert 

(2000). Sedangkan untuk konsep dasar grup dan homomorfisma grup, penulis 

banyak mengambil materi dari buku yang ditulis oleh Fraleigh (2003).   

Selain itu, dalam penulisan tugas akhir ini penulis juga menggunakan suatu 

tinjauan pustaka sebuah tugas akhir berjudul “Konstruksi Grup”, yang ditulis oleh 

Putri Rahmaningtyas. Dalam tugas akhir tersebut, Putri Rahmaningtyas lebih 

menitikberatkan pada pembahasan mengenai metode pengkonstruksian grup 

berhingga menggunakan perkalian langsung, penjumlahan langsung dan ekstensi 

grup. Tugas akhir tersebut juga berisikan beberapa pembahasan mengenai 

dekomposisi penjumlahan langsung. 

Pembahasan tugas akhir tersebut memberikan gambaran tentang grup yang 

dapat didekomposisikan sebagai penjumlahan langsung atas grup-grup yang lebih 
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sederhana. Hal ini penulis jadikan landasan untuk mengkaji lebih lanjut mengenai 

metode pendekomposisian grup abelian berhingga. Metode yang penulis pilih 

adalah dengan menggunakan penjumlahan langsung eksternal dan penjumlahan 

langsung internal. Sedangkan dalam tugas akhir tersebut, Putri Rahmaningtyas 

hanya menggunakan konsep penjumlahan langsung internal. 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1  Kesimpulan 

Berdasarkan penelitian serta studi literatur yang telah penulis lakukan 

mengenai teorema basis pada grup abelian berhingga, maka dapat diambil 

kesimpulan sebagai berikut : 

1. Jika diberikan grup-grup berhingga G1, ..., Gn maka penjumlahan langsung 

eksternal atas G1, ..., Gn , dinotasikan G1  ...  Gn  membentuk grup 

terhadap operasi biner yang didefinisikan dengan 

(g1, ..., gn) + (𝑔1
′ , ..., 𝑔𝑛

′ )  = (g1 + 𝑔1
′ ,  ..., gn + 𝑔𝑛

′ ) 

untuk setiap (g1, ..., gn) dan (𝑔1
′ , ..., 𝑔𝑛

′ )  G1  ...  Gn. 

2. Diberikan grup abelian berhingga G dan H1, ..., Hn subgrup dari G. Grup G 

disebut penjumlahan lansgung internal dari subgrup H1, ..., Hn dinotasikan 

dengan G =  H1  ...  Hn jika H1+ ...+ Hn = G (dengan kata lain untuk 

setiap  g  G, terdapat hi  Hi  berlaku g = h1 + ... + hn) dan                           

H1   ...  Hn = {0}. 

3. Diberikan H1, ..., Hn subgrup dari grup abelian berhingga G. Jika                      

G = H1  ...  Hn  maka G    H1  ...  Hn. 
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4. Cara mendekomposisikan grup abelian berhingga G  : 

1. Tentukan order dari G, misal n,  

2. Dibentuk subgrup siklik S(gi) untuk setiap gi  G dengan                     

i = 1, ..., n,  

3. Tentukan order masing-masing subgrup siklik tersebut, 

4. Dipilih subgrup siklik S(gi) yang mempunyai order terbesar dan 

dimisalkan G1 = S(g1) untuk i = 1,  

5. Jika |G| = |Gi|, maka selesai, artinya diperoleh bahwa G = Gi. 

Jika |G|  |Gi|, ganti i  dengan i + 1, 

6. Dipilih subgrup siklik S(gi) yang mempunyai order terbesar, misal 

k sedemikian hingga 𝑘  
|𝐺|

|𝐺𝑖−1|
  dan  gi, 𝑔𝑖

2, ..., 𝑔𝑖
𝑘−1  𝐺𝑖−1 serta 

didefinisikan  𝐺𝑖  = 𝐺𝑖−1    S(𝑔𝑖),  

7. Kembali ke langkah 5, 

5. Diberikan G grup siklik. Jika G berhingga dengan |G| = n maka G isomorfis 

terhadap (ℤn, +n). 

6. Setiap grup abelian berhingga dapat dinyatakan sebagai penjumlahan 

langsung dari grup-grup siklik.  

 

5.2  Saran-saran 

Berdasarkan pada studi literatur yang telah penulis lakukan, maka dapat 

disampaikan beberapa saran berikut : 
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1. Penelitian ini hanya dibatasi pada salah satu cara untuk mengkonstruki dan 

mendekomposisikan grup abelian berhingga, yaitu dengan menggunakan 

penjumlahan langsung dari grup-grup siklik atau lebih dikenal dengan 

Teorema Basis pada Grup Abelian Berhingga, diharapkan ada penelitian 

lebih lanjut mengenai metode-metode yang lain yang memungkinkan untuk 

mengkontruksi dan mendekomposisikan sebarang grup abelian berhingga.  

2. Penelitian juga hanya mencangkup pembahasan mengenai grup abelian 

berhingga, sehingga dimungkinkan dilakukan penelitian pengembangan 

mengenai cara mengkontruksi dan mendekomposisikan grup abelian tak 

hingga.  

Semoga tugas akhir ini dapat menjadi inspirasi bagi pembaca untuk 

mengembangkan lebih lanjut tentang konsep grup abelian berhingga khususnya, 

dan konsep aljabar abstrak pada umumnya.  
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