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ABSTRAK

Skripsi ini membahas tentang well-posed pada masalah syarat awal dan syarat
batas pada persamaan gelombang. Persamaan gelombang merupakan salah satu dari
persamaan matematika yang digunakan dalam bidang fisika. Suatu masalah syarat
awal dan syarat batas dikatakan well-posed jika selalu memiliki fungsi yang tunggal
dan solusinya bergantung secara kontinu pada data. Pembahasan dimulai dengan
verifikasi solusi u(x,t) dari persamaan gelombang . (x,t) = c?uy,(x,t), yaitu
deret turunan kedua terhadap t dan terhadap x. Pembahasan selanjutnya mengenai
ketunggalan fungsi yang prosesnya menggunakan prinsip superposisi dan integral
energi dan kebergantungan solusi secara kontinu pada data menggunakan prinsip

kekontinuan fungsi.

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, diperoleh bahwa persamaan

gelombang dimensi satu memenuhi syarat-syarat well-posed.

Kata kunci: well-posed, syarat awal, syarat batas.
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BAB1I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan diferensial parsial dan masalah syarat awal dan syarat batas
merupakan pokok bahasan terapan matematika yang salah satunya diterapkan dalam
bidang fisika, sebagai contoh yaitu persamaan gelombang dengan diikuti oleh syarat
awal dan syarat batas gelombang. Gelombang adalah peristiwa perambatan atau
penjalaran getaran. Gelombang sebagai perambatan energi yang tidak diikuti
perpindahan materinya. Misalnya sebuah usikan ketika sebuah batu dijatuhkan
kepermukaan air di sebuah kolam akan merambat menjauhi titik jatuh batu dan
akhirnya mencapai tepi kolam. Gelombang usikan ini memang berpindah dari satu
tempat ke tempat yang lain, akan tetapi air itu sendiri tidak berpindah bersama

gelombang.

Pada tugas akhir ini, penulis membahas tentang persamaan gelombang
dimensi satu. Sebelum mendapatkan Persamaan gelombang dimensi satu tersebut,

terlebih dahulu diberikan Hukum Newton II pada bidang horizontal yaitu:

—T(x,t) cos(d)(x, t)) + T(x + Ax, t) cos(gb(x + Ax, t)) =0,



* u(x, 1)

L

Gambar 1. Perpindahan garis melintang u(x, t) terhadap x.

Vi)
5'<1r

Tix + Ax)

Tix) mg

Gambar 2. Tekanan pada dawai, dengan @ = ¢(x,t) dan f = ¢p(x + Ax, t).
atau
T(x,t) cos(¢(x, t)) = T(x + Ax,t) cos(¢(x + Ax, t)). (D
Komponen horizontal dari tegangan dawai sama, misal T, dengan T merupakan
konstanta, sehingga bentuk dari persamaan (1) berubah menjadi:
T(x,t) cos(d)(x, t)) = T(x + Ax,t) cos(d)(x + Ax, t)) =T. ()
Diberikan Hukum Newton II untuk bidang vertikal yaitu:

. _ 0%u
—T(x,t) sm(d)(x, t)) + T(x + Ax, t) 51n(¢)(x + Ax, t)) —mg = mw (x,t).

Persamaan (1) dapat dibentuk menjadi:



T

T(x,t) = T(x+ Ax,t) =

_r
cos(gb(x, t))'

Kemudian disubtitusikan ke persamaan (2) menjadi:

—T(x,t) tan(qb(x, t)) +T tan(d)(x + Ax, t)) — pAxg = pAx

dengan tan(¢(x, t)) merupakan lengkungan dari dawai pada (x, t),

tan(qb(x, t)) = g—; (x, 1), tan((l)(x + Ax, t)) = Z—Z (x + Ax, t),

disubtitusikan ke persamaan (3) menjadi:

(24 axe) - ey ) = pax (224
A A B e TR

Persamaan (4) dibagi dengan Ax, menjadi:

T au( n W au( D) = 62u+
Ax \ 0x x & dx “ il ot? g)

sehingga berbentuk:

0%u 0%u
"o TP TP

atau

azu_ 10%°u 1

= —— 4 —
0x2%2 2 0t? ng

cos(gb(x + Ax, t))'

3)

(4)

. T . .
dimana c? = > c? merupakan bilangan yang sangat besar, sehingga persamaan pada

dawai tersebut yang disebut juga dengan persamaan gelombang berbentuk:

0%u 1 0%u
0x2  c2 9t?



atau:

0’u 5 0%u

at? ax?’

dengan u(x, t) adalah defleksi dawai tersebut. Dawai tersebut apabila diikat dengan

ujung x = 0 dan x = L, dikenai dua syarat batas:
u(0,t) = 0, u(a,t) = 0 untuk semua t.

Bentuk gerak dawai itu akan bergantung pada defleksi awalnya t = 0. Jika f(x)

adalah defleksi awal, maka syarat awal diperoleh:

u(x,0) =f(x), wx0)=g).

Dari persamaan gelombang dimensi satu, syarat awal dan syarat batas diperoleh

masalah syarat awal dan syarat batas (MSAB):
Upe(x,t) = cPuy, (x,t), 0<x<L, t>0

u(x,0) = f(x), 0<x<lL,

u:(x,0) = g(x), 0<x<lL,

u(0,t) =0, u(a,t) =0, ¢t>0.
Suatu MSAB dikatakan well-posed jika MSAB tersebut selalu mempunyai
solusi, solusinya unik dan solusinya tergantung secara kontinu pada data.
Ketergantungan solusi secara kontinu pada data yaitu jika data diubah sedikit maka

solusi juga akan berubah sedikit dan perubahan tersebut didasari pada prinsip



kekontinuan. Pada tugas akhir ini akan dibahas mengenai well-posed dari suatu
MSAB gelombang dimensi satu. Penulis memilih untuk membahas persamaan
gelombang karena ingin membuktikan bahwa dapat dibuat model matematika dari
fenomena gelombang, karena apabila persamaan gelombang memenuhi well-posed,
maka dapat disimpulkan bahwa dapat dibentuk sebuah model matematika dari suatu
gelombang. Diharapkan pembahasan ini bermanfaat dalam penelitian-penelitian lain

yang terkait dengan well-posed pada suatu masalah syarat awal dan syarat batas.

1.2 Batasan masalah

Batasan masalah diperlukan dalam suatu penelitian ilmiah karena dapat
membantu penulis fokus pada obyek suatu penelitian. Masalah yang akan dibahas
adalah membuktikan bahwa masalah syarat awal dan syarat batas persamaan

gelombang dimensi satu apakah memenuhi syarat-syarat well-posed ataukah tidak.

1.3 Rumusan masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

maka dirumuskan permasalahan sebagai berikut:

1. Bagaimana konsep dari syarat awal dan syarat batas persamaan gelombang
dimensi satu?

2. Bagaimana konsep well-posed?

3. Bagaimana cara mengetahui bahwa persamaan gelombang dimensi satu

memenuhi well-posed?



1.4 Tujuan penulisan

Penulisan tugas akhir ini bertujuan untuk memahami well-posed pada solusi

MSAB gelombang dimensi satu yang berupa:

1. Mengetahui konsep dari syarat awal dan syarat batas persamaan gelombang
dimensi satu.

2. Mengetahui konsep well-posed.

3. Mengetahui bahwa persamaan gelombang dimensi satu memenuhi well-

posed.

1.5 Manfaat penelitian

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan beberapa manfaat,

diantaranya:

1. Memberikan pengetahuan tentang masalah syarat awal dan syarat batas
persamaan gelombang dimensi Satu.

2. Memberikan pengetahuan tentang pembuktian well-posed pada persamaan
gelombang dimensi satu.

3. Memotivasi untuk mengembangkan konsep well-posed dengan persamaan

diferensial yang lain, sehingga mendapat ilmu yang baru.



1.6 Tinjauan pustaka

Ide well-posed dalam persamaan diferensial parsial diperkenalkan untuk
pertama kalinya oleh seorang matematikawan dari perancis bernama Jacques
salomonb hadamard. Ia percaya bahwa model dari matematika fisik harus memenuhi

sifat well-posed.

Dalam penulisan tugas akhir ini penulis mengacu pada literatur-literatur yang
tersebut dalam daftar pustaka. Untuk pengertian dan konsep-konsep dasar mengenai
fungsi kontinu diambil dari buku Pengantar Analisis Real. Untuk pembahasan well-
posed, penulis menggunakan buku Partial Differential Equation oleh Paul Duchateau.
Untuk perngertian keunikan solusi, penulis menggunakan Fourier Series and
Boundary Value Problems, Third Edition karangan Churchill, R.V., and Brown dan
Introduction to Partial Differential Equation, A Computical Approach karangan
Tveito, A., and Winter . Untuk memahami konsep skripsi tentang pembahasan Well-
Posed yang lebih dalam, penulis menggunakan skripsi yang berjudul Well-Posed
Pada Masalah Syarat Awal dan Syarat Batas Panas Dimensi Satu, oleh Pipit Pratiwi

Rahayu, FMIPA UGM.

Selain itu, penulis juga menggunakan buku Green’s Functions and Boundary
Value Problems karangan Stakgold, A first Course In Partial Differential Equation
With Complex Variables and Transform Methods karangan Weinberger, Introduction

to Partial Differential Equation karangan Yehuda pinchover and Jacob R, Boundary



Value Problems and Partial Differential Equations karangan Humi, M., and Miller,
Persamaan Diferensial karangan Wardiman, Kalkulus I karangan Edwin J Purcell dan
Boundary Value Problems and Partial Differentian Equation karangan David L

Powers.

1.7 Metode penelitian

Metode yang digunakan dalam pembuatan tugas akhir ini adalah studi
literatur, yaitu pembahasan topik masalah secara teoritis dan konseptual. Sumber
literatur yang digunakan diperoleh dari buku-buku referensi yang menunjang dan dari

situs-situs internet.

Penelitian mengenai well-posed pada persamaan gelombang diawali dengan
verifikasi solusi formal u(x, t). Jika solusi u(x, t) memenuhi verifikasi tersebut, yaitu
u(x, t) diturunkan dua kali terhadap x dan terhadap y pada selang 0 < x < L yang
bernilai nol dan memenuhi syarat awal dan syarat batas yang diberikan pada MSAB,
maka solusi u(x,t) benar-benar solusi pada suatu MSAB gelombang. Jadi
keeksistensian solusi suatu MSAB gelombang dijamin. Penelitian dilanjutkan dengan

menunjukan ketunggalan dan ketergantungan solusi secara kontinu pada data.

1.8 Sistematika Penulisan

Penulisan tugas akhir ini terdiri atas empat bab, yaitu sebagai berikut:
BAB I. PENDAHULUAN, berisi latar belakang dan perumusan masalah, tujuan

penulisan, tinjauan pustaka, metode penelitian serta sistematika penulisan.



BAB II. DASAR TEORI, membahas beberapa teorema dan definisi yang menjadi
konsep dasar dalam pemahaman well-posed pada MSAB panas dimensi satu.

BAB III. WELL-POSED PADA MSAB PERSAMAAN GELOMBANG DIMENSI
SATU, membahas tiga syarat well-posed, yaitu eksistensi solusi, ketunggalan solusi
dan kebergantungan solusi secara kontinu pada dan penerapan program mathematica6
untuk solusi persamaan gelombang dimensi satu.

BAB IV. KESIMPULAN, berisi beberapa kesimpulan dari apa yang telah dibahas

sebelumnya mengenai well-posed.



BAB IV

KESIMPULAN DAN SARAN

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dari bab-bab sebelumnya, maka diperoleh kesimpulan sebagai

berikut:

1. Diberikan fungsi u(x, t): [0, L] — R, dan MSAB Gelombang:

U (X, 1) = cPuy, (x,t), 0<x<IL, t>0,

u(x,0) = f(x), 0<x<I, (4.1)
u:(x,0) = g(x), 0<x<lL,

u(0,t) = u(L,t) =0, i =

Maka MSAB (4.1) mempunyai solusi:

u(x, t) = i sin (n—:— x) [an cos (Y—lL7£ ct) + b, sin (ELE ct)] )
n=1
dengan

nmx

a, = %fOLf(x) sin (T) dx,

69



L

b = 2 . mmx 4
n=— ) g(x)sm(T) X.

2. Solusi MSAB (4.1) tunggal.
3. Solusi MSAB (4.1) bergantung secara kontinu pada data.

4. Dari kesimpulan diatas, maka MSAB (4.1) Well-Posed.

4.2 Saran

Pembahasan well-posed sangat luas, tidak hanya pada MSAB persamaan
gelombang berdimensi satu, namun juga pada MSAB lainnya seperti MSAB
persamaan berdimensi dua, tiga atau berdimensi n. Pada dasarnya, pembahasan well-
posed digunakan untuk melihat sifat solusi MSAB yaitu bagaimana solusi MSAB
akan berubah-ubah jika data (persamaan diferensial parsial, syarat awal, atau syarat
batas) diubah sehingga akan sangat menarik jika well-posed pada suatu MSAB selalu
dapat ditunjukkan. Pada skripsi ini membahas well-posed pada MSAB gelombang
dimensi satu dengan persamaan diferensial parsial dan syarat batas yang homogen.
Diharapkan, nantinya ada pembahasan lebih lanjut mengenai masalah well-posed
yang lebih umum yaitu tidak hanya pada dimensi satu namun juga pada dimensi dua,

tiga atau berdimensi n dan dengan data yang lebih beragam.
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