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ABSTRAK

PENYELESAIAN PERSAMAAN DIFFERENSIAL DENGAN METODE
SUCCESSIVE APPROXIMATION

Oleh:
Affan Fauzi

NIM. 04610009

Persamaan differensiad merupakan salah satu kajian matematika yang
konsep-konsepnya banyak digunakan dalam menggambarkan keadaan kehidupan
nyata. Persamaan differensial adalah suatu persamaan yang melibatkan satu atau
lebih turunan fungsi yang belum diketahui, dan atau persamaan itu mungkin juga
melibatkan fungs itu sendiri dan konstanta Beberapa metode untuk
menyelesailkan persamaan differensial seperti metode anadlitik, metode kualitatif,
dan metode numerik. Metode successive approximation atau juga dikenal dengan
metode iterasi picard merupakan salah satu dari metode numerik.

Metode successive approximation merupakan metode yang proses
iterasinya tidak hanya solus approksmasi tetapi pada fungsinya juga. Langkah
awal dalam proses pengerjaan metode successive approximation adalah membuat
terkaan awa di sebuah solusi. Penyelesaian persamaan diferensial dengan
menggunakan metode successive approximation menghasilkan nilai  yang
mendekati exact (tepat).

Kata kunci : persamaan differensial, metode numerik, dan successive
approximation.
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BAB |
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan yang konsep
dasarnya digunakan untuk pengembangan ilmu-ilmu yang lain. Matematika
senantiasa dikaji dan dikembangkan agar dapat dimanfaatkan di dalam aspek
penerapannya. Beberapa masalah dalam dunia nyata dapat lebih mudah
dimengerti dengan menggunakan pendekatan matematika. Salah satu kajian
matematika yang konsep-konsepnya banyak digunakan dalam bidang lain adalah
persamaan diferensial.

Persamaan diferensial sangat penting dan banyak digunakan karena dapat
mengungkapkan berbagai gejala perubahan dalam bahasa matematika. Persamaan
diferensial menjadi salah satu alat utama dari matematika untuk memahami
hukum-hukum alam. Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang
melibatkan satu atau lebih turunan fungsi yang belum diketahui, dan atau
persamaan itu mungkin juga melibatkan fungsi itu sendiri dan konstanta (Dennis
G. Zill, 2005).

Persamaan ini diperkenalkan pertama kali oleh Leibniz pada tahun 1676.
Persamaan diferensial seringkali muncul dalam model matematika yang mencoba
menggambarkan keadaan kehidupan nyata. Banyak hukum-hukum alam dan
hipotesa-hipotesa dapat diterjemahkan ke dalam persamaan yang mengandung

turunan melalui bahasa matematika. Sebagai contoh, turunan-turunan dalam



fisika muncul sebagai kecepatan dan percepatan sedangkan dalam geometri
sebagai kemiringan.

Persamaan diferensial dibedakan menjadi dua yaitu persamaan diferensial
biasa (ordinary differential equation) dan persamaan diferensial parsial (partial
differential equation). Persamaan diferensial biasa didefinisikan sebagai suatu
persamaan yang mengandung satu atau lebih turunan fungsi yang tidak diketahui
dengan satu peubah bebas. Sedangkan persamaan diferensial parsial didefinisikan
sebagai suatu persamaan yang mengandung satu atau lebih turunan parsial suatu
fungsi yang tidak diketahui dengan dua atau lebih peubah bebas.

Beberapa metode untuk menyelesaikan persamaan diferensial seperti
metode analitik yaitu metode yang menghasilkan dua solusi bentuk eksplisit dan
implisit, yang dicari melalui teknik deduktif analogis dengan menggunakan
konsep-konsep matematika. Metode kualitatif yaitu solusi yang hanya dapat
memberikan gambaran secara geometris bagaimana visualisasi dari solusi
persamaan diferensial biasa. Metode numerik yaitu solusi yang menghasilkan
suatu hampiran (pendekatan) berdasarkan pada prinsip-prinsip aproksimasi
(FMIPA UNILA, 2006).

Penulisan ini akan menyajikan dalam bentuk metode numerik dikarenakan
tidak semua permasalahan matematis atau perhitungan dapat diselesaikan dengan
mudah. Bahkan dalam prinsip matematika, dalam memandang permasalahan,
yang terlebih dahulu diperhatikan apakah permasalahan tersebut mempunyai
penyelesaian atau tidak. Hal ini menjelaskan bahwa tidak semua permasalahan

dapat diselesaikan dengan menggunakan perhitungan biasa. Dengan dasar



tersebut, meskipun metode tersebut tidak dapat menghasilkan nilai yang exact
(tepat), setidak-tidaknya sudah mendekati nilai (pendekatan) yang diharapkan.

Penulisan penelitian ini akan membahas beberapa metode numerik untuk
menyelesaikan persamaan diferensial biasa, dengan penekanan pada masalah nilai
awal. Suatu masalah nilai awal yang merupakan model matematika dari
kehidupan nyata akan mempunyai penyelesaian (eksistensi) dan memungkinkan
hanya terdapat satu penyelesaian (ketunggalan). Suatu masalah nilai awal
y(xo) =y, dan persamaan y = f(x,y,) mungkin terdapat tepat hanya satu
penyelesaian atau tidak. Oleh karena itu, teorema eksistensi dan ketunggalan akan
memberikan suatu kondisi dalam masalah nilai awal yang menyebutkan bahwa
hanya terdapat tepat satu penyelesaian. Suatu masalah nilai awal yang mempunyai
penyelesaian tunggal dapat menggunakan metode apapun untuk mendapatkan
penyelesaian.

Metode succesive approximation merupakan metode yang tanpa melalui
tahap prediktor yakni untuk menentukan nilai awal dan korektor yakni untuk
menentukan nilai baru yang sekaligus langkah akhir dari pengerjaan suatu metode,
serta proses iterasi tidak hanya solusi approksimasi y, (x) tetapi pada fungsi
f(x,y,) (Wylie C. Ray, 2006). Hal ini yang membedakan dengan metode single-
step maupun metode multistep, namun mengasumsikan y(x,) =y, Ssebagai
perkiraan pertama atau terkaan awal yy(x) =y, untuk memulai proses
pengerjaan metode successive approximation.

Metode selanjutnya dikembangkan sebagai suatu proses penggantian atau

iterasi-iterasi, sehingga menghasilkan barisan ys, y», Y3, ... yang diharapkan dapat



mendekati solusi dimana perkiraan ini memusat pada suatu fungsi yang tidak lain
adalah penyelesaian eksak. Oleh sebab itu, penulisan ini menggunakan metode
successive approximation untuk menyelesaikan masalah nilai awal pada
persamaan diferensial biasa.
B. Batasan Masalah

Agar ruang lingkup masalah tidak meluas, maka penulis perlu memberi
batasan, yaitu :

1. Persamaan yang digunakan adalah persamaan diferensial biasa.

2. Metode penyelesaian menggunakan metode numerik.

3. Menggunakan persamaan diferensial biasa dengan penekanan pada masalah

nilai awal.

4. Bagaimana menyelesaikan suatu masalah nilai awal pada persamaan

diferensial dengan metode successive approximation.

C. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah di atas, maka perumusan masalah
yang akan dikaji oleh penulis dalam penelitian ini adalah :
1. Menyelediki apakah penyelesaian suatu masalah nilai awal memiliki solusi
tunggal.
2. Bagaimana penyelesaian masalah nilai awal pada persamaan diferensial

dengan metode successive approximation?



D. Tujuan Pendlitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, penelitian ini bertujuan untuk:
1. Mengetahui penyelesaian suatu masalah nilai awal memiliki solusi tunggal.
2. Mengetahui penyelesaian masalah nilai awal pada persamaan diferensial

dengan metode successive approximation.

E. Manfaat Pendlitian
1. Bagi Peneliti

Penulisan ini diharapkan memberi wawasan dan pengetahuan tentang
persamaan diferensial dan penyelesaiannya. Khususnya penyelesaian masalah
nilai awal dengan menggunakan metode successive approximation.
2. Bagi Akademisi

Penulisan ini semoga dapat memberikan sumbangsih keilmuan bidang
matematika bagi mahasiswa matematika di Fakultas Sains dan Teknologi

khususnya dan mahasiswa Indonesia umumnya.
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Langkah-langkah yang digunakan untuk menyelesaikan masalah nilai awal
dengan menggunakan metode succesive approximation, antara lain:

1. Identifikasi persamaan. Mengingat bahwa metode pendekatan beruntun
(succesive approximation) digunakan pada persamaan diferensial orde satu,
maka untuk order dua atau order tinggi persamaan diferensial tersebut dapat
direduksi ke persamaan order satu, persamaan diferensial serentak tingkat
satu, atau sistem persamaan order satu jika memungkinkan.

2. Menyelidiki apakah persamaan diferensial yang diberikan memiliki solusi
tunggal atau tidak. Tujuannya adalah untuk menjamin bahwa penyelesaian
yang diperoleh merupakan satu-satunya penyelesaian persamaan tersebut.

3. a. Jika pada langkah kedua tidak terpenuhi maka metode successive
approksimation tidak dapat dipergunakan karena proses perhitungannya
yang beruntun dan menjalar sepanjang titik yang melalui satu kurva
tersebut.

b. Jika pada langkah kedua terpenuhi, dan solusinya tunggal. Langkah
selanjutnya, menentukan y, dan memilih t, sebagai terkaan awal untuk
solusi yang sebenarnya, terkaan awal t, ini merupakan awal dari proses
metode ini yang berfungsi untuk memperoleh penyelesaian dan titik
tersebut merupakan kondisi awal yang merupakan titkk dimana kurva
solusi dimulai yang dapat menunjukkan kondisi selanjutnya.

4. Subsitusi langkah ketiga ke rumus berulang:

t,(x) =y, + fxx flz,t,_, (z2)]dz untuk n = 1,2,3,...
0

untuk menentukan t

n—1-
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5. Mensubsitusikan kembali hasil dari langkah keempat ke persamaan di atas
dengan mengganti t, menjadi t,,,; dan seterusnya. Pengulangan ini bertujuan
memperoleh solusi approksimasi, sehingga mendekati solusi eksak. Dapat
dikatakan mendekati solusi eksak jika nilai fungsi tersebut beda sebesar
bilangan terkecil .

Metode ini dapat juga digunakan untuk analisis numerik, dapat dilihat
bahwa pengerjaan metode succesive approximation dengan pendekatan iterasi
sampai ketelitian yang diinginkan, hasilnya akan semakin mendekati pada
penyelesaian eksaknya. Perlu diperhatikan dalam penggunaan metode succesive
approximation pada analisis numerik adalah pemilihan AA atau x, pada
umumnya pengambilan nilai x yang kecil akan dapat mengurangi tingkat
kesalahan yang timbul dan meningkatkan ketelitian nilai pengerjaan.

Sebaliknya jika dilakukan pengambilan nilai Ak atau x yang besar akan
mengakibatkan tingkat kesalahan yang besar dan juga jika nilai Ak atau x,
semakin besar, maka proses perhitungan semakin panjang. Setiap pengulangan
pendekatan akan lebih mendekati solusi eksaknya, pada akhirnya pengulangan
harus dihentikan.

Kriteria penghentian tertentu adalah dengan memperhatikan bahwa dua
ulangan iterasi hanya berbeda sebesar bilangan yang terkecil. Hal ini dapat
dikatakan terdapat suatu bilangan &, dan memenuhi

It, —t, 1l <e

Maka iterasi dihentikan dan t,, diambil sebagaipendekatan solusi eksak.
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B. Beberapa Contoh Penyelesaian dengan Metode Successive Approximation
Contoh 4.1 :
Diberikan suatu persamaan diferensial

y = x%y,

y(0)=1
jika x = 0,2 maka tentukan solusi MNA dengan menggunakan metode successive
approximation.
Langkah-langkah menyelesaikan masalah nilai awal dari persamaan di atas
sebagai berikut :

Langkah 1

Diketahui dy/dx =x%y dengan f(x,y) =x%y dan y(0)=1 merupakan

persamaan diferensial orde satu.
Langkah 2
y' = f(x,¥) = x?y. Untuk sembarang Yy, < y,, maka ada bilangan ¢ € (y;,y,)

sedemikian hingga

fx,y1) = f(x,9,)
Vi— Y2

_4a A
—@f(x,f)—x

fOyD)—fxy) = 01—¥2) x?
If (1) = oy )l = Iy = v,) %2l
<y = y2) MlIx?ll

< — max x>
<[@i—y) OSxSZX

=4 [(y; —¥2) Il.
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Dengan demikian syarat Lipschitz terpenuhi yaitu
|f (x,y,) — f(x,¥,)| < k|(y;—¥,)|, dimana konstanta Lipshitznya adalah k=1,

berarti persamaan tersebut mempunyai solusi tunggal.

Diketahui bahwa titik (0,2) merupakan pusat dari R, dimisalkana = 1 dan b = %

R:|lx| < 1,|ly—2] <

N | =

M =m ,
(x,ye)g;lf (x, )|
5 5
M = (1)° (E) )

) 1 1
h=mm<1,5—/§>=g<a

jadi f memiliki solusi tunggal di dalam interval — 1/5 <x< 1/5

f kontinu di setiap bilangan real dan af / dy juga kontinu di setiap bilangan real

Langkah 3

Diketahui persamaan tersebut memiliki syarat awal yaitu y(0) = 1, sehingga
terkaan awal diperoleh y,(x) = 1.

Langkah 4

Dari persamaan f(x,y) = x?y dan y,(x) =1 maka diperoleh f(x,y,) = x?,

sehingga

70 =3 + [ flzy@) dz

X
1
y1 (%) =1+f x%dx =1 +§x3
0
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Langkah 5 dan seterusnya

> Daripersamaan f(x,y) = x*ydany,(x) =1 +§x3 maka diperoleh
fx,y) = x? (1 + §x3), sehingga
Y, (x) = 1+ [ x? (1 +§x3)dx =1 +§x3 +%x6

> Daripersamaan f (x,y) = x*ydan y,(x) = 1 +§x3 +%x6 maka diperoleh

1 1 :
fxy,) =x? (1 +§x3 +Ex6 ), sehingga

y3(0 = 1+ (0% (1452 + 520 ) = 1+ 52+ o+ 1o’

> Dari persamaan f(x,y) = xy dan y;(x) = 1 +§x3 +11—8x6 + %xg maka

diperoleh

— 42 1. 3,1 6, 1 9 :
flxy3) =x (1+3x X+ —x ),sehlngga

x 1 1 1
x2 (1 +-x34+—x+—x° )dx

—1
ya() +J 3% T18% T1e2

0

1 1 1 1
=1+-x+—x+—x°

12
3 18 162° 1 1924"

1 1
—x? +—x1? maka

. _ .2 — 13,1 6
» Dari f(x,y)—xydany4(x)—1+3x TEX T 1944

diperoleh

= x2 1,3, 1,64 1 9, 1 12) :
foy,) =x (1+3x T X X g X , sehingga

x 1 1 1 1
x? <1 +—x3+—x®+ x° x 12 )dx

—1
¥s (x) +f 3%t 18% t162* T 1oaa

0

1 1 1 1 1
=1+4+-x34+—x%+ x° 12

15
3% Y 18Y T1e2” t1924° 1 29160"
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> Dari f(x,y) = x?y dan

1.3 1 6 1 .9 1 12 1
x)=1+-x"+—-x"+—x"+—x“+
Vs (x) 3 18 162 1944 29160

x> maka diperoleh

1

= x2 131,641 9, 1 12 1 .15 :
f(xys)=x (1+3x tE XA X A X ), sehingga
x 1 1 1 1 1
=1 2(1 a3 46 1 49 12 15)d
Y6 (x) +jox +3x +18x +162x +1944x +29160x x
1 1 1 1

1 1
— 1+_ 3+_ 6+ 9+ 12+ 15 + 18
3% T18% T162" T1042* 29160 T 524880

X

Penyelesaian dengan menggunakan metode Euler untuk kasus persamaan

diferensial diatas sebagai berikut :
Yisr =YV t Ax(xiz ¥i)
Jika diambil step size Ax = 0,1 maka, pada x, = 0 dan y, = 1 dapat diperoleh :

> y,=1+4+0,1(05)(1) =1
Selanjutnya, pada x; = x, + Ax = 0+ 0,1 = 0,1 dan y; = 1 dapat diperoleh :

> vy, =1+(0,1)(0,1)?(1) = 1,001
Selanjutnya, pada x, =x;+Ax=0,1+01=02 dan y, =1,001 dapat
diperoleh :

> y; = 1,001+ (0,1)(0,2)%(1,001) = 1,005
Selanjutnya, pada x;=x,+Ax=0,2+0,1=03 dan y; = 1,005 dapat
diperoleh :

> y, = 1,005+ (0,1)(0,3)%(1,005) = 1,014

dan seterusnya.
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Tabel 1. Penyelesaian denga n metode successive approximation pada x = 0,2

Yn €
Yo=1
y; = 1,0026666667 £=10,0026666667
y, =1,0026702223 £=10,0000035556
y; =1,0026702254 £=0,0000000031
v, = 1,0026702255 £=0,0000000001
ye =1,0026702255 £=0
Yo =1,002670225 e=0

Pada tabel 1 diatas karena nilai & kecil pada dua iterasi y, dan y-, maka
Yo = 1,002670225 diambil sebagai solusi aproksimasi pada persamaan tersebut
dan proses iterasi dihentikan.

Tabel 2. Penyelesaian dengan metode Euler dan penyelesaian eksak

Nilaiy

X
Euler Eksak
0 1,0000 1,0000
0,1 1,0000 1,0003
0,2 1,0010 1,0027
0,3 1,0050 1,0090
0,4 1,0140 1,0216
0,5 1,0303 1,0425
0,6 1,0560 1,0747
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Pada tabel 2 di atas dengan menggunakan metode Euler pada titik x = 0,2
didapat solusi dari persaman diferensial yaitu 1,0010, dan dengan menggunakan
penyelesaian eksak juga pada titik x = 0,2 didapatkan solusi yaitu 1,0027.
Contoh 4.2 :

Diberikan persamaan diferensial
y =2x+y
dengan kondisiawal pada saat x =0 dany = 1.

Langkah 1

Diketahui dy/dx = 2x+ y dengan f(x,y) = 2x+y dan y(0) = 1 merupakan

persamaan diferensial orde satu.

Langkah 2

dy/dx = 2x + y dan df/dy =1, didapat f dan df/dy kontinu di setiap

bilangan riil. Titik (0,1) merupakan pusat R. Misalkan R: |x| < 2, |y| < 1, maka
lfCoy)l=12x +y|l <2|x| + |yl <2(D) + [yl = M

jika diambil nilaiy =1, maka M = 2dan h = min(Z,%) =%

jadi f memiliki solusi tunggal pada selang — 1/2 <x< 1/2.

Langkah 3

Diketahui persamaan tersebut memiliki syarat awal yaitu y(0) = 1, sehingga

terkaan awal diperoleh y,(x) = 1.
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Langkah 4

Daripersamaan f(x,y) = 2x +y dan y,(x) = 1 didapat f (x,y,) = 2x + 1,

70 = + [ flz @) dz

J’1(X)=1+f 2x+1,dx =x>+x+1
0

Langkah 5 dan seterusnya
> Daripersamaan f (x,y) = 2x + y dan y,(x) = x> + x + 1 maka diperoleh

f(x,y;) =2x+ (x* +x + 1), schingga
X
y,(x) =1 +f (x? 4+ 3x + 1)dx
0

I
—3x Zx X

> Daripersamaan f (x,y) = 2x + y dan y, (x) = §x3 + %xz + x + 1 didapat

f(xy,) =2x + (%xe' + %xz + x + 1), sehingga

15,3,
y3(X)=1+f (§x +§x +3x +1)dx
0

NS N
—12x 2x 2x X

> Dari persamaan f(x,y) = 2x+ y dan y;(x) = 11—2x4 +%x3 +%x2 +x+1
maka diperoleh

f(x,y3) =2x + (%x4 +%x3 +%x2 + x + 1), sehingga

()—1+fx I I PP
Vi(x) = 0(12x 2x 2x x+ 1)dx

_ 1 5+1 4+1 3+3 Z+x+1
—60X 8x ZX ZX X
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Penyelesaian dengan menggunakan metode Euler untuk kasus persamaan
diferensial diatas dengan formula sebagai berikut :
Yisr =¥+ [ y) h
dengan kondisiawal pada saat x =0 dany = 1, dan h = 0,2.
Yisr = Vi + f(xpy)h
> y0)=1
» y1 =2 y(02)=y(0)+ f{0;1}0,2
=1+{2x+1}0,2
=1+{2(0)+1}0,2
=1,200

> ¥, »y(04) =y +£{02;1,2}0,2
=1,2+{2(0,2) + 1,2} 0,2
=12+ 0,32
= 1,520

> y; —»y(06)=y,+f{04;1,52}0,2
=1,52+{2(0,4) + 1,52} 0,2
=1,52 + 0,464
= 1,984

> vy, > y(08)=y; +f{0,6;1,984}0,2
=1,984 +{2(0,6) + 1,984} 0,2
= 1,984 + 0,636

= 2,621
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Penyelesaian dengan menggunakan metode modifikasi Euler untuk
persamaan di atas sebagai berikut :

Pada saat h = 0,2

1
v =y + f(x0,0) R

¥y = 1,000 + (1,000) 0,2 = 1,200
Langkah selanjutnya untuk menghitung approksimasi yang kedua, dimana

flx;yd) = £(0,2;1,200) = 1,600

y® =y +f<xo.;vo)-2+f(xi,y%) A S 1.000—;1,600 (0.2) = 1260
f(x;y2) = £(0,2;1,260) = 1,660

v =y, G0y er fCoyD) 1,000 4 1000 er 1,660 (0.2) = 1,266

)@ =y L fGoy) -2+ fCxoyi) i — 1.000; 1,666 (02) = 1267

O ACIR7Y) er £ yi) n = 000 1.000; 1,667 (0.2) = 1.267

Pada saat h = 0,4

WD =y 4+ f(x,y) h= 1267 + 0,2(1,667) = 1,600

y® =y +f(x1'Y1)‘|2'f(x2')’21) h= 1267 + 1,667;2,400 (02) = 1674
v =y +f(x1'3’1)‘|2‘f(x2;y22) h=1267 4 1,66742-2,474 (02) = 1681
) =y +f(x1r3’1)‘|2'f(x2;3’23) h = 1.267 +166742-ﬂ (0.2) = 1,682
v =y +f(x1r3’1)‘|2'f(x2;3’24 h= 1267+ 1.667;2,482 (0.2) = 1,682
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Tabel 3. Penyelesaian dengan metode successive approximation

x =0.2 x=04
Vn
Yo =1 Yo =1
y, = 1,240 y; = 1,560
y, = 1,263 y, = 1,661
y; = 1,264 y; = 1,674
v, = 1,264 y, = 1,675

Pada tabel 3 di atas dengan menggunakan metode successive
approximation pada titik x = 0,2 didapat solusi dari persaman diferensial
tersebut pada iterasi ke-4 yaitu 1,264, dan pada titlkk x = 0,4 didapatkan solusi

pada iterasike-4 yaitu 1,675.

Tabel 4. Penyelesaian dengan metode Euler dan penyelesaian eksak

Euler
X Fksak
Vi Vi >
h=0,2 h=04
0 1,000 1,000 1,0000
0,2 1,200 - 1,264
0,4 1,520 1,400 1,675
0,6 1,984 - 2,266
0,8 2,621 2,280 3,076
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Pada tabel 4 di atas dengan menggunakan metode Euler pada titkk x = 0,2
didapat solusi dari persaman diferensial yaitu 1,200, dan pada titik x = 0,4
diperoleh 1,400. Pada penyelesaian eksak di titik x = 0,2 didapatkan solusi yaitu
1,264 dan di titkk x = 0,4 diperoleh 1,675 .

Tabel 5. Penyelesaian dengan metode modifikasi Euler

X Eksak Mod ifikasi Euler
yn yn
h=02 h=04
02 | 1,264 1,267 -
04 | 1,675 1,682 1,699

Pada tabel 5 di atas dengan menggunakan metode modifikasi Euler pada
titik x = 0,2 didapat solusi dari persaman diferensial yaitu 1,267, dan pada titik
x = 0,4 diperoleh 1,699. Pada penyelesaian eksak di titik x = 0,2 didapatkan

solusi yaitu 1,264 dandititik x = 0,4 diperoleh 1,675 .

Contoh 4.3 :
Diberikan persamaan diferensial biasa orde satu
Y =xy,
dengan nilai awal
y(0)=1.
Solusi dari masalah nilai awal persamaan diatas dengan menggunakan metode

iterasi Picard atau metode successive approximation adalah
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Langkah 1

Diketahui d}//dx =xy dengan f(x,y)=xy dan y(0)=1 merupakan

persamaan diferensial biasa orde satu.

Langkah 2

W o=y dan ¥ f 1 =1 didapat, f dan ¥/ ontinu di setiap ril

Langkah 3
Diketahui persamaan tersebut memiliki syarat awal yaitu y(0) = 1, sehingga

terkaan awal diperoleh y,(x) = 1.
Langkah 4

Daripersamaan f(x,y) = xy dan y,(x) = 1 didapat f(x,y,) = x, sehingga

70 = + [ flay@) dz

x x2
yl(x)=1+f X dx=7+1
0

Langkah 5 dan seterusnya

2
» Daripersamaan f (x,y) = xydan y,(x) = x? +1 maka diperoleh
2
f,y)=x (x? + 1), sehingga

x 3
y,(x) = 1+f (x?+x>dx
0

x*  x?
=441
8 2
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4 2
» Daripersamaan f (x,y) = xy dany,(x) = % + % + 1 maka diperoleh

4 2
fl,y)=x (% + x? + 1), sehingga

x XS x3
=14 | (Z+%+x]d
y;3(x) fo(8+2+x> X

x® x* x?
A A |
48+8+2+

6 4 2
» Daripersamaan f (x,y) = xy dan y;(x) = Z—8 + % + x? +1 maka diperoleh

6 4 2
fl,y)=x (z—8+ % +x7 + 1), sehingga

X/x7 x5 x3
Vi (x) +f0(48+8+2+x> x

x8  x® x* x?
= B = S i =i lal
384+48+ 8 { 2 ¥
Solusi eksak masalah nilaiawal dari persamaan diferensial diatas adalah

52

y(x)=e?
penggunaan metode iterasi picard cocok digunakan untuk menyelesaikan suatu
masalah nilai awal atau masalah nilai batas dengan ketelitian yang tinggi.

Ketelitian metode ini pada masalah nilaiawal diberikan pada tabel di bawah ini.
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Tabel 6. Penyelesaian masalah nilai awal metode iterasi Picard dan eksak

Solusi y,
n X, Successive oksak Galat
approximation
0 0,0 1,0000 1,0000 0,0000
1 0,2 1,0202 1.0202 0,0000
2 0,4 1,0833 1,0833 0,0000
3 0,6 1,1972 1,1972 0,0000
4 0,8 1,3771 1,3771 0,0000
5 1,0 1,6478 1,6487 0,0009

Pada tabel 6 diatas dengan menggunakan metode Successive approximation pada

semua titik x = 0,2 sampai titik x = 1,0 dperoleh solusi yang sama dengan

penyelesaian eksak dengan galat ¢ = 0,000 .

Tabel 7. Hasil keseluruhan dari beberapa contoh di atas

Persamaan Kondisi Solusi Hasil solusi aproksimasi
diferensial awal eksak Successive Buler | Modifikasi
approximation Euler
r _ 2 —
y=xy, [ YO=11 14027 | ys=1.0026 | 1.0010 B
x=20,2
y=2x+y | y0)=1 ( 1.264 ) y,=1,264 1,200 | ys = 1,267
(x1=63é4) y,=1,675 | 1,400 | y. = 1,699
y=xy |[y0)=1| (x=1) _
1,6487 | Ya= 16478 _
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Rincian penjelasan pada tabel 7 yaitu :

1. Pada contoh soal 4.1, perhitungan di atas menunjukkan penyelesaian eksak
dari persamaan diferensial pada contoh soal tersebut memberikan hasil eksak
(pada saat x = 0,2) yaitu : 1,0027. Dan penyelesaian dengan menggunakan
metode successive approximation menghasilkan solusi iterasi untuk x = 0,2
pada saat iterasi ke-6 yaitu 1,0026. Penyelesaian dengan menggunakan
metode Euler untuk x yang sama menghasilkan solusi yaitu 1,0010.

2. Pada contoh soal 4.2, perhitungan diatas menunjukkan penyelesaian eksak
dari persamaan diferensial tersebut untuk x = 0,2 yaitu 1,264, dan untuk
x = 0,4 yaitu 1,675. Penyelesaian dengan menggunakan metode successive
approximation untuk x = 0,2 yaitu 1,264 pada saat iterasi ke-4, dan untuk
x = 0,4 yaitu 1,675 pada saat iterasi ke-4. Dan penyelesaian persamaan
diferensial dengan menggunakan metode Euler untuk x = 0,2 yaitu 1,200,
dan untuk x =04 yaitu 1,400. Sedangkan penyelesaian dengan
menggunakan metode modifikasi Euler untuk x = 0,2 yaitu 1,267 pada saat
iterasi ke-5, dan untuk x = 0,4 yaitu 1,699 pada saat iterasi ke-5.

3. Pada contoh soal 4.3, perhitungan diatas menunjukkan bahwa penyelesaian
eksak persamaan diferensial tersebut adalah 1,6487 untuk x = 1. Sedangkan
penyelesaian dengan menggunakan metode successive approximation
menghasilkan solusi yaitu 1,6478 untuk x = 1 pada saat iterasike-4.

Rincian penjelasan dari Tabel 7 di atas menunjukkan bahwa penggunaan
metode successive approximation pada penyelesaian persamaan diferensial suatu

masalah nilai awal mempunyai ketelitian yang tinggi dibandingkan dengan
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metode Euler dan metode modifikasi Euler. Penyelesaian dengan menggunakan
metode successive approximation lebih mendekati hasil eksak, Namun
penggunaan metode successive approximatin memerlukan tingkat ketelitian yang

tinggi.



BAB V

PENUTUP

A. Kesimpulan

Berdasarkan wuraian penerapan soal pada bab sebelumnya dapat di
simpulkan bahwa penggunaan metode successive approximation pada umumnya
dapat digunakan pada persamaan differensial orde satu. Pada contoh kasus yang
diberikan, penyelesaian persamaan differensial dengan menggunakan metode
successive approximation diperlukan tingkat ketelitian yang tinggi dalam hal
pengerjaannya.

Adapun formula metode successive approximation adalah sebagai berikut:
X
t(x) =y, +f flz,t,—1 ()] dz untukn=1,23, ..
X0

Hasil perhitungan kasus-kasus yang telah diberikan pada bab sebelumnya
diperoleh bahwa penyelesaian persamaan differensial dengan metode successive
approximation menghasilkan nilai yang mendekati exact (tepat).

Pada perbandingan hasil dengan menggunakan metode-metode yang lain,
dalam hal ini metode Euler, metode modifikasi Euler, diperoleh bahwa hasil yang
didapat dengan menggunakan metode successive approximation lebih baik
daripada menggunakan metode Euler dan metode modifikasi Euler.

Pada tabel 7 dapat disimpulkan bahwa penggunaan metode iterasi Picard
atau successive approximation cocok digunakan untuk menyelesaikan suatu
masalah nilai awal pada persamaan diferensial dengan ketelitian yang tinggi

dibandingkan dengan metode Euler dan modifikasi Euler.

63
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B. Saran

Pembahasan skripsi ini punulis lebih memfokuskan pada persamaan
diferensial berorder satu. Pembahasan selanjutnya dapat dilakukan dengan
persamaan diferensial berorder tinggi, juga dapat dilakukan dengan menganalisa
pemrograman komputer sehingga dapat ditentukan galat atau error. Penggunaan
metode successive approximation pada persamaan differensial juga dapat
dikembangkan pada sistem persamaan differensial karena melibatkan dua variabel
atau lebih.

Banyaknya penyelesaian secara metode numerik pada persamaan diferensial
maka penulis sarankan agar lebih bayak membuat perbandingan dengan beberapa
metode yang lain tidak terbatas pada metode Euler dan metode modifikasi Euler
saja. Seperti halnya metode Runge-Kutta orde dua, Runge-Kutta orde empat,
ataupun yang lainnya.

C. Penutup

Alhamdulillah penulis panjatkan rasa syukur kepada Allah SWT. yang tak
pernah memutuskan curahan rahmat dan hidayah-Nya sehingga penulis dapat
menyelesaikan skripsi ini. Meskipun telah berusaha semaksimal mungkin, penulis
mengakui dalam penulisan ini masih terdapat banyak kekurangan dan
memerlukan perbaikan ulang. Untuk itu penulis mengharapkan saran konstruktif

dari para pembaca demi terwujudnya karya yang lebih memberi manfa’at.
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