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APLIKASI TEOREMA PERRON-FROBENIUS
PADA RANTAI MARKOV DAN DINAMIKA POPULASI
Oleh:

Nilna Roudhatul Farihah

ABSTRAKSI

Teorema Perron-Frobenius merupakan salah satu teorema dari matriks
nonnegatif. Teorema ini dibagi menjadi tiga, yaitu untuk matriks positif, untuk
matriks primitif, dan untuk matriks nonnegatif yang tidak dapat direduksi.
Teorema ini dapat diaplikasikan pada Rantai Markov dan dinamika populasi.

Dalam Rantai Markov, nilai radius spektral dari matriks peralihannya
mempengaruhi ada atau tidaknya nilai limit dari matriks peralihannya. Ini
berkaitan dengan vektor-vektor keadaan yang akan mendekati atau tidak
mendekati suatu vektor tetap. Dalam dinamika populasi, kestabilan pertumbuhan
populasi dapat diperlihatkan melalui angka pertumbuhan dan angka reproduksi
bersih, yang berturut-turut merupakan nilai radius spektral dari matriks proyeksi
dan matriks generasi berikutnya.

Hasil akhir didapatkan bahwa jika radius spektral dari matriks peralihannya 1
maka nilai limitnya ada sedangkan jika angka pertumbuhan dan angka reproduksi
bersih sama-sama bernilai satu, maka perumbuhan akan tetap.

Kata kunci: Teorema Perron-Frobenius, matriks nonnegatif, radius spektral,
Rantai Markov, matriks dinamika populasi, angka reproduksi bersih

Xiv



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teorema Peron-Frobenius adalah salah satu teorema terkenal yang membahas
matriks nonnegatif. Teorema ini dapat diterapkan diberbagai bidang, misalnya
ekonomi, biologi, demografi, statistik, dll.

Penggambaran kondisi dalam dunia nyata berupa probabilitas peralihan dari
suatu keadaan ke keadaan lain dalam kurun waktu tertentu bisa dinyatakan dengan
kalimat matematika yang disebut Rantai Markov. (Leon, 2002) Probabilitas
peralihan Rantai Markov ini dapat dinyatakan dalam suatu matriks.

Pertumbuhan populasi selalu berubah seiring waktu. Populasi dalam hal ini
disebut dinamika populasi. Pertumbuhan populasi dapat dimodelkan ke dalam
bentuk matriks nonnegatif. Model matriks secara luas dapat digunakan untuk
mendiskripsikan dinamika struktur populasi secara diskrit. Pengelompokan kelas,
seperti umur, ukuran atau berat tubuh, tingkat siklus hidup, tingkat penyebaran
penyakit, jenis kelamin, karakteristik gen, dll, penggunaannya secara teori dapat
memanfaatkan aplikasi dari teori model matriks. (Cushing dan Ackleh, 2010)
Tetap atau tidaknya model pertumbuhan populasi dapat dilihat dari angka
pertumbuhan dan angka reproduksi bersihnya. (Li dan Schneider, 2001)

Pembahasan Rantai Markov dan dinamika populasi merupakan dua dari
beberapa aplikasi Teorema Perron-Frobenius. Teorema ini mengkaji sifat dari

matriks nonnegatif yang dilihat dari nilai eigen dominannya atau disebut juga nilai



radius spektral. Oleh karena itu, dalam skripsi ini akan diperlihatkan sifat matriks
yang membangunnya, baik Rantai Markov maupun model populasi, yang dilihat
dari nilai radius spektral dari matriksnya.

Lebih lanjut, khususnya Rantai Markov, dapat diaplikasikan ke dalam banyak
permasalahan, diantaranya permasalahan keuangan, riset pasar, obat-obatan, ilmu
genetik, dan sebagainya. (Barnett, 2008) Selanjutnya, akan diperlihatkan
hubungan angka pertumbuhan dengan angka reproduksi bersih dalam model

pertumbuhan populasi dalam kaitannya dengan kestabilan populasi.

1.2 Batasan Masalah

Pembatasan masalah diperlukan dalam suatu penelitian ilmiah karena dapat
membantu penulis fokus pada suatu objek penelitian. Adapun batasan masalahnya
adalah mengkaji konsep matriks nonnegatif beserta Teorema Perron-Frobenius
dan bukti teoremanya serta aplikasinya pada Rantai Markov dan dinamika

populasi.

1.3 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah di atas, dapat dirumuskan
permasalahan sebagai berikut:

1. Apakah Teorema Perron-Frobenius itu?

2. Bagaimana aplikasi Teorema Perron-Frobenius dalam Rantai Markov?

3. Bagaimana aplikasi Teorema Perron-Frobenius dalam dinamika populasi?



1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Mengkaji Teorema Perron-Frobenius.
2. Mengaplikasikan Teorema Perron-Frobenius ke dalam Rantai Markov.

3. Mengaplikasikan Teorema Perron-Frobenius ke dalam dinamika populasi.

1.5 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan beberapa manfaat, di
antaranya sebagai berikut :
1. Memberikan pengetahuan tentang konsep matriks nonnegatif.
2. Memberikan pengetahuan tentang Teorema Perron-Frobenius.
3. Memberikan pengetahuan tentang aplikasi Teorema Perron-Frobenius
pada Rantai Markov dan dinamika populasi.
4. Memberikan motivasi kepada para peneliti atau para pembaca untuk lebih
mengembangkankan penerapan Teorema Perron-Frobenius pada bidang

lain.

1.6 Tinjauan Pustaka

Pembahasan mengenai Teorema Perron-Frobenius dan aplikasinya dalam
Rantai Markov mengacu pada buku karangan C. Radhkrishna Rao dan M.
Bhaskara Rao (1998) sedangkan aplikasi pada populasi dinamik mengacu pada
jurnal dari Chi-Kwong Li dan Hans Schneider (2001). Selain referensi tersebut,

juga digunakan buku karangan Carl Dean Meyer (2000) dan buku-buku lain yang



juga membahas tentang aplikasi Teorema Perron-Frobenius pada Rantai Markov
dan populasi dinamik.

Penulisan skripsi ini terinspirasi dari penelitian sebelumnya yang berjudul
“Teorema Perron-Frobenius pada Matriks Nonnegatif yang Tidak Dapat
Direduksi” oleh Aini Hidayah (2008), mahasiswi UGM yang membahas tentang
Teorema Perron-Frobenius pada matriks nonnegatif yang tidak dapat direduksi.
Dalam skripsi ini belum dicantumkan aplikasi dari Teorema Perron-Frobenius
sehingga penulis mengembangkannya dengan mengapliksikannya Rantai Markov

dan populasi dinamik.

1.7 Metode Penelitian

Penulis melakukan penelitian tugas akhir ini dengan cara studi literatur, yaitu
mempelajari beberapa sumber tertulis tentang matriks nonnegatif, Teorema
Perron-Frobenius, aplikasinya pada Rantai Markov dan dinamika populasi.
Sumber data yang akan penulis gunakan dalam penelitian ini berupa buku-buku

dan hasil penelitian-penelitian lain yang berhubungan dengan penelitian penulis.



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan penelitian dan studi literatur yang dilakukan penulis tentang

aplikasi Teorema Perron-Frobenius pada Rantai Markov dan dinamika populasi,

dapat diberikan beberapa kesimpulan sebagai berikut:

1.

Inti dari Teorema Perron-Frobenius, baik pada matriks positif, matriks
primitif, maupun matriks irreducible, adalah nilai radius spektralnya yang
selalu positif dengan vektor eigen positif yang bersesuaian dengan radius
spektral.

Pada Rantai Markov, nilai radius spektral berpengauh terhadap ada atau
tidaknya limit dari matriks peralihannya. Jika nilai radius spektralnya satu
maka limit matriks peralihannya ada dan tidak nol.

Pada dinamika populasi, pertumbuhan populasi akan tetap jika angka
pertumbuhan dan angka reproduksi bersih sama dengan 1. Jika angka
reproduksi bersih lebih besar dari angka pertumbuhan maka pertumbuhan
akan tidak terbatas, dan sebaliknya. Angka pertumbuhan dan angka
reproduksi bersih merupakan nilai radius spektral dari matriks nonnegatif

yang membangunnya.

5.2 Saran

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan penulis, beberapa saran yang

dapat penulis sampaikan untuk penelitian selanjutnya, yaitu:

86



87

1. Perlu pengembangan terhadap aplikasi Teorema Perron-Frobenius karena
masih banyak, diantaranya pada model ekonomi Leontif dan pada matriks
polinomial.

2. Untuk selanjutnya, Rantai Markov dapat diaplikasikan dan diperdalam lagi

dalam bidang statistik.
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