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PERSAMAAN STURM-LIOUVILLE REGULAR  
PADA PERSAMAAN PANAS 

Oleh : Nanik Hidayati (07610025) 

 

ABSTRAK 

 

      Masalah Sturm-Liouville adalah suatu masalah nilai batas yang memuat 
persamaan Sturm-Liouville yang berbentuk  

 ������������ � ������ ������y��� � 0,  
serta syarat batas yang berbentuk 

 �1����� �2�
���� � 0  

    "1��"�� "2�
��"� � 0  

      Pada masalah Sturm-Liouville di atas akan ditentukan nilai eigen dan fungsi 
eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen nya serta penerapannya pada 
persamaan panas dalam keadaan steady state. Untuk menentukan nilai eigen dan 
fungsi eigen, terlebih dahulu nilai eigen λ akan dimisalkan ke dalam tiga kondisi, 
yaitu λ adalah bilangan negatif, nol atau positif. Apabila syarat batas yang 
diberikan dari ketiga kasus tersebut ada yang menghasilkan solusi nontrivial, 
maka solusi ini adalah fungsi eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen λ. 
      Masalah Sturm-Liouville dapat diaplikasikan pada persamaan panas. 
Persamaan panas berdimensi dua (keadaan steady state), yaitu tidak tegantung 
waktu, disajikan dengan persamaan : 

0 � #2

2�


2�
�

2�


2�
. 

 
      Permasalahan pada persamaan panas, akan diselesaikan dengan pemisahan 
peubah, yang menghasilkan nilai eigen dan fungsi eigen, sehingga ditemukan 
suatu penyelesaian. 
 
 
Kata kunci : Sturm-Liouville, Persamaan diferensial Sturm-Liouville. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

           Matematika merupakan cabang ilmu yang penting untuk 

memecahkan masalah sehari-hari manusia. Oleh karena itu matematika 

mengalami kemajuan yang pesat dari zaman ke zaman. Banyak ilmu yang 

penemuan dan pengembangannya bergantung matematika. Sebagai 

contohsalah satu ilmu fisika, dimana dikembangkan melalui konsep 

kalkulus, khususnya tentang persamaan diferensial dan integral. Jadi 

persamaan diferensial adalah salah satu ilmu matematika yang mempunyai 

peranan penting dengan ilmu pengetahuan lainnya. Persamaan diferensial 

menurut peubah bebasnya dibagi menjadi persamaan diferensial biasa 

(PDB) yaitu persamaan yang memuat satu peubah bebas dan persamaan 

diferensial parsial (PDP) yaitu persamaan diferensial yang memuat dua 

atau lebih peubah bebas. Persamaan diferensial parsial dapat dibagi 

menurut kelinieran, orde dan koefisien nya. Persamaan diferensial yang 

akan dibahas pada skripsi ini adalah suatu persamaan diferensial parsial 

linier orde dua dengan syarat batas yaitu persamaan Sturm-Liouville 

Regular dan penerapn nya pada persamaan panas. 

         Suatu persamaan diferensial yang disertai dengan syarat-syarat batas 

disebut masalah nilai batas (MNB) dan yang disertai dengan syarat awal 

disebut masalah nilai awal (MNA). Persamaan kedua masalah tersebut 

1 
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yaitu merupakan suatu sistem yang terdiri atas suatu persamaan diferensial 

yang dilengkapi dengan syarat-syarat tambahan, sedangkan perbedaanya 

adalah; masalah nilai awal hanya memiliki solusi tunggal yang memenuhi 

syarat awal yang diberikan, sedangkan masalah nilai batas terdapat tiga 

kemungkinan solusi yang memenuhi syarat batasnya, yaitu tidak memiliki 

solusi nontrivial, memiliki banyak solusi atau hanya memiliki solusi 

tunggal. 

          Masalah nilai batas yang sering digunakan dalam fisika adalah 

masalah nilai batas Sturm-Liouville atau masalah Sturm-Liouville. 

Masalah Sturm-Liouville ada tiga macam yaitu; Sturm-Liouville Regular, 

Singular dan Non-Homogen.      

         Dengan konsep masalah Sturm Liouville Regular yang selanjutnya 

akan ditulis masalah Sturm-Liouville saja, kemudian akan diterapkan pada 

persamaan panas berdimensi dua (dengan keadaan steady state), dengan 

konsep pemisahan peubah yang menghasilkan nilai eigen dan fungsi eigen, 

sehingga diperoleh suatu penyelesaian yang diharapkan.  

1.2 Batasan Masalah 

          Pembatasan masalah diperlukan dalam suatu penelitian ilmiah 

karena dapat membantu penulis fokus pada suatu objek penelitian. 

Permasalahan yang akan dibahas adalah mencari nilai eigen dan fungsi 

eigen pada persamaan diferensial linier homogen orde dua pada masalah 

Sturm-Liouville. Kemudian diterapkan ke dalam bidang fisika yaitu 

persamaan panas. 
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1.3 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat dibuat rumusan 

masalah yaitu: 

1. Bagaimana mempelajari masalah Sturm-Liouville untuk mencari nilai 

eigen dan fungsi eigen. 

2. Bagaimana penerapan masalah Sturm-Liouville dalam mencari 

penyelesaian persamaan panas berdimensi dua dengan keadaan steady 

state. 

1.4 Tujuan Peneletian 

Dengan mengacu pada rumusan masalah di atas, maka tujuan dari 

skripsi ini adalah. 

1. Mengetahui cara menentukan nilai eigen dan fungsi eigen suatu 

masalah Sturm-Liouville. 

2. Mengetahui penerapan masalah Sturm-Liouville dalam mencari 

penyelesaian persamaan panas berdimensi dua dengan keadaan steady 

state. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan beberapa 

manfaat, di antaranya sebagai berikut  

1. Memberikan pengetahuan tentang masalah Sturm-Liouville. 

2. Memberikan pengetahuan tentang penerapan masalah Sturm-Liouville 

pada persamaan panas dimensi dua dengan keadaan steady state. 
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3.  Memberikan motivasi kepada para peneliti untuk lebih 

mengembangkan konsep masalah Sturm-Liouville dan penerapannya 

pada bidang lain. 

1.6 Tinjauan Pustaka 

Penulisan skripsi ini terinspirasi dari buku karangan Kreyszig yang 

berjudul matematika untuk teknik. Selain itu terdapat adanya penelitian 

sebelumnya berjudul “Masalah Sturm-Liouville dan Aplikasinya” oleh 

Alfensi Faruk (2006), mahasiswa UNY yang membahas tentang masalah 

Sturm-Liouville Regular dan penerapannya pada vibrasi dawai berdimensi 

satu, yaitu salah satu persamaan diferensial homogen ordo dua pada 

bidang fisika.  

Perbedaan penelitian ini dari penelitian Alfensi Faruk adalah 

beberapa teorema yang akan digunakan dalam penerapan pada persamaan 

panas dan permasalahan yang akan dibahas pada persamaan panas. 

Pembahasan mengenai masalah Sturm Liouville dan penerapannya 

mengacu kepada buku karangan Kreyszig, Erwin (1999) yang berjudul 

Matematika untuk Teknik. Selain referensi di atas digunakan buku-buku 

yang membahas tentang  Masalah Sturm-Liouville lainnya, diantaranya 

buku karangan Birkhoff, Garreth dan Rota, Giancalo (1991) yang berjudul 

Ordinary Differential Equatio dan buku karangan Miller, Willian B dan 

Humi Mayer (1992) yang berjudul Boundary Value Problem and Partial 

Differential. 
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1.7 Metode Penelitian 

Penelitian tugas akhir ini dilakukan dengan cara studi literatur, yaitu 

penulis akan mempelajari beberapa sumber tertulis tentang Masalah 

Sturm-Liouville Regular dan penerapannya pada persamaan panas yang 

berupa buku mauoun penelitian lain yang dapat mendukung skipsi ini. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan penelitian dan studi literatur yang dilakukan penulis 

tentang masalah Sturm-Liouville Regular dan penerapannya pada aliran panas 

dapat ditarik beberapa kesimpulan berikut ini :  

1. Nilai eigen dari suatu masalah Sturm-Liouville dapat ditentukan 

dengan memisalkan parameter yang tidak diketahui pada persamaan 

diferensial nya ke dalam tiga kondisi yaitu; bilangan negatif, sama 

dengan nol, atau positif. Setelah itu akan diperoleh persamaan 

karakteristik dari persamaan diferensialnya, kemudian berdasarkan 

jenis akar karakteristiknya akan ditemukan solusi umum dari persaman 

diferensial tersebut. Menggunakan syarat batas yang diberikan 

selanjutnya akan ditemukan nilai konstanta sembarang dalam solusi 

umum tersebut, dan jika solusi yang dihasilkan tersebut adalah solusi 

nontrivial maka parameter yang tidak diketahui tersebut adalah nilai 

eigen yang sedang dicari, sedangkan fungsi eigennya adalah solusi 

nontrivial yang bersesuaian dengan nilai eigen tersebut. 

2. Masalah sturm-liouville regular dapat diaplikasikan dalam bidang 

fisika. Disini diambil persamaan panas berdimensi dua (keadaan steady 

state), dengan pemisahan peubah diperoleh penyelesaian yang 

diperoleh sesuai dengan syarat batas pada permasalahan yang dihadapi. 

69 



70 

 

5.2 Saran-saran 

Berdasarkan proses penelitian yang dilakukan penulis, maka saran-

saran yang 

ingin disampaikan adalah :  

1. Skripsi ini hanya membahas masalah Sturm-Liouville Regular, belum 

menbahas tentang masalah Sturm-Liouville Singular dan Non-

Homogen. 

2. Masalah Sturm-Liouville dapat diterapkan pada aliran panas 

berdimensi tiga, selain itu juga bisa diterapkan pada vibrasi dawai dan 

membran dawai. 
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LAMPIRAN  

 
 
 
Menampilkan gambar 4.2 dari permasalahan contoh 2.1.12 dengan Maple 
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