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INTISARI

TITIK SETIMBANG NASH PADA PERMAINAN DINAMIS LINEAR

KUADRATIK NON-KOOPERATIF DENGAN ASUMSI SELURUH

PEMAIN DAPAT MENSTABILKAN SISTEM

Oleh

Maulidatu Jauharoti Alisyah

20106010001

Titik setimbang Nash merupakan salah satu permasalahan penting dalam
permainan dinamis linear kuadratik non-kooperatif. Penelitian ini bertujuan untuk
mencari titik setimbang Nash menggunakan persamaan aljabar Riccati serta keter-
hubungannya dengan ruang bagian invariannya. Sistem kendali yang digunakan
bertipe lingkar terbuka dengan asumsi seluruh pemain dapat menstabilkan sistem.
Masalah kendali optimal linear kuadratik menggunakan sistem affine dalam menye-
lesaikan permainan linear kuadratik non-kooperatif. Penelitian ini juga mengka-
ji persamaan aljabar Riccati non-simetris yang memiliki dimensi matriks berbeda
dengan persamaan aljabar Riccati simetris. Hal ini selanjutnya melatarbelakangi
pendefinisian dari kestabilan dan kestabilan kiri - kanan pada persamaan aljabar
Riccati non-simetris. Selanjutnya, akan diberikan solusi persamaan aljabar Riccati
non-simetris berdasarkan ruang bagian invariannya dan penerapan teori permainan
dinamis pada masalah stabilisasi hutang pemerintah.

Kata kunci : kendali optimal linear kuadratik, permainan dinamis, persamaan alja-
bar Riccati, titik setimbang Nash.
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ABSTRACT

NASH EQUILIBRIA IN THE NON-COOPERATIVE LINEAR

QUADRATIC DYNAMIC GAME UNDER THE ASSUMPTION THAT A

WHOLE PLAYER CAN STABILIZE THE SYSTEM

By

Maulidatu Jauharoti Alisyah

20106010001

The Nash equilibria is one of the important problems in non-cooperative lin-
ear quadratic dynamic games. This research aims to find the Nash equilibria using
the algebraic Riccati equation and its connection with the invariant subspace. The
control system used is an open loop type with the assumption that all players can
stabilize the system. Quadratic linear optimal control problems use affine systems in
solving non-cooperative quadratic linear games. This research also examines non-
symmetric algebraic Riccati equation which have different matrix dimensions from
symmetric algebraic Riccati equation. Then becomes the background for the defini-
tion of stability and left-right stability in non-symmetric algebraic Riccati equation.
Next, we will provide a solution to the non-symmetric algebraic Riccati equation
based on its invariant subspace and the application of dynamic game theory to the
problem of government debt stabilization.

Keyword : quadratic linear optimal control, dynamic games, algebraic Riccati
equation, Nash equilibria. .
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Dalam kehidupan sehari - hari, manusia tidak luput dari masalah. Persepsi

dan juga pemaknaan dari suatu masalah setiap orang akan berbeda - beda. Bagi

sebagian orang suatu hal bisa dianggap masalah, sementara bagi yang lain, hal ter-

sebut bukan masalah. Hal ini dibahas dalam Al-Quran mengenai posisi masalah

dalam hidup manusia di berbagai aspek. Dalam Al-Quran Surah Al-Balad ayat 4

Allah SWT berfirman :

Artinya: ”Sesungguhnya Kami telah menciptakan manusia berada dalam susah pa-

yah”.

Ayat di atas memberikan penjelasan bahwa hakikatnya masalah dimiliki oleh

setiap individu ataupun kelompok. Secara garis besar, masalah - masalah yang di-

hadapi individu bersumber dari dua faktor, yaitu dari dalam diri individu dan faktor

lingkungan (Nurdyansyah & Fitriyani, 2018). Tak jarang masalah yang dihadapi

melibatkan dua atau lebih individu, instansi, perusahaan, kota, bahkan negara. Per-

masalahan yang muncul dapat berupa persaingan atau konflik untuk memperoleh

kemenangan atau keuntungan terhadap individu atau suatu kelompok. Masalah me-

miliki konteks yang sama dengan permainan. Sebab terdiri atas sekumpulan pera-

turan yang membangun situasi bersaing dari dua atau lebih individu dengan strategi

1



2

yang dibangun untuk memaksimalkan kemenangan sendiri. Permainan dapat diba-

wa ke ranah matematika yang dikenal sebagai teori permainan. Teori permainan di-

perkenalkan pertama kali oleh seorang ahli matematika Prancis yang bernama Emi-

le Borel pada tahun 1921 (Press, 2023). Teori permainan merupakan suatu model

matematika yang digunakan dalam situasi konflik atau persaingan yang bertujuan

untuk mengidentifikasi strategi yang paling optimal untuk setiap pemain (Simamo-

ra, dkk., 2013).

Persoalan pada teori permainan diubah ke model matematika dengan solusi

akhir berbentuk vektor kendali. Vektor kendali yang terbentuk jumlahnya tung-

gal atau banyak tergantung dengan banyaknya titik ekuilibirum (Andiraja, 2015).

Berdasarkan jalannya permainan, teori permainan dibagi menjadi dua, yaitu static

game theory (teori permainan statis) dan dynamic game theory (teori permainan di-

namis). Dalam penelitian ini, pendekatan teori permainan yang digunakan adalah

model permainan dinamis.

Permainan dinamis adalah model matematika yang merepresentasikan sua-

tu konflik diantara berbagai pihak yang mengendalikan suatu sistem dinamik dan

masing - masing pihak berusaha meminimalkan fungsi ongkos dengan memberikan

sebuah kendali pada sistem dinamik tersebut (Asfa’ani, 2017). Berdasarkan teori

kendali, dalam model sistem dinamis terdapat variabel state dan kendali (Anan-

da, 2023). Sedangkan, data - data awal disajikan dalam bentuk matriks, sehing-

ga dapat digunakan teori matriks pada aljabar linear. Seiring perkembangan ilmu

pengetahuan, membuat persaingan untuk menjadi yang terbaik semakin mening-

kat. Hal ini memunculkan pemikiran bagaimana memperoleh hasil yang terbaik

apabila tidak terdapat kerjasama antar pemain. Sehingga, dari pernyataan ini teo-

ri permainan dibagi menjadi dua, yaitu permainan yang tidak saling bekerjasama
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(non-cooperative games) dan permainan saling kerjasama (cooperative games).

Dari permainan dinamis dan permainan non-kooperatif, muncul teori yang

menggabungkan keduanya, yaitu permainan dinamis non-kooperatif. Dimana fung-

si objektif yang digunakan berbentuk kuadratik atau lebih dikenal dengan permain-

an diferensial linear kuadratik (Wahyuni,2020). Permainan ini memberikan kenda-

li terhadap suatu sistem linear dan setiap pemain berusaha mengoptimalkan fungsi

cost berbentuk kuadratik. Permainan diferensial linear kuadratik bertipe lingkar ter-

buka (open loop) dimana strategi untuk mengendalikan permainan tersebut diambil

sebelum permainan dimulai berdasarkan pada persamaan state dan fungsi cost seti-

ap pemain yang bersangkutan (Musthofa,2016). Sehingga, tidak terdapat informasi

yang diperoleh pemain yang dapat membantu dalam pengambilan keputusan dan

keputusan pemain dalam satu periode yang telah diambil tidak akan dapat diubah

dalam periode tersebut.

Dalam permainan diferensial linear kuadratik ini, strategi yang diambil oleh

pemain lain (lawan) akan mempengaruhi hasil permainan, sedemikian sehingga ha-

sil permainan yang diperoleh tidak akan bernilai lebih buruk atau yang dikenal se-

bagai strategi setimbang Nash (Asfa’ani,2017). Hal yang menarik untuk dikaji dari

permainan diferensial linear kuadratik adalah titik setimbang Nash. Strategi setim-

bang Nash dapat digunakan untuk mencari keputusan yang akan mengoptimalkan

fungsi tujuan. Hal ini diperoleh dengan mencari kendali sebagai solusi yang sesuai

dengan strategi yang diinginkan.

Masalah strategi Nash, telah dijelaskan oleh beberapa ahli yaitu, (Bacsar,1999)

dan (Engwerda, dkk., 2000). Penjelasan didominasi eksistensi solusi strategi Nash

untuk persoalan permainan dinamis non-kooperatif dengan waktu tak hingga. Pe-

nentuan strategi optimal pada permainan dinamis linear kuadratik memerlukan so-
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lusi dari persamaan diferensil Riccati. Dalam (Engwerda,2005) dikaji syarat cukup

dan perlu untuk mencari titik setimbang Nash untuk permainan diferensial linear

kuadratik dengan asumsi bahwa setiap pemain dapat menstabilkan sistem.

Penelitian ini akan kembali mengkaji beberapa bagian dari Tesis yang di-

tulis (Asfa’ani, 2017). Tesis tersebut berangkat dari paper (Engwerda, 2008) yang

membahas syarat cukup dan perlu untuk mencari titik setimbang Nash pada perma-

inan linear kuadratik. Penelitian ini berfokus pada mencari titik setimbang Nash

menggunakan persamaan aljabar Riccati serta hubungannya dengan ruang bagian

invarian, kestabilan kiri - kanan pada persamaan aljabar Riccati non-simetris beser-

ta solusinya, dan syarat ketunggalan solusi LRS (Left Right Stabilizing) persamaan

aljabar Riccati non-simetris dengan ruang bagian graf. Selanjutnya, teori permainan

dinamis akan diterapkan ke dalam masalah yang muncul di tengah masyarakat.

1.2. Batasan Masalah

Adapun batasan masalah pada tugas akhir ini adalah permainan dinamis li-

near kuadratik yang digunakan bertipe lingkar terbuka (open loop) untuk dua pe-

main. Hal ini berarti, strategi untuk mengendalikan permainan diambil sebelum

permainan dimulai berdasarkan persamaan state dan fungsi cost dari setiap pemain.

Selanjutnya, persamaan yang digunakan adalah aljabar Riccati simetris dan non-

simetris dengan mempertimbangkan terhadap ruang bagian invarian. Kemudian

dilanjutkan dengan membahas hubungan antara solusi LRS (Left Right Stabilizing)

persamaan aljabar Riccati non-simetris dengan ruang bagian invarian serta pembe-

rian syarat ketunggalan dari solusi tersebut.
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1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

diperoleh rumusan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana mencari titik setimbang Nash menggunakan persamaan aljabar

Riccati pada permainan dinamis linear kuadratik serta hubungannya dengan

ruang bagian invarian ?

2. Bagaimana definisi menstabilkan serta menstabilkan kiri-kanan dari persama-

an aljabar Riccati non-simetris?

3. Bagaimana solusi persamaan aljabar Riccati non-simetris berdasarkan ruang

bagian invariannya?

4. Bagaimana hubungan antara solusi LRS persamaan aljabar Riccati non-simetris

dengan ruang bagian graf serta pemberian syarat ketunggalan dari solusi ter-

sebut ?

5. Bagaimana penerapan permainan linear kuadratik dalam masalah di dunia

nyata ?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mencari titik setimbang Nash menggunakan persamaan aljabar Riccati pada

permainan dinamis linear kuadratik serta hubungannya dengan ruang bagian

invarian

2. Mengetahui definisi menstabilkan serta menstabilkan kiri-kanan dari persa-

maan aljabar Riccati non-simetris
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3. Mencari solusi persamaan aljabar Riccati non-simetris berdasarkan ruang ba-

gian invariannya

4. Mengetahui hubungan antara solusi LRS persamaan aljabar Riccati non-simetris

dengan ruang bagian graf serta pemberian syarat ketunggalan dari solusi ter-

sebut

5. Mengetahui penerapan permainan linear kuadratik dalam masalah di dunia

nyata

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Mengetahui cara mencari titik setimbang Nash menggunakan persamaan alja-

bar Riccati pada permainan dinamis linear kuadratik serta hubungannya de-

ngan ruang bagian invarian

2. Memberi pemahaman mengenai definisi menstabilkan serta menstabilkan kiri-

kanan dari persamaan aljabar Riccati non-simetris

3. Mengetahui solusi persamaan aljabar Riccati non-simetris berdasarkan ruang

bagian invariannya

4. Memberikan pemahaman tentang hubungan antara solusi LRS persamaan

aljabar Riccati non-simetris dengan ruang bagian graf serta pemberian sya-

rat ketunggalan dari solusi tersebut

5. Memberi pemahaman tentang penerapan permainan linear kuadratik dalam

masalah di dunia nyata
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1.6. Tinjauan Pustaka

Sebagai acuan yang digunakan penulis untuk landasan teori dalam penulisan

skripsi ini bersumber dari buku, jurnal, dan skripsi.

1. Tesis karya Ezhari Asfa’ani tahun 2015 dengan judul ”Titik Setimbang Nash

Pada Permainan Linear Kuadratik Non-Kooperatif dengan Asumsi Keselu-

ruhan Pemain Dapat Menstabilkan Sistem” membahas tentang titik setim-

bang Nash pada permainan diferensial linear kuadratik non-kooperatif lingkar

terbuka.

2. Buku karya Jacob Engwerda tahun 2005 dengan judul ”LQ Dynamic Optimi-

zation and Differential Games” membahas tentang optimisasi dinamis dan

permainan diferensial kuadrat linier.

3. Jurnal karya Jacob Engewerda tahun 2012 dengan judul ”Open Loop Nash

Equilibria in The Non-Cooperative Infinite Planning Horizon LQ Game”

membahas kesetimbangan Nash untuk permainan diferensial kuadrat linear

dengan mempertimbang kan struktur informasi loop terbuka dengan asumsi

sistem secara keseluruhan dapat distabilkan.

1.7. Metode Penelitian

Penulis menggunakan metode studi literatur. Studi literatur diambil dari

buku-buku referensi, jurnal-jurnal terkait topik penelitian dan langkah-langkah yang

dilakukan sebagai berikut :

1. Membahas hubungan antara titik setimbang Nash dengan ruang bagian inva-

rian dan persamaan aljabar Riccati serta mencari titik setimbang Nash pada

permainan diferensial kuadratik.
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2. Mendefinisikan solusi menstabilkan dan menstabilkan kiri-kanan dari persa-

maan aljabar Riccati non-simetris

3. Mencari solusi persamaan aljabar Riccati non-simetris berdasarkan ruang ba-

gian invarian

4. Membahas hubungan antara solusi menstabilkan persamaan aljabar Riccati

non-simetris dengan ruang bagian invarian serta memberikan syarat untuk

ketunggalan dari solusi tersebut

5. Membahas penerapan permainan dinamis linear kuadratik dalam masalah di

dunia nyata

Berikut diberikan skema dari penelitian ini,

Gambar 1.1 Skema Metode Penelitian

1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini

terbagi menjadi lima bab, yaitu sebagai berikut:
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BAB 1 : Bab ini membahas tentang latar belakang masalah, batasan

masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,

tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB 2 : Bab ini memuat penjelasan tentang optimisasi fungsi konveks,

sistem kontinu LTI, keterkendalian, ruang bagian invarian, kenda-

li umpan balik, stabilizability, keteramatan, keterdeteksian, persa-

maan aljabar Riccati, kendali optimal linear kuadratik, dan teori

permainan dinamis

BAB 3 : Bab ini menjelaskan tentang syarat cukup dan perlu untuk menca-

ri titik setimbang Nash untuk permainan dinamis linear kuadratik

non-kooperatif dengan asumsi semua pemain secara bersama - sa-

ma dapat menstabilkan sistem.

BAB 4 : Bab ini membahas penerapan dari permainan dinamis linear kua-

dratik non-kooperatif bertipe lingkar terbuka.

BAB 5 : Bab ini berisikan tentang kesimpulan penelitian dan saran dari

penulis terhadap pengembangan penelitian.



BAB V

PENUTUP

Pada bab ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat diambil

berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

5.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil penulis setelah menyelesaikan pembuatan

skripsi ini adalah sebagai berikut:

1. Pencarian titik setimbang Nash menggunakan persamaan aljabar Riccati me-

miliki solusi simetris Ki(.) sedemikian sehingga Ai − SiKi, i = 1, 2 stabil.

Sebaliknya, jika dua persamaan aljabar Riccati (3.5) memiliki solusi mensta-

bilkan dan vT (t) :=
[
xT (t), ψT1 (t), ψT2 (t)

]
adalah solusi stabil asimtotik dari

v̇(t) = Mv(t),x(0) = x0. Maka u∗i = −R−1
i BT

i T
T
i [Ini

0]Tψi(t), i = 1, 2,

merupakan titik setimbang Nash lingkar terbuka untuk permainan dinamis li-

near kuadratik. Karena persamaan Riccati (3.5) memiliki solusi menstabilkan

sistem, maka hubungan dengan ruang bagian invarian juga akan stabil yang

diberikan oleh Span[I K1]T .

2. Definisi menstabilkan serta menstabilkan kiri kanan solusi P T := [P T
1 , P

T
2 ]

dengan Pi ∈ Rni×n dari persamaan aljabar Riccati non simetris, dikatakan

(a) menstabilkan, jika σ(A− S̃P ) ⊂ C−;

(b) menstabilkan kiri-kanan (LRS) jika solusi tersebut merupakan solusi

menstabilkan dan σ(−A−T2 + PS̃) ∈ C+
0 .

93
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3. Solusi persamaan aljabar Riccati non simetris berdasarkan ruang bagian inva-

rian n-dimensional dari M, dan Xi ∈ Rni×n, i = 1, 2 (dengan n = n0) adalah

tiga matriks real sedemikian sehingga V = im[XT
0 , X

T
1 , X

T
2 ]T . Jika X0 in-

vertibel maka Pi := XiX
−1
0 , i = 1, 2 merupakan penyelesaian persamaan

Riccati non simetris (3.20).

4. Hubungan antara solusi LRS persamaan Riccati non-simetris dengan ruang

bagian graf yaitu, persamaan Riccati non simetris memiliki solusi LRS P T =

[P T
1 P T

2 ] jika dan hanya jika matriks M memiliki ruang bagian graf stabil

n-dimensional dengan M memiliki n1+n2 nilai eigen pada C+
0 . Karena persa-

maan Riccati non simetris memiliki solusi LRS yang berakibat Pi := XiX
−1
0

merupakan penyelesaiannya dan dengan syarat (P1, P2) bebas dari pemilihan

basis V, maka solusi tersebut tunggal.

5. Pada masalah di dunia nyata, penerapan permainan linear kuadratik dapat

diterapkan pada stabilisasi hutang pemerintah. Sebab selama tahun 1980, ba-

nyak negara maju dan berkembang yang terlilit hutang dan mengalami masa-

lah dalam menstabilkan hutang. Konflik kebijaksanaan muncul karena kebi-

jakan fiskal dan moneter dikendalikan oleh institusi berbeda yang mempunyai

tujuan berlainan dalam hal inflasi, stabilisasi hutang pemerintah, dan penge-

luaran publik.

5.2. Saran

Saran yang akan penulis sampaikan untuk penenelitian selanjutnya adalah

sebagai berikut:

1. Penelitian ini hanya dibatasi pada 2 pemain. Diharapkan ada penelitian yang

membahas permainan dinamis linear kuadratik non-kooperatif lingkar terbu-
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ka untuk n pemain.

2. Penelitian lanjut untuk topik ini dapat dicoba untuk sistem deskriptor kontinu.
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