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INTISARI

REPRESENTASI GRUP DIHEDRAL
DAN GRUP QUATERNION TERGENERALISASI

PADA GRAF ORDER ELEMEN

Oleh

CLARISSA ELVA DHEANA

20106010019

Graf order elemen merupakan representasi grup berhingga pada graf dengan
memandang anggota dari grup sebagai vertek dari graf dan dua vertek berbeda mi-
sal g dan h akan adjacent jika order g habis membagi order A atau sebaliknya.
Hasil penelitian terdahulu yang berkaitan dengan karakterisasi graf order elemen
grup siklik dengan order n = p, n = p”, dan n = 2p meliputi graf komplit, graf
pohon, graf Euler, dan graf Hamilton. Penelitian ini berfokus pada grup dihedral
Ds, dengan n = p, n = 3% dan n = 2* serta grup quaternion tergeneralisasi
Q4n dengan n = 2* dan n = t dimana p bilangan prima, k bilangan bulat positif,
dan ¢ bilangan ganjil. Dengan memperumum contoh-contoh yang ditemukan oleh
penulis, dilakukan karakterisasi graf order elemen yang terbentuk dari kedua grup
tersebut. Adapun karakterisasi yang dihasilkan meliputi graf komplit, graf bipartit,
graf planar, graf Euler, dan graf Hamilton.

Kata kunci : graf order elemen, grup dihedral, grup quaternion tergeneralisasi.
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ABSTRACT

REPRESENTATION DIHEDRAL GROUP
AND GENERALIZED QUATERNION GROUP

ON ORDER ELEMENT GRAPH

By

CLARISSA ELVA DHEANA

20106010019

Order element graph is a representation of a finite group on a graph whose
vertex is the element of the group and two distinct vertices e.g. ¢ and h will be
adjacent if the order of ¢ divide the order of A or instead. Results of previous
research related to the characterization of order element graph of cyclic group with
order n = p, n = p¥, and n = 2p include complete graph, tree graph, Euler graph,
and Hamilton graph. This research focuses on the dihedral group D,,, with n = p,
n = 3%, and n = 2F and the generalized quaternion group @4, with n = 2* and
n = t, where p is a prime number, k is a positive integer, and ¢ is an odd number. By
generalizing the examples found by the author, the order element graph formed from
the two groups are characterized. The resulting characterizations include complete
graph, bipartite graph, planar graph, Eulerian graph, and Hamiltonian graph.
Keyword : order element graph, dihedral group, generalized quaternion group.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Representasi grup pada graf merupakan topik yang saat ini sedang banyak
diteliti. Topik ini menghubungkan dua bidang ilmu Matematika, yakni Teori Graf
dan Teori Grup. Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-objek diskrit dan
hubungan antara objek-objek tersebut sehingga melalui teori tersebut objek diskrit
dan hubungannya dapat tervisualisasikan. Seperti yang diketahui, grup merupakan
teori abstrak sehingga representasi grup pada graf dapat menjadi cara lain dalam
memandang grup agar lebih tervisualisasikan. Representasi grup pada graf umum-
nya melihat elemen pada grup sebagai vertek dan hubungan antara elemen-elemen

tersebut dinyatakan sebagai edge.

Artur Cayley pada tahun 1878 pertama kali memperkenalkan hubungan an-
tara teori grup berhingga dengan graf. Artur Cayley dalam penelitiannya, merep-
resentasikan grup berhingga G dan A C ( pada graf dengan memandang elemen-
elemen dari grup GG sebagai vertek, serta vertek ¢g dan h pada grup G akan adjacent
jika dan hanya jika untuk suatu ¢ € A memenuhi ¢ = ah. Graf yang dihasilkan
dari penelitiannya tentang representasi grup pada graf dikenal dengan sebutan Graf

Cayley (Munandar2022a).

Seiring berjalannya waktu, penelitian mengenai representasi grup pada graf
telah banyak dilakukan. Representasi grup pada graf yang banyak dikenal selan-

jutnya adalah Power Graf yang dikenalkan oleh Kelarev dan Quinn (2002). Pe-



nulis mendefinisikan Power Graf sebagai suatu graf dengan verteknya merupakan
elemen-elemen dalam semigrup G, serta vertek g dan h akan adjacent jika terdapat

bilangan asli n sedemikian sehingga g = h".

Al-Hasanat (2019) juga meneliti tentang representasi grup pada graf. Pe-
nulis mendefinisikan Order Graf sebagai suatu graf dengan verteknya merupakan
order elemen grup dan kedua vertek berbeda misalkan g dan / akan adjacent jika
dan hanya jika order g habis membagi order h. Pada penelitiannya berfokus pada

grup dihedral dengan order 2" dan grup dengan order prima.

Arif Munandar (2022) memperkenalkan Graf Order Elemen yang didefini-
sikan sebagai suatu graf dengan verteknya merupakan elemen dalam grup, serta
vertek g dan h pada grup berhingga GG akan adjacent jika dan hanya jika order ele-
men g habis membagi order elemen h atau sebaliknya. Penelitiannya membahas
mengenai karakterisasi graf order elemen yang terbentuk dari grup siklik dengan
order tertentu. Hasil penelitiannya diperoleh graf order elemen yang terbentuk dari
grup siklik dengan order prima merupakan graf komplit yang sekaligus merupakan
graf Euler dan graf Hamilton. Sementara graf order elemen yang terbentuk dari
grup siklik dengan order p* dimana p bilangan prima dan & bilangan bulat positif
merupakan graf komplit dan graf Hamilton. Namun, dalam hal p = 2, graf order
elemen yang terbentuk bukan merupakan graf Euler. Hasil komplemen graf order
elemen yang terbentuk dari grup siklik dengan order 2p untuk suatu bilangan prima
p merupakan graf pohon. Artikel yang dibuat Arif Munandar tersebut, sekaligus

menjadi rujukan utama penulis dalam pembuatan tugas akhir ini.

Tugas akhir ini memperkenalkan representasi graf order elemen pada grup
dihedral dan grup quaternion tergeneralisasi. Pembahasan dimulai dengan mem-

bahas konsep dasar graf order elemen. Merepresentasikan grup dihedral dan grup



quaternion tergeneralisasi pada graf order elemen membutuhkan hasil order elemen
dari setiap elemen pada grup tersebut. Oleh karena itu, pembahasan dilanjutkan
dengan membahas tentang grup dihedral dan grup quaternion tergeneralisasi yang
meliputi definisi dan teorema order elemen kedua grup tersebut. Penelitian ini dia-
khiri dengan mengkarakterisasi graf order elemen yang terbentuk dari grup dihedral

dan grup quaternion tergeneralisasi.

1.2. Batasan Masalah

Batasan masalah pada suatu penelitian sangat penting perannya agar obyek
yang dikaji mudah dipahami. Adapun batasan masalah pada penelitian ini adalah
karakterisasi dari representasi grup dihedral dan grup quaternion tergeneralisasi pa-
da graf order elemen yang terbentuk. Batasan masalah pada setiap subbab adalah

sebagai berikut:

1. Konsep dasar graf order elemen dibatasi dengan definisi dari graf order ele-

men dan karakterisasi dari representasi grup siklik pada graf order elemen.

2. Pembahasan grup dihedral dan generalisasi grup quaternion dibatasi hanya

definisi dan teorema order elemen grup.

3. Karakterisasi graf order elemen yang dihasilkan dari representasi grup dihe-
dral D,, dibatasi hanya untuk n = p, n = 2¥, dan n = 3* dimana p adalah

bilangan prima dan £ bilangan bulat positif.

4. Karakterisasi graf order elemen yang dihasilkan dari representasi grup qua-
ternion tergeneralisasi ()4, dibatasi hanya untuk n = 2% dan n = ¢ dimana k

bilangan bulat positif dan ¢ bilangan ganjil positif.



1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

selanjutnya dirumuskan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana konsep dasar graf order elemen?

2. Bagaimana karakterisasi dari representasi grup dihedral pada graf order ele-
men yang terbentuk untuk n = p, n = 2¥, dan n = 3% dimana p adalah

bilangan prima dan £ bilangan bulat positif?

3. Bagaimana karakterisasi dari representasi grup quaternion tergeneralisasi pa-
da graf order elemen yang terbentuk untuk n = 2 dan n = t dimana k

bilangan bulat positif dan ¢ bilangan ganjil positif?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari tentang konsep graf order elemen.

2. Mengetahui karakterisasi dari representasi grup dihedral pada graf order ele-
men yang terbentuk untuk n = p, n = 2% dan n = 3 dimana p adalah

bilangan prima dan £ bilangan bulat positif.

3. Mengetahui karakterisasi dari representasi grup quaternion tergeneralisasi pa-
da graf order elemen yang terbentuk untuk n = 2 dan n = ¢ dimana k

bilangan bulat positif dan ¢ bilangan ganjil positif.



1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Memberikan pemahaman tentang konsep dasar graf order elemen.

2. Memberikan pemahaman tentang karakterisasi dari representasi grup dihedral
pada graf order elemen yang terbentuk n = p, n = 2*, dan n = 3* dimana p

adalah bilangan prima dan & bilangan bulat positif.

3. Memberikan pemahaman tentang karakterisasi dari representasi grup quater-
nion tergeneralisasi pada graf order elemen yang terbentuk untuk n = 2% dan

n = t dimana k bilangan bulat positif dan ¢ bilangan ganjil positif.

1.6. Tinjauan Pustaka

Penelitian yang dilakukan oleh Amit Sehgal, dkk. (2020) menghasilkan su-
atu representasi grup hingga pada graf yang dikenal dengan sebutan coprime order
graph. Penulis mendefinisikan coprime order graph yang dinotasikan ©(G) sebagai
suatu graf dengan himpunan verteknya merupakan semua elemen dalam grup G dan
dua vertek berbeda =,y € G adjacent jika dan hanya jika F'PB(o(z),0(y)) = 1
atau F'PB(o(x),0(y)) = p dimana p adalah bilangan prima. Hasil penelitian ini
adalah menemukan derajat vertek pada coprime order graph dari grup abelian ber-

hingga dan grup dihedral serta membahas tentang spektrum Laplacian.

Siti Zaidah, dkk. (2021) mendefinisikan graf coprime yang dinotasikan (2
sebagai suatu graf dengan himpunan verteknya merupakan semua elemen dalam
grup G dan dua vertek berbeda u, v € G akan adjacent jika F PB(o(u),o(v)) = 1.

Hasil penelitiannya adalah mengkarakterisasi graf coprime yang terbentuk dari grup



quaternion tergeneralisasi dengan order tertentu. Kemudian, dibahas juga indeks

konektivitas dari {1, .

Shafig Ur Rehman, dkk. (2018) memperkenalkan Order Divisor Graphs.
Penelitiannya mendefinisikan Order Divisor Graphs yang dinotasikan OD(G) se-
bagai suatu graf dimana himpunan verteknya adalah semua elemen dalam grup G
dan dua vertek berbeda misal a dan b akan adjacent jika o(a) # o(b) dan memenuhi
o(a)|o(b) atau sebaliknya. Hasil dari penelitian ini adalah mengkarakterisasi Order
Divisor Graphs yang terbentuk dari suatu grup berhingga seperti grup siklik, grup

dihedral, dll.

Representasi grup berhingga GG pada graf order elemen diperkenalkan per-
tama kali oleh Arif Munandar (2022). Penelitiannya mendefinisikan graf order ele-
men sebagai graf I'(G) dengan himpunan vertek merupakan elemen dalam grup G
dan dua vertek berbeda misal a,b € G akan adjacent jika o(a)|o(b) atau sebaliknya.
Hasil penelitiannya adalah mengkarakterisasi graf order elemen yang terbentuk dari

grup siklik dengan order tertentu.

Penelitian mengenai representasi grup hingga pada graf telah banyak dila-
kukan. Berikut ini adalah perbedaan dan persamaan antara penelitian-penelitian
yang sudah dijelaskan di atas dengan penelitian tugas akhir ini.

Tabel 1.1 Perbedaan dan Persamaan Penelitian

No. Judul Penulis Perbedaan Persamaan
1. | Co-Prime Order | Amit Co-Prime Order | Grup yang direp-
Graph Of a Fini- | Sehgal, Graph tepatnya | resentasikan yak-

te Abelian Gro- | Manjeet, pada syarat vertek | ni grup dihedral.
up and Dihedral | Dalip adjacent dan hasil

Group. Singh. penelitian yang
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2. | Connectivity In- | Sitt ~ Za- | Co-Prime Graph te- | Grup yang direp-
dices Of Cop- | hidah, patnya pada syarat | resentasikan yak-
rime Graph Of | Dwi Mifta | vertek adjacent dan | ni grup quater-
Generalized Qu- | Mahanani, | hasil penelitian yang | nion tergenerali-
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Tinjauan pustaka yang digunakan sebagai rujukan untuk menulis dasar teori
mengenai konsep teori bilangan diambil dari sebuah buku yang ditulis oleh Kenne-
th H. Rosen (2011). Untuk konsep dasar teori grup diambil dari buku karya Joseph
A. Gallian (2017) dan buku karya D. S. Malik, dkk (2007). Kemudian, untuk da-
sar teori graf diambil dari sebuah buku yang ditulis oleh Arif Munandar (2022).
Pembahasan pada penelitian ini mengambil definisi grup dihedral dari buku David
S. Dummit dan Richard M. Foote (2004). Sementara itu, definisi grup quaternion

tergeneralisasi diambil dari sebuah jurnal karya Yoshinori Yamasaki (2018).

1.7. Metode Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode studi literatur. Studi literatur diambil
dari buku dan jurnal yang terkait dengan topik penelitian yaitu; konsep dasar graf
order elemen, grup dihedral dan grup quaternion tergeneralisasi. Adapun langkah-

langkah yang dilakukan dalam penulisan ini adalah:

1. Membahas konsep dasar dari teori bilangan, teori grup, dan teori graf.
2. Membahas konsep dasar graf order elemen.

3. Membahas grup dihedral dan generalisasi grup quaternion meliputi definisi

dan teorema order elemen kedua grup tersebut.

4. Membahas representasi grup dihedral dengan order n = p, n = 2%, dan
n = 3% dimana p adalah bilangan prima dan & bilangan bulat positif pada graf

order elemen dan mengkarakterisasinya.

5. Membahas representasi grup quaternion tergeneralisasi dengan order n = 2*
dan n = t dimana £ bilangan bulat positif dan ¢ bilangan ganjil pada graf

order elemen dan mengkarakterisasinya.
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Gambar 1.1 Skema Metode Penelitian

1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini ter-

bagi menjadi empat bab, yaitu sebagai berikut:

BAB1 : Bab ini membahas tentang latar belakang masalah, batasan
masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,
tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB 2 : Bab ini membahas tentang beberapa konsep dasar dari teori bi-
langan, grup hingga, dan graf yang mendasari representasi grup

hingga pada graf order elemen.

BAB 3 : Bab ini membahas tentang konsep dasar graf order elemen, sedi-
kit membahas tentang grup dihedral dan generalisasi grup quater-
nion, serta representasi grup dihedral dan grup quaternion terge-
neralisasi pada graf order elemen.

BAB 4 : Bab ini berisikan tentang kesimpulan penelitian dan saran dari

penulis terhadap pengembangan penelitian.



BAB IV

PENUTUP

Bab penutup ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat di-

ambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

4.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil penulis setelah menyelesaikan pembuatan

skripsi ini adalah sebagai berikut:

1. Graf order elemen merupakan representasi grup berhingga pada graf dengan
memandang anggota dari grup sebagai vertek dari graf dan dua vertek ber-
beda misal g dan h akan adjacent jika order g habis membagi order h atau
sebaliknya. Adapun karakterisasi graf order elemen grup siklik adalah seba-

gai berikut:

a. Graf order elemen grup siklik dengan order n = p dimana p bilangan
prima membentuk graf komplit yang sekaligus merupakan graf Euler dan

graf Hamilton.

b. Graf order elemen grup siklik yang dibangun oleh satu elemen dengan
order n = p* dimana p bilangan prima dan & bilangan bulat positif meru-

pakan graf komplit dan graf Hamilton, namun bukan graf Euler jika p = 2.

c. Komplemen graf order elemen grup siklik dengan order n = 2p dimana p

bilangan prima merupakan graf pohon.

2. Karakterisasi graf order elemen grup dihedral D, adalah sebagai berikut:
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a. Graf order elemen grup dihedral Dy, dengan n = p dan n = 3* dimana p
bilangan prima dan k bilangan bulat positif membentuk dua subgraf yang
saling disjoint dan masing-masing membentuk graf komplit yang sekali-
gus bukan merupakan graf Hamilton. Sementara komplemennya mengha-

silkan graf bipartit komplit.

b. Graf order elemen grup dihedral D,, dengan n = 2* dimana k bilang-
an bulat positif membentuk graf komplit yang sekaligus merupakan graf

Hamilton.
c. Graf order elemen grup dihedral D,,, bukan merupakan graf Euler.
d. Graf order elemen grup dihedral D,,, merupakan graf planar jika dan ha-

nya jikan = 3.

. Karakterisasi graf order elemen grup quaternion tergeneralisasi ()4, adalah

sebagai berikut:

a. Graf order elemen grup quaternion tergeneralisasi ()4, dengan n = 2F
dimana k& bilangan bulat positif membentuk graf komplit yang sekaligus

merupakan graf Hamilton.

b. Graf order elemen grup quaternion tergeneralisasi ()4, dengan n = ¢ di-

mana ¢ bilangan ganjil positif merupakan graf Hamilton.

c. Graf order elemen grup quaternion tergeneralisasi ()4, bukan merupakan

graf Euler.

d. Graf order elemen grup quaternion tergeneralisasi ()4, bukan merupakan

graf planar.
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4.2. Saran

Saran yang akan penulis sampaikan untuk penenelitian selanjutnya adalah

sebagai berikut:

1. Pembuktian teorema pada penelitian ini hanya satu arah yakni dari kiri ke
kanan. Diharapkan ada penelitian untuk membahas pembuktian teorema se-

baliknya yakni dari kanan ke kiri.

2. Penelitian ini merepresentasikan grup dihedral dan grup quaternion tergene-
ralisasi pada graf order elemen. Penulis menyarankan untuk melakukan pe-

nelitian dengan mengubah grupnya menjadi grup alternating, simetris, dll.



DAFTAR PUSTAKA

Aspur, M. (2014). Kehamiltonan pada graf komplit. PhD thesis, Universitas Islam

Negeri Maulana Malik Ibrahim.

Dummit, D. S. & Foote, R. M. (2004). Abstract algebra, volume 3. Wiley Hoboken.

Gallian, J. (2021). Contemporary abstract algebra. Chapman and Hall/CRC.

Malik, D., Mordeson, J. N., & Sen, M. (2007). Mth 581-582: Introduction to

abstract algebra. United States of America.

Munandar, A. (2022a). Graf order elemen: representasi baru grup berhingga pada

graf. Jurnal Ilmiah Matematika.

Munandar, A. (2022b). Pengantar Matematika Diskrit dan Teori Graf. Sleman :

Deepublish (CV Budi Utama).

Munandar, A. (2023). Some properties on coprime graph of generalized quaternion

groups. BAREKENG: Jurnal [lmu Matematika dan Terapan, 17(3):1373-1380.

Rosen, K. H. (2011). Elementary number theory. Pearson Education London.

Yamasaki, Y. (2018). Ramanujan cayley graphs of the generalized quaternion
groups and the hardy-littlewood conjecture. Mathematical Modelling for Next-

Generation Cryptography: CREST Crypto-Math Project, pages 159-175.

74



	HALAMAN JUDUL
	HALAMAN PERSETUJUAN TUGAS AKHIR
	HALAMAN PENGESAHAN
	HALAMAN PERNYATAAN KEASLIAN
	HALAMAN PERSEMBAHAN
	HALAMAN MOTTO
	PRAKATA
	DAFTAR ISI
	DAFTAR TABEL
	DAFTAR GAMBAR
	DAFTAR LAMBANG
	INTISARI
	ABSTRACT
	PENDAHULUAN
	Latar Belakang Masalah
	Batasan Masalah
	Rumusan Masalah
	Tujuan Penelitian
	Manfaat Penelitian
	Tinjauan Pustaka
	Metode Penelitian
	Sistematika Penulisan

	PENUTUP
	Kesimpulan
	Saran

	DAFTAR PUSTAKA

