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INTISARI

ANALISIS TITIK TETAP PADA RUANG METRIK-D LENGKAP-0

Oleh

Dhiya Anisah Utami

20106010044

Ruang metrik-d merupakan hasil genaralisasi dari ruang metrik parsial. Ru-
ang metrik-d adalah himpunan tak kosong yang memenuhi tiga aksioma, yaitu ke-
samaan jika jaraknya 0, simetri dan ketaksamaan segitiga. Salah satu penerapan
dari ruang metrik-d adalah titik tetap. Skripsi ini menganalisis fungsi pada ruang
metrik-d lengkap-0 apabila barisan komposisi fungsi memenuhi beberapa kondisi,
sehingga mengakibatkan barisan tersebut konvergen ke suatu titik. Lebih lanjut,
titik tersebut merupakan titik tetap pada fungsi yang dimaksud. Selanjutnya, pada
bagian ahkir skripsi ini diberikan suatu contoh untuk mengilustrasikan analisis yang
telah dilakukan.
Kata kunci : Ruang Metrik, Ruang Metrik Parsial, Ruang Metrik-d, Titik Tetap,
Ruang Metrik-d Lengkap-0.
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ABSTRACT

A FIXED POINT ANALYSIS ON 0-COMPLETE D-METRIC SPACE

By

Dhiya Anisah Utami

20106010044

d-Metric spaces are a generalization of partial metric spaces. A d-metric
space is a non-empty set that satisfies three axioms, namely similarity if the distance
is 0, symmetry and triangle inequality. One of the applications of d-metric spaces
is fixed points. This thesis analyzes a function on a complete d-metric space-0 if
the composition line of the function satisfies some conditions, resulting in the line
converging to a point. Furthermore, that point is a fixed point of the function in
question. Furthermore, an example is given at the end of this thesis to illustrate the
analysis that has been done.
Keyword : Metric Space, Partial Metric Space, d-Metric Space, Fixed Point, 0-
Complete d-Metric Space.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Al-Qur’an merupakan kitab suci umat islam yang menjadi sumber dari segala

ilmu. Keagungan dan ketegasannya tidak ada tandingannya hingga akhir waktu.

Maka dari itu, sebagai muslim yang baik perlu menjadikannya sebagai rujukan

dalam perkembanga ilmu pengetahuan. Al-Qur’an menyatakan bahwa dalam per-

kembangan ilmu dibutuhkan menganalisis suatu kejadian menggunakan logika dan

pemikiran yang sistematis, sebagaimana firman Allah SWT dalam QS. Al-A’laa

ayat 1-5.

Artinya: ”Sucikanlah nama Tuhanmu yang Maha Tinggi, Yang menciptak-

an, lalu menyempurnakan (ciptaan-Nya). Yang menentukan kadar (masing-masing)

dan memberi petunjuk, dan yang menumbuhkan rerumputan, lalu dijadikan-Nya

(rumput-rumput) itu kering kehitam-hitaman.” Ayat tersebut menjelaskan bahwa

Allah memerintahkan kita untuk menganalisis terciptanya tumbuhan dari suatu ke-

jadian tersebut (Maarif,2015).

1
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Berdasarkan ayat Al-Qur’an tersebut menganalisis suatu kejadian dengan

logika dan pemikiran yang sistematis merupakan hal yang penting. Hal ini sejalan

dengan ilmu matematika yang memerlukan logika dan pemikiran sistematis. Pada

ilmu matematika, terdapat beberapa konsentrasi, salah satunya adalah analisis. Ana-

lisis yang kemudian memiliki beberapa cabang ilmu, salah satunya adalah analisis

fungsional.

Analisis fungsional adalah cabang ilmu matematika murni, khususnya ana-

lisis yang mempelajari suatu ruang seperti ruang metrik, ruang norm dan ruang

lainnya. Ilmu ini diperkuat oleh konsep-konsep dari ilmu analisis real, aljabar, per-

samaan diferensial biasa dan parsial serta kalkulus. Menurut Kreysziq pada tahun

1991 analisis fungsional merupakan cabang matematika abstrak yang berasal dari

analisis klasik.

Ruang metrik pertama kali dikenalkan pada tahun 1906 oleh Maurice Fréchet,

seorang matematikawan asal Prancis. Ruang metrik adalah suatu himpunan tak ko-

song yang dilengkapi dengan suatu metrik. Umumnya, ruang metrik disajikan de-

ngan notasi (X, d) dengan X adalah suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi

d dan d adalah suatu pemetaan himpunan tak kosong yang memenuhi empat ak-

sioma dan selanjutnya disebut metrik. Seiring perkembangan ilmu, ruang metrik

mengalami pengembangan sehingga muncul konsep ruang metrik baru.

Pada tahun 1992, Matthews mengembangkan konsep ruang metrik baru yang

dinamakan ruang metrik parsial. Pendefinisian pada ruang metrik parsial lebih

lemah dibandingkan ruang metrik. Pengembangan ini muncul sebagai tanggapan

terhadap permasalahan yang timbul dalam ilmu komputer, di mana dua titik yang

identik tidak selalu memiliki jarak nol. Perbedaan yang terlihat adalah pada aksi-

oma kedua pada ruang metrik, jarak antara dua titik yang identik akan selalu sama



3

dengan nol, sedangkan pada ruang metrik parsial jarak antara dua titik yang identik

tidak selalu nol.

Hitzler dan Seda memperkenalkan ruang metrik-d (dislocated metric spa-

ce). sebagai metrik dengan jarak dari suatu titik ke dirinya sendiri tidak selalu

bernilai nol pada tahun 2000, yang merupakan hasil pengembangan dari ruang me-

trik parsial. Menurutnya pendefinisian terhadap ruang metrik-d dimotivasi dengan

peran topologi dalam logika pemrograman semantik serta ruang metrik-d merupak-

an ruang yang lebih lemah dibandingkan ruang metrik parsial. Hal tersebut terlihat

pada aksioma ke empat pada ruang metrik parsial yang pada ruang metrik-d nilai

(p(y, y) = 0). Ruang metrik-d yang memenuhi definisi kelengkapan disebut ruang

metrik-d lengkap-0 atau lebih singkat disebut lengkap-0.

Pada ruang lengkap-0, terdapat salah satu pembahasan yang menarik untuk

dibahas, yaitu teorema titik tetap. Teorema titik tetap memiliki nilai penting dalam

matematika terapan, Karena aplikasinya memiliki hubungan dalam berbagai cabang

ilmu matematika. Menurut Malahayati pada tahun 2017, cabang ilmu tersebut me-

liputi persamaan diferensial, persamaan integral, dan bidang ilmu matematika lain-

nya terutama pada logika pemrograman dan teknik elektronik. Stefan Banach per-

tama kali memperkenalkan teorema titik tetap, yang lebih dikenal dengan Teorema

Titik Tetap Banach. Teorema tersebut menjadi dasar dalam penelitian yang dila-

kukan oleh Matthews, membahasnya pada ruang metrik parsial dan Lech Pasicki,

membahasnya pada ruang metrik-d lengkap-0.

Skripsi ini bertujuan untuk menyajikan pemahaman yang menyeluruh meng-

enai teorema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0. Selain membahas dan

menganalisis teorema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0, penelitian ini se-

cara sistematis akan membahas beberapa teorema pendukung yang memperkuat te-



4

orema utama. Selanjutnya, akan dibahas pula definisi ruang metrik parsial dan ru-

ang metrik-d yang menjadi dasar dalam pembuktian teorema titik tetap pada ruang

metrik-d lengkap-0. Lebih lanjut, akan disajikan langkah-langkah pembuktian yang

terstruktur serta contoh-contoh yang berkaitan.

1.2. Batasan Masalah

Berdasarkan latar belakang, batasan masalah pada skripsi ini mencakup te-

orema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0 serta pembuktian secara sistematis

dan terstruktur pada teorema tersebut. Adanya batasan masalah pada skripsi guna

menghindari pembahasan objek yang meluas dari topik utama tersebut.

1.3. Rumusan Masalah

Bersumber latar belakang dan batasan masalah yang telah dijelaskan sebelumnya,

maka perumusan masalah dapat disajikan sebagai berikut:

1. Bagaimana hubungan antara ruang metrik, ruang metrik parsial dan ruang

metrik-d?

2. Bagaimana sifat-sifat yang berlaku pada ruang metrik-d lengkap-0?

3. Bagaimana analisa pembuktian teorema titik tetap di ruang metrik-d lengkap-0?

1.4. Tujuan Penelitian

Penulis merancang penelitian ini dengan tujuan sebagai berikut:

1. Menganalisis dan memberikan contoh hubungan antara ruang metrik dengan

ruang metrik parsial serta ruang metrik-d.

2. Mengkaji sifat-sifat pada ruang metrik-d lengkap-0.



5

3. Menganalisis berlakunya teorema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0.

1.5. Manfaat Penelitian

Pada penelitian ini, beberapa manfaat yang diharapkan dapat diperoleh, di-

antaranya adalah:

1. Memberikan pemahaman berkenaan dengan hubungan ruang metrik, ruang

metrik parsial dan ruang metrik-d.

2. Memberikan pengetahuan sifat-sifat yang berlaku pada ruang metrik-d lengkap-0.

3. Memberikan pandangan tentang teori titik tetap pada ruang metrik baru yaitu

ruang metrik-d lengkap-0.

1.6. Tinjauan Pustaka

Ruang metrik parsial diperkenalkan oleh Matthews pada tahun 1992 pada

penelitinya yang berjudul ”Partial Metric Topology”. Kemudian Hitzler dan Seda

pada tahun 2000 mengembangkan ruang metrik parsial yang dinamai ruang metrik-

d pada penelitiannya yang berjudul ”Dislocated Topologies”. Penelitian mengenai

ruang metrik-d telah banyak dilakukan antara lain kelengkapan pada ruang metrik-d

dan teorema titik tetap pada ruang metrik-d.

Pada tahun 2015, Leck Pasicki menjelaskan definisi ruang metrik-d lengkap-

0 dan disertai contoh yang belum dibuktikan. Kemudian, pada tahun 2016 kembali

meneliti teorema titik tetap untuk pemetaan kontraktif pada ruang metrik-d yang

termotivasi dari penelitian yang dilakukan oleh Meir dan Keeler. Selanjutnya, dita-

hun 2020 Leck Pasicki kembali melakukan penelitian. Pada penelitiannya tersebut

menjelaskan hubungan antara ruang metrik, ruang metrik parsial dan ruang metrik-d

dan pembahasan utama mengenai teorema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-
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0. Teorema tersebut akan menjadi teorema utama pada penelitian ini.

Selain mengacu pada literatur diatas, Penulisan menggunakan hasil peneliti-

an sebelumnya antara lain: skripsi Ashlihatul Hidayati 2023 yang berjudul ”Keleng-

kapan ruang metrik terdislokasi” penelitian tersebut membahas mengenai keleng-

kapan pada ruang metrik-d dan skripsi Mutia Utami yang berjudul ”Teorema Titik

Tetap pada Ruang Dislocated Quasi Metrik tanpa Menggunakan Sifat Kekontinuan

Fungsi” penelitian tersebut membahas teorema titik tetap pada ruang metrik-dq.

Penelitian juga menggunakan beberapa rujukan pendamping yaitu buku yang

berjudul Introduction to Real Analysis karya Robert G. Bartle dan Donald R. Sher-

bert serta ”Metric spaces” karya Satish Shirali dan Harkrishan L. Vasudeva 2006.

Dua rujukan tersebut merupakan rujukan yang mempermudah penulis dalam pema-

haman dalam menganalisis teorema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0.

1.7. Metode Penelitian

Metode studi literatur dipilih sebagai pendekatan utama dalam penyusun-

an skripsi ini. Menggunakan metode ini, penulis mendalami sumber-sumber yang

berkaitan dengan penelitian, khususnya terkait dengan teorema titik tetap pada ru-

ang metrik-d lengkap-0. Selanjutnya, penelitian ini menerapkan pendekatan ilmiah

yang bersifat kualitatif, di mana segala pendapat dan penilaian disajikan secara jelas

dan tidak rumit. Pendekatan ini diharapkan dapat memberikan dukungan maksimal

dalam pengembangan pembahasan.

Penelitian ini bermula pada ruang metrik. Pada ruang metrik banyak sifat

yang berlaku seperti definisi kelengkapan dan definisi pemetaan kontraktif. Selan-

jutnya dari kedua definisi tersebut diperoleh suatu teorema yaitu teorema titik tetap

pada ruang metrik lengkap yang menjelaskan jika diberikan ruang metrik lengkap
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dan berlaku pemetaan kontraktif maka mempunyai titik tetap yang tunggal.

Penelitian ini berlanjut pada hasil perkembangan dari ruang metrik yaitu ru-

ang metrik parsial. Pada ruang metrik parsial dijelaskan hubungan antara ruang

metrik dengan ruang metrik parsial disertai contoh yang berlaku. Selanjutnya ruang

metrik parsial berkembang menjadi ruang metrik-d. pada ruang metrik-d dijelaskan

hubungan antara ruang metrik parsial dengan ruang metrik-d dan sifat yang berla-

ku pada ruang metrik-d yaitu definisi pada kelengkapan yang dinamai lengkap-0

dan pemetaan kontraktif pada ruang metrik-d. Kemudian, dari dua definisi tersebut

didapat teorema utama yaitu teorema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0.

Inti dari penelitian ini terfokus pada teorema utama yaitu teorema titik te-

tap pada ruang metrik-d lengkap-0. Pembahasan mengenai hal ini akan diuraikan

dengan menjelaskan setiap langkah pembuktian yang terkait dengan teorema titik

tetap pada ruang metrik-d lengkap-0 dan dilengkapi dengan contoh yang mengilus-

trasikan teorema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0, dengan merujuk pada

penelitian yang dilakukan oleh Leck Pasicki pada tahun 2020.

Dalam rangka meningkatkan kejelasan dan memudahkan pemahaman,penelitian

ini akan disertai dengan penjelasan rinci mengenai alur penelitian yang akan diba-

has. Penjelasan ini bertujuan untuk memberikan pandangan umum yang lebih je-

las kepada pembaca mengenai struktur dan perjalanan penelitian yang dilakukan.

Adanya gambaran ini, pembaca diharapkan dapat mengikuti seiap tahap penelitian

dengan mudah dan memperoleh pemahaman mendalam tentang proses dan metode

penelitian yang digunakan. Oleh karena itu, berikut ini merupakan gambaran umum

mengenai alur penelitian yang akan diuraikan secara rinci pada bab-bab selanjutnya:
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Gambar 1.1 Alur Penelitian

1.8. Sistematika Penulisan

Penulis membagi sistematika penulisan menjadi empat bab. Bab pertama

mencakup latar belakang masalah, batasan masalah, rumusan masalah, tujuan pe-

nelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika

penulisan.

Bab dua menyajikan dasar-dasar teori untuk mempermudah dalam pema-

haman terhadap pembahasan yang akan diuraikan pada bab-bab selanjutnya. Bab

ini menjelaskan dasar-dasar analisis real, definisi ruang metrik beserta sifat yang

berlaku, dan penjelasan teorema titik tetap pada ruang metrik.

Bab tiga menjelaskan definisi ruang metrik parsial beserta sifat yang berlaku,

definisi ruang metrik-d beserta sifat yang berlaku, definisi lengkap-0, dan pembuk-

tian teorema titik tetap yang berlaku pada lengkap-0.

Bab empat, bab ini merupakan penutup yang berisikan tentang kesimpulan

dari pembahasan bab-bab sebelumnya dan saran dari penulis terhadap pengembang-

an penelitian.



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya dapat disimpulkan bahwa:

1. Hubungan antara ruang metrik dengan ruang metrik parsial adalah setiap him-

punan tak kosong yang dilengkapi metrik, merupakan ruang metrik parsial

dan tidak berlaku sebaliknya. Sementara itu, hubungan antara ruang metrik

parsial dengan ruang metrik-d adalah setiap himpunan tak kosong yang di-

lengkapi metrik parsial, merupakan ruang metrik-d dan tidak berlaku seba-

liknya. Ketiga ruang tersebut semuanya memenuhi konsep dasar positifitas,

kesamaan, simetris dan ketaksamaaan segitiga.

2. Sifat-sifat yang berlaku pada ruang metrik-d salah satunya adalah apabila di-

berikan ruang metrik-d dan barisan xn jika jarak antara xn+1 dan xn mende-

kati 0 untuk n tak hingga dan memenuhi Lemma 3.2.11, Berakibat jarak xn

dan xm mendekati 0 untuk n,m tak hingga dan apabila ruang metrik-d me-

rupakan ruang metrik-d lengkap-0 akibatnya xn konvergen ke suatu titik di

X .

3. Pada pembuktian aplikasi titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0 sebelum-

nya, diperlukan sifat yang mengatakan apabila ruang metrik-d merupakan ru-

ang metrik-d lengkap-0 maka xn konvergen ke suatu titik di X . Selanjutnya,

dalam membuktikan teorema ini dimulai dengan membetuk barisan kompo-

sisi fungsi. Kemudian, akan ditujukan barisan tersebut merupakan barisan

46
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konvergen ke suatu titik di X . Oleh kerena itu, diperoleh bahwa barisan ter-

sebut memiliki suatu titik tetap.

4.2. Saran

Setelah menyelesaikan penelitian ini, penulis menyarankan:

1. Penelitian ini hanya sebatas membahas konsep dasar pada ruang metrik-d dan

teorema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0. Pembuktian teorema titik

tetap pada ruang metrik-d lengkap-0 dapat dikembangkan agar dapat dite-

rapkan pada contoh-contoh yang lebih rumit dengan memenuhi syarat pada

Teorema 3.2.12.

2. Pada penelitian ini pada ruang metrik parsial diberikan definisi p-Cauhy dan

p-konvergen. Berdasarkan kedua definisi tersebut dapat buktikan jika setiap

barisan konvergen di ruang metrik parsial, maka barisan Cauchy dan dapat

dikembangkan contoh untuk ruang metrik parsial lengkap.

3. Contoh-contoh yang diberikan untuk ruang metrik-d lengkap-0 dirasa ma-

sih sangat kurang sehingga perlu adanya penelitian lebih lanjut yang memba-

has dan mengembangkannya agar memperoleh contoh-contoh ruang metrik-d

lengkap-0 yang lebih beragam.

4. Penelitian tentang teorema titik tetap pada ruang metrik-d lengkap-0 dapat

dikembangkan menjadi pembahasan yang lebih rumit seperti pada pemetaan

siklik, ruang metrik-dq dan metrik flet.

Semoga tugas akhir ini dapat menjadi acuan dan sumber inspirasi bagi pem-

baca untuk mengembangkan lebih lanjut tentang teorema titik tetap, khususnya da-

lam pembahasan yang telah dibahas.
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