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INTISARI

HUBUNGAN KETAKSAMAAN SEGITIGA DAN KETAKSAMAAN

CAUCHY-SCHWARZ MENGGUNAKAN SEMI INNER PRODUK TAPIA

Oleh

Silvia Rachmawati

20106010040

Ketaksamaan segitiga dan ketaksamaan Cauchy-Schwarz telah banyak di-
kembangkan oleh para peneliti khususnya di bidang matematika analisis. Skripsi
ini membahas beberapa ketaksamaan yang diperoleh dari ketaksamaan segitiga di
ruang bernorma. Ketaksamaan tersebut merupakan bentuk lain dari jarak Clarkson
dan bentuk khusus dari ketaksamaan Maligranda. Peranan semi inner produk Tapia
dalam mendapatkan ketaksamaan Cauchy-Schwarz di ruang bernorma dibahas pula
dalam skripsi ini. Hasil tersebut digunakan untuk menganalisis hubungan ketaksa-
maan segitiga dan ketaksamaan Cauchy-Schwarz di ruang inner produk. Selain itu,
semi inner produk Tapia juga berperan dalam membentuk suatu representasi lain
dari ketaksamaan Cauchy-Schwarz di ruang inner produk.
Kata kunci : ketaksamaan Cauchy-Schwarz, ketaksamaan segitiga, ruang bernor-
ma, ruang inner produk, semi inner produk Tapia.
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ABSTRACT

JUDUL SKRIPSI DALAM BAHASA INGGRIS

By

Silvia Rachmawati

20106010040

Triangle inequality and Cauchy-Schwarz inequality have been developed by
many researchers especially in the aspect of analytical mathematics. This thesis
discusses some inequalities obtained from the triangle inequality in normed spaces.
The results obtain two inequalities which are another form of the Clarkson dis-
tance and a special form of the Maligranda inequality. The role of Tapia’s semi
inner product in obtaining the Cauchy-Schwarz inequality in normed spaces is also
presented in this thesis. The results are used to analyze the relationship between
triangle inequality and Cauchy-Schwarz inequality in inner product spaces. In ad-
dition, Tapia’s semi inner product also contributes to form another representation of
the Cauchy-Schwarz inequality in inner product spaces.
Keyword : Cauchy-Schwarz inequality, inner product space, normed space, Tapia
semi inner product, triangle inequality.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Setiap manusia diciptakan Allah Subhanahu wa Ta’ala dengan diberikan

akal agar dapat berpikir atas karunia yang diturunkan-Nya. Banyak kandungan ayat

al-Qur’an yang berisi tentang perintah agar manusia menggunakan akalnya sebagai

sarana untuk berpikir. Sebagaimana firman Allah Subhanahu wa Ta’ala dalam QS.

Ali ’Imran ayat 190 yang berbunyi:

Artinya: “Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya

malam dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal.”

Berdasarkan QS. Ali Imran ayat 190 tersebut apabila dikaitkan dengan pem-

bahasan dalam matematis, berpikir adalah kata lain dari proses penalaran. Salah

satu cabang ilmu di matematika adalah analisis. Analisis matematika lebih mene-

kankan pada pengembangan konsep dasar dan teori sehingga proses penalaran pen-

ting digunakan untuk memperoleh prinsip-prinsip yang berupa definisi, aksioma,

teorema serta pembuktiannya.

Ilmu matematika sangat berperan di segala bidang ilmu dalam kehidupan,

bahkan sering disebut sebagai “Ratu Ilmu”. Seiring berkembangnya ilmu pengeta-

huan, ilmu matematika juga banyak mengalami perkembangan khususnya matema-

tika analisis fungsional. Salah satu topik yang banyak mengalami perkembangan
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dalam analisis fungsional adalah topik tentang ruang bernorma. Ruang bernorma

merupakan ruang vektor atas lapangan real atau kompleks. Ruang vektor atas suatu

lapangan merupakan himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi pen-

jumlahan pada vektor dan pergandaan skalar serta memenuhi beberapa aksioma.

Setiap vektor memiliki panjang vektor yang disebut dengan norma. Norma meru-

pakan fungsi bernilai real yang didefinisikan pada sebuah ruang vektor sedemikian

sehingga memiliki sifat seperti jarak, yaitu non-negatif, definit positif, homogenitas

positif, dan berlaku ketaksamaan segitiga. Selanjutnya, himpunan tak kosong yang

dilengkapi dengan suatu norma disebut ruang bernorma.

Ketika dua vektor bersifat ortogonal, maka dalam beberapa hal keduanya

bersifat tegak lurus. Namun secara geometri, apabila ruang vektor berdimensi tak

hingga yang elemen-elemennya merupakan fungsi akan sulit terlihat. Oleh karena

itu dibutuhkan suatu gagasan yang lebih abstrak tentang ortogonalitas. Konsep ter-

sebut dapat dinyatakan dalam bahasan teori hasil kali dalam/inner produk. Konsep

inner produk pada suatu ruang vektor dikenalkan pertama kali oleh Giuseppe Peano

tahun 1898. Ruang inner produk atau dikenal juga dengan ruang pre-Hilbert meru-

pakan suatu ruang yang dilengkapi sebuah struktur yang dinamakan inner produk.

Inner produk adalah fungsi yang memetakan pasangan vektor ke besaran skalar.

Apabila norma sebuah vektor adalah akar kuadrat dari hasil kali dalam vektor itu

sendiri maka ruang tersebut menjadi ruang inner produk (ruang hasil kali dalam).

Salah satu pembahasan yang penting dalam ruang inner poduk terkait ketak-

samaan adalah ketaksamaan Cauchy-Schwarz. Ketaksamaan ini dikenal juga seba-

gai ketaksamaan Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz, ketaksamaan untuk penjumlahan

dikenalkan oleh Augustin-Louis Cauchy pada tahun 1821, sedangkan ketaksama-

an untuk integral ditunjukkan pertama kali oleh Viktor Bunyakovsky pada tahun
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1859 dan Herman Amandous Schwarz, membuktikan versi integral ini dengan cara

berbeda.

Ketaksamaan Cauchy-Schwarz menyatakan bahwa untuk setiap vektor u

dan v di ruang inner produk berlaku

⟨u, v⟩2 ≤ ⟨u, u⟩.⟨v, v⟩, (1.1)

dengan ⟨., .⟩ merupakan inner produk. Berdasarkan hal tersebut dapat didefinisikan

norma dari vektor u yaitu

∥u∥ :=
√
⟨u, u⟩.

Oleh karena itu, ∥u∥2 := ⟨u, u⟩ dengan ⟨u, u⟩ selalu bernilai non-negatif. Apabila

Ketaksamaan 1.1 diakarkan maka diperoleh

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥ ∥v∥ . (1.2)

Ketaksamaan 1.2 lebih populer dibandingkan Ketaksamaan 1.1, lebih lanjut ketak-

samaan ini dikenal dengan ketaksamaan Cauchy-Schwarz. Teori tersebut mengala-

mi banyak perkembangan bahkan dapat dimodifikasi di berbagai ruang, salah satu-

nya di ruang bernorma. Menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarz dan sifat-sifat

inner produk diperoleh suatu ketaksaman yang disebut ketaksamaan segitiga. Ben-

tuk ketaksamaan segitiga dihasilkan menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarz

dan sifat hasil kali dalam, yaitu untuk setiap u, v anggota ruang bernorma X berla-

ku:

∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ .

Ketaksamaan Cauchy-Schwarz dan ketaksamaan segitiga mengalami banyak per-

kembangan, yang terbaru adalah dengan memodifikasi norma menggunakan suatu

inner produk yang disebut sebagai semi inner produk Tapia. Semi inner produk
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Tapia pertama kali dikenalkan oleh Tapia pada tahun 1973. Tapia mendefinisikan

semi inner produk tersebut dengan memanfaatkan derivative Gateaux yang meme-

nuhi aksioma-aksioma semi inner produk Tapia.

Topik tentang Ketaksamaan Cauchy-Schwarz dan ketaksamaan segitiga de-

ngan menggunakan semi inner produk Tapia merupakan pengetahuan yang relatif

baru (mulai dikenalkan oleh Muncelete tahun 2020). Oleh karena itu, berdasarkan

konstruksi yang telah dilakukan oleh Muncelete dkk, peneliti tertarik untuk mem-

bahas hal tersebut secara terperinci dan sistematis dalam memahami konsep atau

teorema-teorema yang diberikan.

1.2. Batasan Masalah

Batasan masalah dalam penulisan skripsi sangat penting agar pembahasan

dapat fokus dan terarah sesuai tujuan yang dimaksud. Berdasarkan latar belakang

di atas, skripsi ini akan membahas beberapa estimasi ketaksamaan segitiga diruang

bernorma atas lapangan bilangan real. Selanjutnya dibahas pula beberapa pengem-

bangan ketaksamaan Cauchy-Schwarz yang diperumum menggunakan semi inner

produk Tapia. Pada pembahasan dalam skripsi ini, ruang bernorma yang dimak-

sud adalah ruang vektor bernorma atas lapangan bilangan real. Dilain pihak, pada

pembahasan ketaksamaan Cauchy-Schwarz di ruang inner produk, ruang yang di-

maksud adalah ruang inner produk atas bilangan kompleks.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

kemudian dirumuskan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana peranan ketaksamaan segitiga untuk membangun suatu ketaksa-
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maan baru di ruang bernorma?

2. Bagaimana peranan semi inner produk Tapia dalam membentuk ketaksamaan

Cauchy-Schwarz di ruang bernorma?

3. Bagaimana hubungan ketaksamaan segitiga dan ketaksamaan Cauchy-Schwarz

di ruang inner produk atas bilangan kompleks?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menganalisis peranan ketaksamaan segitiga untuk membangun suatu ketak-

samaan baru di ruang bernorma.

2. Menganalisis peranan semi inner produk Tapia dalam membentuk ketaksa-

maan Cauchy-Schwarz di ruang bernorma.

3. Menganalisis hubungan ketaksamaan segitiga dan ketaksamaan Cauchy-Schwarz

di ruang inner produk atas bilangan kompleks.

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Memberikan pengetahuan tentang peranan ketaksamaan segitiga untuk mem-

bangun suatu ketaksamaan baru di ruang bernorma serta langkah-langkah

pembuktian.

2. Memberikan uraian peranan semi inner produk Tapia dalam membentuk ke-

taksamaan Cauchy-Schwarz di ruang bernorma.
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3. Memberikan bahan literatur sebagai kajian lebih lanjut untuk pembaca agar

termotivasi mempelajari hubungan ketaksamaan segitiga dan ketaksamaan

Cauchy-Schwarz.

1.6. Tinjauan Pustaka

Acuan yang digunakan dalam penulisan skripsi ini bersumber dari buku,

makalah, jurnal, dan skripsi. Konsep ketaksamaan Cauchy-Schwarz dalam ruang

inner produk kompleks dikembangkan oleh Cauchy,1992. Selanjutnya Aldaz,2009,

dan Dragomir,2005 membahas lebih lanjut sifat-sifat ketaksamaan Cauchy-Schwarz

dalam kasus kompleks.

Selain ketaksamaan Cauchy-Schwarz, ketaksamaan lainnya yang cukup po-

puler adalah ketaksamaan segitiga. Perkembangan ketaksamaan segitiga sudah ba-

nyak dikembangkan oleh para matematikawan. Maligranda,2008 mengembangkan

sifat-sifat ketaksamaan segitiga diruang bernorma. Pečarić & Rajić, 2013 mengka-

rakterisasi dan memperumum sifat-sifat ketaksamaan segitiga di ruang bernorma.

Dadipour et al.,2012 mengembangkan ketaksamaan segitiga di ruang bernorma Rn.

Selanjutnya Minculete & Păltănea, 2017 membahas ketaksamaan segitiga menggu-

nakan konsep semi inner produk Tapia dan integral.

Penulisan skripsi ini mengacu pada literatur utama yang ditulis oleh Mincu-

lete dan Reza Moradi dengan judul “Some Improvements of the Cauchy-Schwarz

Inequality Using the Tapia Semi-Inner-Product” tahun 2020. Minculete & Mora-

di,2020 mengenalkan ketaksamaan Cauchy-Schwarz dengan memanfaatkan semi in-

ner produk Tapia serta sifat-sifatnya. Artikel ini menarik untuk dibahas, sebab pem-

bahasannya menggunakan konsep semi inner produk lain yaitu semi inner produk

Tapia. Merujuk pada literatur utama tersebut, skripsi ini akan membahas hubungan
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ketaksamaan segitiga dan ketaksamaan Cauchy-Schwarz menggunakan semi inner

produk Tapia. Selanjutnya akan dijelaskan secara terperinci bentuk ketaksamaan

lain yang diperoleh dari ketaksamaan segitiga.

1.7. Metode Penelitian

Penyusunan skripsi ini menggunakan metode studi literatur. Mulai dari

mempelajari konsep-konsep dasar bilangan real dan bilangan kompleks. Konsep-

konsep dasar tersebut digunakan dalam memahami konsep dan sifat-sifat ruang ber-

norma, ruang inner produk. Lebih lanjut, skripsi ini juga menggunakan pendekatan

secara ilmiah yang bersifat kualitatif, yaitu secara eksplisit menuangkan pendapat

dan ide-ide berupa gagasan dalam bentuk contoh dan melengkapi pembuktian. Oleh

karena itu, penelitian ini diawali dengan mempelajari dasar-dasar analisis real, ru-

ang bernorma, dan ruang inner produk. Setelah bekal dianggap cukup, selanjut-

nya penelitian ini memaparkan konsep dan beberapa sifat semi inner produk Tapia.

Kemudian konsep tersebut digunakan dalam menjelaskan beberapa estimasi ketak-

samaan segitiga dalam ruang bernorma atas lapangan bilangan real. Hasil itu di-

gunakan untuk mempelajari beberapa konsep ketaksamaan Cauchy-Schwarz yang

dibangun dengan memanfaatkan konsep semi inner produk Tapia. Rujukan utama

dalam membahas skripsi ini adalah jurnal (Minculete & Moradi, 2020). Beberapa

langkah pembuktian teorema tidak dijelaskan pada jurnal tersebut. Oleh sebab itu,

perlu pembuktian secara detail dan sistematis menggunakan rujukan baik jurnal-

jurnal maupun buku-buku pendukung lainnya yang saling berhubungan. Hal ini

diharapkan agar tidak ada keraguan dalam memahaminya. Berikut ini bagan proses

penelitian yaitu
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Gambar 1.1 Proses Penelitian

1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini terba-

gi menjadi empat bab. Pada bab satu ini membahas tentang latar belakang masalah,

batasan masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, tinjauan

pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan. Pada bab dua ini mempe-

lajari konsep-konsep sebagai landasan teori dalam penyusunan skripsi ini. Berikut

ini konsep-konsep sebagai landasan teori diantaranya dasar analisis real, definisi

dan sifat-sifat ruang bernorma, definisi ruang inner produk dan sifat-sifatnya ser-

ta hubungan norma dengan inner produk. Selanjutnya pembahasan bab tiga ini

akan menjelaskan definisi dan sifat-sifat semi inner produk Tapia dengan langkah-

langkah pembuktiannya. Terakhir bab empat ini berisikan kesimpulan dan saran

terhadap pengembangan penelitian.



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Ketaksamaan segitiga di ruang bernorma sangat berperan dalam mengha-

silkan ketaksamaan baru. Diperoleh dua bentuk ketaksamaan yang dibangun dari

ketaksamaan segitiga tersebut. Ketaksamaan pertama mengakibatkan suatu ketak-

samaan yang baru sehingga dapat dinyatakan dalam bentuk ketaksamaan yang me-

libatkan nilai maksimum dan minimum. Selanjutnya ketaksamaan ini dapat dinya-

takan lain dengan memanfaatkan jarak sudut (angular distance) dan jarak kemiring-

an sudut (skew angular distance). Ketaksamaan kedua yang dihasilkan merupakan

bentuk lain dari jarak Clarkson dan bentuk khusus dari ketaksamaan Maligranda.

Semi inner produk yang didefinisikan oleh Tapia atau secara singkat semi

inner produk Tapia sangat berperan dalam membentuk suatu representasi lain dari

ketaksamaan Cauchy-Schwarz di ruang inner produk. Proses dalam pembentukan

ketaksamaan tersebut tidak lepas dari sifat-sifat semi inner produk Tapia serta ketak-

samaan yang telah dihasilkan sebelumnya. Selain itu juga diperoleh ketaksamaan

baru yang merupakan karakterisasi antara ketaksamaan segitiga dan ketaksamaan

Cauchy-Schwarz, dengan mengasumsikan bahwa nilai inner produknya sama de-

ngan nilai semi inner produk Tapia.

Menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarz di ruang inner produk atas bi-

langan kompleks dan norma yang dibangun oleh inner produk tersebut, diperoleh

dua ketaksamaan baru. Ketaksamaan pertama merupakan karakterisasi dari ketak-

58
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samaan segitiga di ruang bernorma yang dinyatakan dengan menggunakan bagian

real dari inner produk. Sedangkan ketaksamaan kedua diperoleh dengan meng-

gunakan sifat-sifat inner produk serta norma dan memanfaatkan hasil pada bagian

sebelumnya sehingga terlihat hubungan antara ketaksamaan segitiga dengan ketak-

samaan Cauchy-Scahwarz.

4.2. Saran

Berdasarkan proses penelitian penulis, saran yang dapat penulis berikan:

1) Skripsi ini hanya mempelajari hubungan ketaksamaan segitiga dan ketaksa-

maan Cauchy-Schwarz yang dibangun oleh semi inner produk Tapia di ruang

bernorma dan ruang inner produk. Oleh karena itu, perlu dikembangkan lagi

di ruang lainnya pada analisis fungsional.

2) Skripsi ini hanya mempelajari ketaksamaan Cauchy-Schwarz menggunakan

semi inner produk Tapia sehingga penelitian ini dapat dikembangkan lagi pa-

da ketaksamaan lainnya.

3) Skripsi ini belum memuat contoh-contoh untuk memberikan ilustrasi setiap

teorema pada pembahasan. Oleh karena itu, disarankan peneliti selanjutnya

menyajikan contoh tersebut.

Demikian kesimpulan dan saran dalam skripsi ini. Semoga tugas akhir ini dapat

menginspirasi dan memberikan manfaat kepada pembaca untuk lebih lanjut meng-

embangkan penelitian ini.
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