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INTISARI

ANALISIS KETERBATASAN OPERATOR BESSEL-RIESZ DI RUANG

LEBESGUE YANG TERDEFINISI PADA RUANG METRIK UKURAN

Oleh

AWAL FEBRIANTONO

20106010050

Keterbatasan operator Bessel-Riesz telah banyak diteliti dan dikembangkan
oleh para peneliti khususnya di bidang matematika analisis. Penelitian ini membahas
keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang Lebesgue yang terdefinisi pada ruang
metrik ukuran. Operator Bessel-Riesz merupakan konvolusi dari kernel Bessel-
Riesz dan fungsi di ruang Lebesgue. Sebelum membuktikan keterbatasan operator
Bessel-Riesz, terlebih dahulu ditunjukkan bahwa kernel Bessel-Riesz memenuhi
syarat keanggotaan di ruang L'. Selain itu, dalam pembuktiannya dimanfaatkan
pula keterbatasan operator maksimal Hardy-Littlewood di ruang Lebesgue. Dengan
memanfaatkan sifat keanggotaan kernel Bessel-Riesz di ruang L' dan keterbatasan
operator maksimal Hardy-Littlewood, operator Bessel-Riesz terbatas dari L” ke L”.
Kata kunci : kernel Bessel-Riesz, operator Bessel-Riesz, ruang Lebesgue, ruang
metrik ukuran
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ABSTRACT

ANALYSIS OF THE BOUNDEDNESS OF BESSEL-RIESZ OPERATORS IN

LEBESGUE SPACES DEFINED ON METRIC MEASURE SPACES

By

AWAL FEBRIANTONO

20106010050

The limitations of the Bessel-Riesz operator have been extensively studied
and developed by researchers, particularly in the field of mathematical analysis.
This research examines the boundedness of the Bessel-Riesz operator in Lebesgue
spaces defined on metric measure spaces. The Bessel-Riesz operator is a convolution
of the Bessel-Riesz kernel and functions in Lebesgue spaces. Before proving the
boundedness of the Bessel-Riesz operator, it is first shown that the Bessel-Riesz
kernel satisfies the membership condition in the L' space. Furthermore, the proof
also utilizes the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator in Lebesgue
spaces. By leveraging the membership property of the Bessel-Riesz kernel in the L!
space and the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator, the Bessel-
Riesz operator is shown to be bounded from L” to L”.

Keyword :Bessel-Riesz kernel, Bessel-Riesz operator, Lebesgue spaces, Metric
measure spaces
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Analisis Fungsional merupakan salah satu bagian yang menarik dalam kon-
sentrasi analisis pada bidang matematika. Diantara topik yang banyak dibahas oleh
para peneliti adalah konsep tentang operator. Operator merupakan suatu pemetaan
atau fungsi yang bertindak pada elemen-elemen suatu ruang untuk menghasilkan
elemen-elemen dari suatu ruang yang baru. Operator memiliki sifat-sifat penting se-
perti sifat keterbatasan, kompak, dan memiliki derajat tertentu dalam regularitasnya.

Salah satu operator yang diteliti baru-baru ini adalah operator Bessel-Riesz.

Operator Bessel-Riesz adalah jenis operator integral singular yang bekerja
pada suatu fungsi dengan mengkonvolusikannya dengan kernel Bessel-Riesz. Ope-
rator ini didefinisikan dalam ruang metrik dan sangat berguna dalam studi tentang
ruang ukuran. Studi tentang operator Bessel-Riesz merupakan alat yang fundamental
dalam analisis harmonik dan memiliki aplikasi dalam bidang matematika lainnya
seperti persamaan diferensial parsial dan analisis kompleks (Eridani| (2023)). Pene-
litian telah dilakukan untuk mengkaji keterbatasan operator Bessel-Riesz di dalam
suatu ruang, khususnya dalam konteks ruang Lebesgue dan ruang Morrey (Idris et al.

016)).

Ruang Lebesgue merupakan ruang fungsi yang menggunakan perluasan
dari norm-p untuk dimensi berhingga dari ruang vektor (Lebesgue|(1902)). Nama

dari Lebesgue diambil dari seorang matematikawan prancis yang bernama Henry



Lebesgue. Hal yang memotivasi adanya konsep ruang lebesgue adalah konsep
integral riemann, kemudian konsep tersebut digunakan dalam mendefinisikan integral
lebesgue. Seiring berjalannya penelitian mengenai ruang Lebesgue, pada tahun 1938
C.B. Morrey memperkenalkan perumuman dari ruang Lebesgue yaitu ruang Morrey.
Ruang Morrey sering dijumpai ketika mempelajari operator Schrodinger dan teori
potensial. Penelitian mengenai ruang Morrey telah banyak dilakukan, salah satunya

keterbatasan operator di ruang Morrey.

Penelitian tentang keterbatasan operator Bessel-Riesz dalam ruang metrik
ukuran baru-baru ini diteliti oleh Mehmood dkk. (2023). Ruang metrik merupakan
himpunan dengan fungsi metrik yang mendefinisikan jarak antara elemen-elemen
himpunan. Penelitian ruang metrik telah banyak dikembangan oleh para peneliti,
salah satu yang digunakan pada penelitian Mehmood dkk. (2023) yaitu ruang metrik
ukuran. Ruang metrik ukuran adalah ruang metrik yang dilengkapi dengan ukuran
lengkap ;.. Penggunaan ruang metrik ukuran pada penelitian ini digunakan sebagai

definisi di operator Bessel-Riesz.

Penelitian darit Mehmood dkk. (2023) sangat menarik, sebab meneliti tentang
keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang Lebesgue dan ruang Morrey yang
terdefinisi dalam ruang metrik ukuran. Untuk meneliti keterbatasan dari operator
Bessel-Riesz ini dekomposisi diadik sederhana dan operator maksimal diterapkan
dalam pembukitannya. Berdasarkan hal tersebut, penulis tertarik untuk menganalisis
keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang Lebesgue dan ruang Morrey yang
terdefinisi pada ruang metrik ukuran. Tidak hanya karena penelitian ini merupakan
penelitian yang baru, tetapi operator ini sangat berguna sebagai alat yang fundamental
dalam analisis harmonik. Juga memiliki aplikasi dalam bidang matematika seperti

persamaan differensial parsial dan analisis komplek.



1.2. Batasan Masalah

Adanya batasan masalah pada penelitian ini diperlukan untuk menghindari
pembahasan yang meluas dari topik utama. Penelitian ini akan membuktikan keter-
batasan operator Bessel-Riesz pada ruang Lebesgue L” ke L” yang terdefinisi pada
ruang metrik ukuran, untuk kernel Bessel-Riesz anggota L'. Oleh karena itu dalam
penelitian ini tidak akan menyajikan hasil-hasil diluar semesta pembicaraan yang

disebutkan diatas.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,
rumusan masalah yang akan dibahas pada penelitian ini adalah bagaimana analisis
keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang Lebesgue yang terdefinisi pada ruang

metrik ukuran?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penyusunan penelitian ini adalah untuk menganalisis keterbatasan

operator Bessel-Riesz di ruang Lebesgue yang terdefinisi pada ruang metrik ukuran.

1.5. Manfaat Penelitian

Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat, antara lain sebagai

berikut:

1. Memberikan pengetahuan tentang keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang
Lebesgue yang terdefinisi pada ruang metrik ukuran, serta disajikan langkah-

langkah pembuktian secara rinci.

2. Penelitian ini diharap dapat dijadikan sebagai salah satu referensi untuk dapat



dikaji lebih lanjut, sehingga mampu menjadi motivasi bagi pembaca untuk

mempelajari perkembangan dari operator Bessel-Riesz dan ruang Lebesgue.

1.6. Tinjauan Pustaka

Ruang Lebesgue pertama kali diperkenalkan oleh Henri Lebesgue pada tahun
1902 pada penelitiannya yang berjudul Intégrale, Longueur, Aire”. Kemudian
pada tahun 1938 C.B. Morrey memperkenalkan perumuman dari ruang Lebesgue
yang selanjutnya disebut sebagai ruang Morrey, dari penelitian yang berjudul ”On
the Solutions of Quasi Linear Elliptic Partial Differentail Equations”. Penelitian
mengenai ruang Lebesgue dan ruang Morrey telah banyak dilakukan. Salah satu dari
sekian penelitiannya merupakan penelitian keterbatasan operator di ruang Lebesgue

atapun di ruang Morrey.

Operator integral fraksional merupakan salah satu operator yang diteliti
keterbatasannya pada ruang Lebesgue dan ruang Morrey. Kurata dkk. (2000)
telah meneliti keterbatasan operator integral fraksional di ruang Morrey beserta
aplikasinya di dalam persamaan schrodinger. Selanjutnya, Eridani dkk. (2009)
meneliti keterbatasan operator integral fraksional di ruang Lebesgue dan ruang
Morrey. Bukti yang didapat dari penelitian tersebut, operator integral fraksional
terkendala dalam ruang Morrey berbobot di ruang ukuran kuasimetrik. Setelah itu,
keterbatasan operator integral fraksional pada ruang Lebesgue dan ruang Morrey
telah dibuktikan oleh Idris dkk. (2016). Giirbiiz (2017) juga telah membuktikan

keterbatasan operator integral fraksional di ruang Morrey yang diperumum.

Selain operator integral fraksional, terdapat operator Bessel-Riesz yang di-
teliti keterbatasannya pada ruang Lebesgue dan ruang Morrey. Penelitian dari M.

Idris dkk. (2016) telah membuktikan keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang



Lebesgue dan ruang Morrey. Selanjutnya operator Bessel-Riesz kembali diteliti pada
tahun 2021 oleh Mehmood dan Eridani, penelitian ini mengembangkan penelitian
dari M. Idris dkk. (2016) dengan membahas keterbatasan operator Bessel-Riesz
di ruang Lebesgue berbobot dan ruang Morrey berbobot. Lalu pada tahun 2023
Mehmood dan Eridani kembali kembali mengembangkan penelitian sebelumnya de-
ngan meneliti keterbatasan operator Bessel-Riesz pada kasus khusus di ketaksamaan
Young. Pada tahun yang sama Mehmood dkk. mengembangkan penelitian-penelitian
sebelumnya, yaitu mengembangkan operator Bessel-Riesz dengan mendefinisikan-
nya di ruang metrik ukuran. Penelitian yang ditulis Mehmood dkk. (2023) inilah

yang akan digunakan sebagai rujukan utama dalam penulisan penelitian ini.

Selain mengacu pada literatur diatas, penelitian ini menggunakan hasil pe-
nelitian sebelumnya. Penelitian dari M. Fandi Ansori (2016) yang berjudul ”Keter-
batasan Operator Bessel-Riesz di Ruang Lebesgue”. Penelitian tersebut mengkaji

keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang Lebesgue.

Penelitian ini juga menggunakan beberapa rujukan pendamping yaitu buku
yang berjudul "Real Analysis, fourth edition” karya H.L. Royden dan P.M. Fitzpatrick
tahun 1970 serta "Morrey Spaces” karya David R. Adams tahun 2015. Dua rujukan
tersebut merupakan rujukan yang mempermudah penelitian ini dalam pemahaman

dalam teori ukuran serta ruang Morrey.

1.7. Metode Penelitian

Pada penulisan penelitian ini, menggunakan metode studi literatur. Metode
ini memberikan pemahaman terkait sumber-sumber yang berkaitan dengan peneliti-
an, khususnya terkait keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang Lebesgue yang

terdefinisi pada ruang metrik ukuran. Selanjutnya pada penelitian ini diterapkan



metode ilmiah yang bersifat kualitatif, di mana segala pendapat dan penilaian ditam-
pilkan secara jelas dan tidak rumit. Metode ini diharap dapat memberikan dukungan

maksimal dalam pengembangan pembahasan.

Penelitian dimulai dengan pembahasan dasar teori, melibatkan konsep te-
ori ukuran. Pembahasan dilanjutkan dengan mempelajari ruang-ruang yang di-
gunakan beserta sifat-sifatnya diantaranya ruang metrik dan ruang Lebesgue. Se-
lanjutnya penelitian dilanjut pada operator Bessel-Riesz dan operator Maksimal
Hardy-Littlewood. Informasi dasar teori diperoleh dari buku dan artikel yang menja-
di sumber rujukan, dan pemahaman ini akan mendukung kelancaran pembahasan

selanjutnya.

Inti dari penelitian ini terfokus pada keterbatasan operator Bessel-Riesz di
ruang Lebesgue yang terdefinisi pada ruang metrik ukuran. Pembahasan mengenai
hal tersebut diuraikan dengan menjelaskan setiap langkah pembuktian secara ter-
perinci yang terkait dengan keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang Lebesgue
yang terdefinisi pada ruang metrik ukuran, dengan merujuk pada jurnal (Mehmood

et al. (2023b))) sebagai sumber rujukan utama.

Dalam rangka meningkatkan kejelasan dan memudahkan pemahaman, akan
diberikan skema mengenai alur penelitian yang akan dibahas. Tujuannya untuk
memberikan pandangan umum kepada pembaca mengenai struktur dan jalannya

penelitian. Skema sebagai berikut:



Ruang Bernorm9 Guang MetriD Guang UkuraD (Operator

Y

Ruang Metrik
Ukuran

Y

Keterbatasan Operator Bessel-
Riesz di Ruang Lebesgue yang
terdefinisi dalam ruang Metrik
Ukuran

Operator

Ruang Lebesgue .
g 8 Bessel-Riesz

Gambar 1.1 Skema Metode Penelitian

1.8. Sistematika Penulisan

Penulis membagi sistematika penulisan menjadi empat bab. Bab pertama
mencakup latar belakang masalah, batasan masalah, rumusan masalah, tujuan pe-
nelitian, manfaat penelitian, tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika

penulisan.

Bab dua menyajikan dasar-dasar teori untuk mempermudah dalam pema-
haman terhadap pembahasan yang akan diuraikan pada bab-bab selanjutnya. Bab
ini menjelaskan dasar-dasar dari analisis real, ruang terukur, ruang metrik, ruang

Lebesgue, serta sifat-sifat yang berlaku didalam ruang-ruang tersebut.

Bab tiga membahas analisis keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang
Lebesgue yang terdefinisi pada ruang metrik ukuran. Penyajian dalam bab ini meng-

andung beberapa teorema, selanjutnya teorema-teorema tersebut akan dibuktikan



secara terperinci dengan menyertakan konsep dasar yang telah dibahas pada bab

sebelumnya.

Bab empat merupakan penutup yang berisikan tentang kesimpulan dari pem-
bahasan bab-bab sebelumnya dan saran dari penulis terhadap pengembangan peneli-

tian selanjutnya.



BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Pembahasan terkait keterbatasan operator Bessel-Riesz yang terdefinisi dalam
ruang Metrik Ukuran pada ruang Lebesgue telah dijelaskan pada bab sebelumnya.
Beberapa teori dasar sangat diperlukan dalam pembuktian keterbatasan ini. Seperti
dasar dari teori ukuran yang sangat berguna untuk mendefinisikan ruang-ruang
yang diperlukan dalam penelitian ini. Sepert definisi ruang metrik ukuran dam
ruang Lebesgue L. Lalu dijelaskan dasar-dasar dari operator yang tentunya juga

merupakan inti dari penelitian terkait keterbatasan sebuah operator.

Pembuktian keterbatasan operator Bessel-Riesz di ruang Lebesgue yang ter-
definisi pada ruang metrik ukuran melibatkan beberapa teorema. Teorema [3.1.6|
menunjukkan bahwa kernel Bessel-Riesz (7, , merupakan anggota ruang Lebesgue
L'. Ketaksamaan Holder juga berperan penting dalam menyederhanakan pertidaksa-
maan pada pembuktian keterbatasan ini. Proses akhir dalam pembuktian, melibatkan
sifat keterbatasan operator maksimal Hardy-Littlewood di ruang Lebesgue. De-
ngan demikian, berdasarkan Teorema [3.2.1], operator Bessel-Riesz terbatas di ruang

Lebesgue LP ke LP.

4.2. Saran

Berdasarkan pembahasan di atas, disarankan untuk dapat melanjutkan pene-

litian ini yaitu, analisis keterbatasan operator Bessel-Riesz yang terdefinisi dalam
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ruang Metrik Ukuran pada ruang Lebesgue L” ke L” untuk kasus kernel Bessel-Riesz
anggota ruang Lebesgue LP. Disarankan juga dapat meneliti keterbatasan opera-
tor Bessel-Riesz ini pada ruang-ruang yang lebih umum daripada ruang Lebesgue,

seperti ruang Morrey atau ruang Campanato.
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