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INTISARI

Struktur Graf Cayley Pada Grup Dihedral dan Grup Quaternion

Tergeneralisasi Valensi 1, 2, 3, 4, dan 5

Oleh

Nabila Rizqika Nurhidayat

21106010034

Graf saat ini sangat menarik untuk dikaji karena pada beberapa waktu ta-
hun terakhir graf mulai digunakan untuk menggambarkan objek diskrit pada sistem
bilangan seperti grup. Graf Cayley merupakan suatu graf yang mempresentasikan
suatu grup berhingga dengan memandang anggota dari grup sebagai vertek dan dua
vertek berbeda misal k£ dan [ adjacent jika dan hanya jika &k = [s untuk s € S di
mana S subhimpunan dengan syarat e ¢ S dan S~! C S. Banyaknya anggota pada
subhimpunan S disebut valensi C'ay(G, S). Hingga saat ini belum ada kajian yang
mengobservasi perbedaan struktur graf Cayley atas grup hidedral dan grup quater-
nion tergeneralisasi. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan jenis graf Cayley
pada grup dihedral D»,, valensi 1, 2, 3, 4, dan 5 serta grup quaternion tergeneralisa-
si Q4 valensi 1, 2, 3, 4, dan 5 dengan menggunakan metode Kkajian studi literatur.
Hasil penelitian menunjukkan bahwa jenis graf Cayley pada grup dihedral D,,, dan
grup quaternion tergeneralisasi bergantung pada struktur subhimpunan S. Graf Ca-
yley yang dihasilkan pada grup dihedral D, yaitu graf komplit n K> jika |S| = 1,
graf cycle 22C,, dan (5, jika |S| = 2, produk kartesius graf 2 (K,0C,,) jika
|S| = 3, graf tangga segitiga jika |S| = 4, dan graf tangga diagonal jika |S| = 5.
Graf cayley yang dihasilkan pada grup quaternion tergeneralisasi yaitu graf komplit
2nK, jika |S| = 1 graf cycle 22C,, dan 22Cym jika |S| = 2, produk kartesius
graf 5~ (K,0Cyy,) jika |S| = 3, graf tangga segitiga jika |S| = 4, dan graf tangga
diagonal jika | S| = 5.

Kata kunci : Graf Cayley, Grup Dihedral, Grup Quaternion Tergeneralisasi
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ABSTRACT

The Structure of Cayley Graphs of Dihedral Groups and Generalized

Quaternion Groups of Valencies 1, 2, 3,4, and 5
By

Nabila Rizqika Nurhidayat

21106010034

Graphs are currently very interesting to study because in recent years graphs
have begun to be used to describe discrete objects in numerical systems such as
groups. Cayley graph is a graph that describes a group of to viewing members of
a group as a vertex and two different vertices let k and [ adjacent if and only if
k = ls for s € S where S is subset with the conditions ¢ ¢ S and S™1 C S.
This research focuses on the dihedral group D, valencies 1, 2, 3, 4, and 5 and
the generalized quaternion group ()4, valencies 1, 2, 3, 4, and 5 using a literature
review approach.Until now, there has been no study that observes the differences
in the Cayley graph structure of the hidradral group and the generalized quater-
nion group. The results of this study indicate that the type of Cayley graph on the
dihedral group and the generalized quaternion group depends on the structure of
the subset S. Cayley graph generated in the dihedral group D, , namely complete
graph nK, if |S| = 1, cycle graph %”C’m and (Y, if |S| = 2, cartesius product
graph ™ (K,0C,) if |S| = 3, triangle ladder graph if | S| = 4, and diagonal ladder
graph if |S| = 5. Cayley graph generated in the generalized quaternion group (4,
namely complete graph 2nK if |S| = 1 cycle graph 22C,, and 22Cym if |S| = 2,
cartesius product graph 5 (K,0CYy,,) if |S| = 3, triangle ladder graph if S| = 4,
and diagonal ladder graph if |S| = 5.

Keyword : Cayley Graph, Dihedral Group, Generalized Quaternion Group
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Teori graf muncul sebagai salah satu topik matematika yang menonjol dan
menarik perhatian para peneliti dalam beberapa tahun terakhir. Teori graf ber-
kembang sangat pesat bahkan dapat disejajarkan dengan aljabar yang lebih awal
berkembang [Santosal 2002, Graf digunakan untuk mempresentasikan objek-objek
diskrit serta relasi yang terjalin di antara objek-objek tersebut. Graf digambark-
an dengan mempresentasikan objek sebagai titik atau vertek sedangkan hubungan

antar objek direpresentasikan sebagai garis atau edge.

Arthur Cayley merupakan orang pertama yang mendefinisikan konsep grup
pada tahun 1854 dan tabel operasi yang dikenal sebagai tabel Cayley. Untuk meng-
gambarkan suatu grup GG, Arthur Cayley pada tahun 1878 memperkenalkan konsep
graf untuk GG berdasarkan himpunan pembangun S yaitu himpunan sisi berarah dan
memandang elemen-elemen di GG sebagai vertek, serta vertek k& dan [ pada grup G

akan saling adjacent jika dan hanya jika k = [s untuk suatu s € S |Caucall (2022).

Seiring berjalannya waktu, penelitian mengenai representasi grup pada graf
banyak dilakukan. Penelitian yang dilakukan oleh |[Hadi & Sugeng, 2022 menje-
laskan tentang graf Cayley atas grup simetri dengan membahas mengenai sifat-sifat
dasar dan jenis graf yang terbentuk dari grup simetri dengan subhimpunan pem-

bangkit berupa trasnposisi dan reversal.

Juan Daniel & Hariad1,2022 juga meneliti tentang karakteristik subhimpun-



an S dari grup Z, yang menghasilkan nilai eigen matriks anti-adjacency dari graf
Cay(Zy, S) seluruhnya berupa bilangan bulat. |Astri Kumala & Irawanl,2023| juga
meneliti tentang graf Cayley dari grup dihedral yang berfokus pada menentukan de-

komposisi Hamiltonian graf Cayley dengan generator {a" ', b} dari grup dihedral.

Al-Kaseasbeh & Erfanian,[2021 memperkenalkan Graf Cayley yang didefi-
nisikan sebagai suatu graf dengan verteknya merupakan elemen dalam grup, serta
subhimpunan S dari G dengan syarat ¢ # S dan S~! C S untuk sebarang k dan [
akan saling adjacent jika dan hanya jika £ = [s untuk suatu s € S. Penelitiannya
membahas tentang struktur graf Cayley yang terbentuk dari grup dihedral dengan
subhimpunan pembangun tertentu. Hasil penelitiannya diperoleh graf Cayley yang
terbentuk dari grup dihedral valensi 1 merupakan graf n/(,. Sementara graf Cayley
yang terbentuk dari grup dihedral valensi 2 dengan S = {a,a '} untuk a # a™!
merupakan graf %”C’m dan S = {a, b} untuk a* = b=e merupakan graf 2 Cym. Graf
Cayley yang terbentuk dari grup dihedral valensi 3 dengan S = {a,a™!,b} meru-
pakan graf K,0C,, dan S = {a,a",b} untuk a # a~' merupakan graf 2 K,[1C,,,.
Artikel yang dibuat oleh Al-Kaseasbeh dan Erfanian tersebut, sekaligus menjadi
rujukan utama penulis dalam pembuatan skripsi ini.

Skripsi ini akan melanjutkan pembahasan [Al-Kaseasbeh & Erfanian| 2021
dengan menambahkan valensi 4 dan 5 serta struktur grup quaternion tergeneralisa-
si valensi 1, 2, 3, 4, dan 5. Pembahasan dimulai dengan membahas graf Cayley,
kemudian dilanjutkan dengan membahas mengenai grup dihedral dan grup quater-
nion tergeneralisasi yang meliputi definisi dan teorema order elemen. Selanjutnya,
diakhiri dengan mengkarakterisasi struktur graf Cayley yang terbentuk dari grup

dihedral dan grup quaternion tergeneralisasi untuk valensi 1, 2, 3, 4, dan 5.



1.2. Batasan Masalah

Adapun batasan masalah pada penelitian adalah struktur graf Cayley pada
grup dihedral dan grup quaternion tergeneralisasi. Graf Cayley hanya dibatasi de-
ngan definisi dari graf Cayley dan representasi grup bilangan bulat pada graf Cayley.
Grup dihedral dan grup quaternion tergeneralisasi hanya dibatasi dengan definisi
dan teorema order elemen grup. Kemudian dilanjutkan dengan pembahasan struk-
tur graf Cayley yang terbentuk dari grup dihedral dibatasi hanya untuk valensi 1, 2,
3,4, dan 5. Selanjutnya, pembahasan struktur graf Cayley yang terbentuk dari grup

quaternion tergeneralisasi hanya dibatasi untuk valensi 1, 2, 3, 4, dan 5.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

kemudian dirumuskan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana karakteristik jenis graf dari struktur graf Cayley yang terbentuk

pada grup dihedral untuk valensi 1, 2, 3, 4, dan 5?
2. Bagaimana karakteristik jenis graf dari struktur graf Cayley yang terbentuk

pada grup quaternion tergeneralisasi untuk valensi 1, 2, 3, 4, dan 5?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mengetahui karakteristik jenis graf dari struktur graf Cayley yang terbentuk

pada grup dihedral untuk valensi 1, 2, 3, 4, dan 5.

2. Mengetahui karakteristik jenis graf dari struktur graf Cayley yang terbentuk

pada grup dihedral untuk valensi 1, 2, 3, 4, dan 5.



1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Memberikan pemahaman tentang karakteristik jenis graf dari struktur graf

Cayley yang terbentuk pada grup dihedral untuk valensi 1, 2, 3, 4, dan 5.

2. Memberikan pemahaman tentang karakteristik jenis graf dari struktur graf

Cayley yang terbentuk pada grup dihedral untuk valensi 1, 2, 3, 4 dan 5.

1.6. Tinjauan Pustaka

Sebagai acuan yang digunakan penulis untuk landasan teori dalam penulisan

skripsi ini bersumber dari buku, makalah, jurnal, dan skripsi.

1. Artikel karya Al-Kaseasbeh & Erfanian, 2021/ dengan judul The Structure
Cayley Graphs of Dihedral Groups of Valencies 1, 2, and 3 membahas ten-

tang bentuk graf cayley yang terbentuk atas grup dihedral.

2. Artikel karya Morris & Skelton,2023| dengan judul Cayley Graphs on Abe-
lian and Generalized Dihedrap Group membahas tentang karakterisasi graf

cayley pada grup abelian dan grup dihedral tergeneralisasi.

3. Artikel karya|Abdul Gazir Syarifudin,2020 dengan judul Some Properties of
Coprime Graphs of Dihedral Group When n is a Prime Power membahas

tentang karakteristik graf koprima atas grup dihedral .

4. Artikel karya |Adiga & Ariamanesh,2012| dengan judul Some Properties of
Cayley Graphs on Symmetric Groups Sn membahas tentang grup simetri

dan karakterisasi graf cayley atas grup simetri.



Selanjutnya, akan dijelaskan dalam tabel mengenai persamaan dan perbedaan yang

dilakukan penulis dalam penelitiannya dengan rujukan yang sudah ditulis di atas,

berikut diberikan tabel persamaan dan perbedaan penelitian.

Tabel 1.1 Tabel Persamaan dan Perbedaan

Dihedrap Gro-

up

No | Judul Penulis Persamaan Perbedaan
1. | The Structure | Al-Kaseasbe | Membahas ten- | Menambahkan
Cayley Graphs | dan Ahmad | tang struktur | valensi 4 untuk
of  Dihedral | Erfanian graf cayley yang | grup dihedral
Groups of terbentuk atas | dan struktur
Valencies 1, 2, grup dihedral | graf cayley atas
and 3 valensi 1, 2, dan | grup quaternion
3 tergeneralisasi.
2. | Cayley Graphs | Joy Morris | Graf yang di- | Membahas
on Abelian and | dan Adrian | gunakan graf | mengenai ka-
Generalized Skelton cayley. rakterisasi  graf

cayley atas grup
abelian dan grup
dihedral tergene-

ralisasi.




Tabel 1.2 Tabel Persamaan dan Perbedaan

No | Judul Penulis Persamaan Perbedaan

3. | Some Properti- | Abdul Gazir | Grup yang di- | Membahas

es of Coprime | Syarifudin, gunakan adalah | mengenai ka-
Graphs of Di- | 1 Gede | grup dihedral. rakterisasi  graf
hedral ~ Group | Adhitya koprima atas
When n is a | Wisnu Wa- grup dihedral
Prime Power rdhana, Ni tergeneralisasi.

Wayan Swi-

trayni,dan

Qurratul

Aini

4. | Some Proper- | Chandrashekar Graf yang digu- | Membahas

ties of Cayley | Adiga dan | nakan adalah graf | mengenai ka-

Graphs on | Haidar Aria- | cayley. rakterisasi  graf
Symmetric manesh cayley atas grup
Groups Sn simetri.

Tinjauan pustaka yang digunakan sebagai rujukan untuk menulis dasar teori
mengenai konsep teori bilangan diambil dari sebuah buku yang ditulis oleh |Ra-
j1, 2013 Untuk dasar teori grup diambil dari buku karya DS Malik & Senl 2007,
Kemudian, untuk dasar teori graf diambil dari sebuah buku yang ditulis oleh Mu-
nandar,2022. Pembahasan pada penelitian ini diambil definisi grup dihedral dari
buku karya |Dummit & Foote, 2004, Sementara itu, definisi grup quaternion terge-

neralisasi diambil dari artikel karya Yamasaki,2016.



1.7. Metode Penelitian

Penelitian ini penulis menggunakan metode studi literatur. Studi literatur
diambil dari buku dan jurnal terkait topik penelitian yaitu; konsep dasar graf Ca-
yley , grup dihedral, dan grup quaternion tergeneralisasi. Langkah-langkah yang

dilakukan dalam penulisan ini adalah:

1. Membahas konsep dasar dari teori bilangan, teori grup, dan teori graf.

2. Membahas konsep dasar yang ada pada graf Cayley.

3. Membahas grup dihedral dan grup quaternion tergeneralisasi yang meliputi

definisi dan teorema order dari kedua grup tersebut.

4. Membabhas struktur graf Cayley yang terbentuk pada grup dihedral untuk va-

lensi 1,2, 3,4,dan 5 .

5. Membabhas struktur graf Cayley yang terbentuk pada grup quaternion terge-

neralisasi untuk valensi 1, 2, 3, 4, dan 5.

Adfacent dan insiden

Gambar 1.1 Skema Metode Penelitian



1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini

terbagi menjadi empat bab, yaitu sebagai berikut:

BAB 1

BAB 2

BAB 3

BAB 4

Bab ini membahas tentang latar belakang masalah, batasan
masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,
tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
Bab ini membahas tentang dasar-dasar dari teori bilangan, grup
dan graf yang mendasari representasi grup hingga pada graf Ca-
yley.

Bab ini membahas tentang graf Cayley, grup dihedral, grup qua-
ternion tergeneralisasi, serta struktur graf Cayley pada grup dihe-
dral dan grup quaternion tergeneralisasi untuk valensi 1, 2, 3, 4,
dan 5.

Bab ini berisikan tentang kesimpulan penelitian dan saran dari

penulis terhadap pengembangan penelitian.



BAB IV

KESIMPULAN

Bab penutup ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat

diambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

4.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil penulis setelah menyelesaikan pembuatan

skripsi ini adalah sebagai berikut:

1. Graf cayley merupakan representasi grup berhingga pada graf dengan me-
mandang anggota dari grup sebagai vertek dari graf dan subhimpunan S
dari G dengan syarat e ¢ S dan S C S~ untuk sebarang x,y € G, x dan
y adjacent jika dan hanya jika y = xs untuk suatu s € S. Adapun jenis graf

cayley yang terbentuk atas grup dihedral D, sebagai berikut:

a. Graf cayley atas grup dihedral D, dengan S = {a} di mana e ¢ S,
st = sdan S = |1| membentuk graf komplit n K.

b. Graf cayley atas grup dihedral D, dengan S = {a,a '} di mana a #
a™', o(a) = m, dan |S| = 2 membentuk graf cycle 2-C,,,.

c. Graf cayley atas grup dihedral Dy, dengan S = {a,b} di mana a* = V* =
e, m = o(ab), dan |S| = 2 membentuk graf cycle ™= Cop,.

d. Graf cayley atas grup dihedral D, dengan S = {a,a™' b} di mana a #
a™t, b* = e, m = o(a), dan |S| = 3 membentuk produk kartesian graf

L (K.OC,).
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2. Jenis graf cayley yang terbentuk atas grup quaternion tergeneralisasi ()4,

sebagai berikut:

a. Graf cayley atas grup quaternion tergeneralisasi )y, dengan S = {a} di

mana e ¢ S, s~ = sdan S = |1| membentuk graf komplit 2n K.

b. Graf cayley atas grup quaternion tergeneralisasi Qy, dengan S = {a, a1}

di mana a # a= ', o(a) = m dan S = |2| membentuk graf cycle %C’m.

c. Graf cayley atas grup quaternion tergeneralisasi )y, dengan S = {a,b}
di mana a* = b* = e, o(ab) = m dan S = |2| membentuk graf cycle

2*”02772.
m

d. Graf cayley atas grup quaternion tergeneralisasi Q4, dengan S = {a,a™',b}
di mana a # o', b* = e, 0(a) = m dan S = |3| membentuk produk kar-

tesian graf 5~(KoCym).

4.2. Saran

Saran yang akan penulis sampaikan untuk penelitian selanjutnya adalah

sebagai berikut.

1. Penelitian ini mempresentasikan pada grup dihedral dan grup quaternion ter-
generalisasi pada graf cayley. Penulis menyarankan untuk melakukan pene-
litian dengan mengubah grupnya seperti grup bebas torsi, grup abelian, dan

lain-lain.

2. Berdasarkan hipotesis pada penelitian ini graf cayley yang terbentuk atas
grup dihedral dan grup quaternion tergeneralisasi valensi 4 dan 5 seperti
pada yang ditulis pada penelitian ini. Penulis menyarankan untuk menyelidiki

lebih lanjut terkait graf cayley yang terbentuk tersebut.
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