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INTISARI

KEPRIMAAN ALJABAR LINTASAN DAN ALJABAR LINTASAN

LEAVITT ATAS LAPANGAN

Oleh

Muhammad Hafizh Naufal

21106010031

Aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt atas lapangan dibangun dari graf
berarah atau quiver dan merupakan aljabar bebas. Subhimpunan dari himpunan ver
teks pada quiver yang bersifat herediter tersaturasi membangun ideal dalam aljabar
lintasan dan aljabar lintasan leavitt atas lapangan. Terdapat syarat perlu dan cukup
suatu quiver sedemikian sehingga ideal tersebut bersifat prima. Hal ini berakibat
adanya syarat perlu dan cukup aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt atas la-
pangan bersifat prima. Aljabar lintasan atas lapangan bersifat prima jika dan hanya
jika quiver memenuhi syarat ketiga ekor dari maksimal dan setiap verteksnya me-
miliki sisi balik. Aljabar lintasan leavitt atas lapangan bersifat prima jika dan hanya
jika quiver memenuhi syarat ketiga dari ekor maksimal.

Kata kunci : Quiver, Aljabar Lintasan atas Lapangan, Aljabar Lintasan Leavitt atas
Lapangan, Subhimpunan Herediter Tersaturasi, Ekor Maksimal
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ABSTRACT

ON PRIMENESS OF PATH ALGEBRA AND LEAVITT PATH ALGEBRA

OVER FIELD

By

Muhammad Hafizh Naufal

21106010031

The path algebra and leavitt path algebra over a field are constructed from
directed graphs or quivers and are considered free algebras. A subset of the set of
vertices in the quiver, which is hereditary and saturated, forms an ideal within the
path algebra and leavitt path algebra over the field. There are necessary and suffi-
cient conditions for a quiver such that the ideal is prime. Consequently, there are
necessary and sufficient conditions for the path algebra and leavitt path algebra over
the field to be prime. The path algebra over a field is prime if and only if the quiver
satisfies the third maximal tail condition and each vertex has a return edge. The
leavitt path algebra over a field is prime if and only if the quiver satisfies the third
maximal tail condition.

Keyword : Quiver, Path Algebra over Field, Leavitt Path Algebra over Field,
Hereditary saturated subset, Maximal tail
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Islam secara konsisten mendorong umatnya untuk terus belajar, mengem-

bangkan, dan memperluas ilmu pengetahuan di berbagai bidang. Hal ini meliputi

tidak hanya ilmu agama yang mendalam tetapi juga ilmu pengetahuan duniawi yang

dapat bermanfaat bagi seluruh umat manusia. Firman Allah SWT pada potongan

surat Al-Mujadilah Ayat 11:

Artinya: ”Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan

orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. (Q.S. Al-Mujadilah/58:

11)”

Ayat ini menekankan pentingnya keimanan dan ilmu pengetahuan dalam Islam.

Orang yang beriman dan memiliki ilmu pengetahuan diberi kedudukan yang lebih

tinggi oleh Allah. Ilmu pengetahuan tidak hanya melibatkan pengetahuan agama,

tetapi juga ilmu duniawi yang bermanfaat bagi masyarakat. Dengan memiliki ilmu,

seorang individu dapat memberikan kontribusi positif bagi komunitas dan dirinya

sendiri, sehingga meningkatkan derajat mereka di mata Allah dan manusia. Da-

lam konteks ini, matematika memegang peranan penting sebagai ilmu dasar yang

mendasari berbagai pengetahuan lainnya.

Ilmu matematika mencakup berbagai bidang seperti aritmetika, geometri,

1
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kalkulus, dan aljabar. Setiap bidang ini memiliki aplikasi yang luas dalam kehi-

dupan sehari-hari dan ilmu pengetahuan. Aljabar merupakan salah satu cabang

matematika yang fundamental dan esensial. Aljabar memungkinkan kita untuk me-

nyederhanakan dan memecahkan persamaan kompleks melalui penggunaan simbol

dan variabel yang mewakili angka atau nilai yang tidak diketahui.

Aljabar abstrak adalah cabang dari matematika yang secara khusus mempe-

lajari berbagai struktur aljabar, seperti grup, ring, lapangan, modul, ruang vektor,

dan aljabar itu sendiri. Struktur-struktur ini dianalisis dengan menggunakan sifat-

sifat dasar yang dimilikinya, seperti asosiativitas, identitas, dan inversibilitas, tanpa

mengacu pada elemen spesifik yang terdapat dalam struktur tersebut. Pendekatan

abstrak ini memungkinkan para matematikawan untuk memahami dan menggene-

ralisasi sifat-sifat mendasar dari operasi matematika, serta menerapkannya dalam

berbagai konteks yang berbeda, baik dalam teori maupun aplikasi praktis.

Teori grup adalah salah satu konsep fundamental dalam aljabar abstrak.

Grup adalah kumpulan elemen yang dilengkapi dengan satu operasi biner yang me-

menuhi tiga aksioma utama yaitu asosiatif, memiliki elemen identitas, dan setiap

elemen memiliki invers (Gallian,2021). Teori ring memperluas konsep grup dengan

menambahkan operasi kedua, yaitu perkalian, yang bersama dengan penjumlahan

membentuk struktur lebih kompleks. ring harus memenuhi sifat-sifat tertentu yaitu

komutatif penjumlahan, asosiatif perkalian, serta distributif antara penjumlahan dan

perkalian (Gallian, 2021). Ruang vektor adalah grup komutatif penjumlahan yang

dilengkapi operasi perkalian skalar dan memenuhi aksioma tertentu (Anton & Ror-

res,2013). Ruang vektor yang dilengkapi operasi perkalian dan memenuhi aksioma

ring disebut aljabar (Fraleigh,2014).

Teori graf adalah cabang dari matematika yang mempelajari graf, yaitu struk-
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tur yang terdiri dari titik atau verteks (vertices) yang dihubungkan oleh garis atau

edge (edges). Graf dapat diklasifikasikan ke dalam berbagai jenis. Menurut (Ro-

sen, 2012), berdasarkan jenis edge-nya graf dibagi menjadi dua yaitu graf berarah

(directed) dan graf tak berarah (undirected). Graf berarah dalam beberapa literasi

aljabar disebut quiver.

Quiver menurut (Assem et al., 2006) adalah pasangan 4 tupel yang ditulis

Q = (Q0, Q1, s, t) dimana Q0 merupakan himpunan titik atau verteks, Q1 meru-

pakan himpunan sisi atau edge, dan s, t merupakan pemetaan himpunan edge ke

himpunan verteks, yaitu s, t : Q1 → Q0 dimana untuk setiap α ∈ Q1 berlaku

s(alpha) ∈ Q0 merupakan fungsi sumber dan t(α) merupakan fungsi tujuan (As-

sem et al., 2006). Quiver Q dapat diperluas menjadi quiver perluasan Q∗ dengan

menambahkan edge arah berlawanan (ghost edge) dengan edge yang ada pada Q.

Himpunan semua lintasan dalam quiver Q dinotasikan Path(Q). Aljabar

lintasan atas lapangan K, dinotasikan KQ, membentuk K-aljabar bebas dengan

basis Path(Q) (Pino, 2005). Aljabar lintasan leavitt atas lapangan K, dinotasik-

an LK(Q), juga membentuk K-aljabar bebas dengan basis Path(Q∗) (Abrams

et al.,2017). Ideal pada aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt dapat dibangun

oleh subhimpunan herediter H . Sifat keprimaan suatu aljabar dapat ditentukan dari

idealnya.

Topik keprimaan membahas syarat perlu dan cukup sesuatu bersifat prima.

Suatu aljabar dikatakan prima jika ideal nolnya adalah prima. Penelitian (Wardati

et al.,2014b) dan (Wardati et al.,2014a) menunjukkan adanya syarat perlu dan cukup

pada quiver Q sedemikian sehingga aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt

atas ring komutatif dengan elemen satuan bersifat prima mendasar. Berdasarkan

penelitian tersebut, studi ini akan membahas keprimaan aljabar lintasan dan aljabar
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lintasan Leavitt atas lapangan. Keprimaan ideal pada aljabar lintasan dan aljabar

lintasan Leavitt akan menjadi pendekatan utama dalam penelitian ini, sehingga ideal

nol yang prima akan menyebabkan aljabarnya bersifat prima.

1.2. Batasan Masalah

Adapun batasan masalah pada tugas akhir ini adalah keprimaan aljabar lin-

tasan dan aljabar lintasan leavitt atas lapangan. Aljabar atas lapangan hanya dibatasi

mengenai dasar-dasarnya sampai ideal prima. Quiver dibatasi sampai sifat heredi-

ter dan tersaturasi serta kondisi ekor maksimal. Aljabar lintasan dan aljabar lintasan

leavitt atas lapangan dibatasi sampai ditemukan syarat perlu dan cukup sifat kepri-

maannya. Sebagai dasar digunakan konsep-konsep aljabar abstrak dan pengenalan

graf berarah (quiver).

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

kemudian dirumuskan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana konsep dasar tentang aljabar prima atas lapangan?

2. Bagaimana konsep dasar tentang quiver dan sifat-sifatnya?

3. Bagaimana konsep dasar tentang aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt

atas lapangan?

4. Bagaimana syarat ideal prima pada aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt

atas lapangan?

5. Bagaimana syarat quiver yang memenuhi keprimaan aljabar lintasan dan alja-

bar lintasan leavitt atas lapangan?



5

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari tentang konsep dasar aljabar prima atas lapangan.

2. Mempelajari tentang konsep dasar quiver dan sifat-sifatnya.

3. Mempelajari tentang konsep dasar aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt.

4. Mempelajari tentang syarat ideal prima pada aljabar lintasan dan aljabar lin-

tasan leavitt atas lapangan.

5. Mengetahui kondisi quiver yang memenuhi keprimaan aljabar lintasan dan

aljabar lintasan leavitt atas lapangan.

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Memberikan pemahaman tentang konsep dasar aljabar prima atas lapangan.

2. Memberikan pemahaman tentang quiver beserta sifat-sifatnya.

3. Memberikan pemahaman tentang aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt

atas lapangan.

4. Memberikan pemahaman tentang syarat ideal prima pada aljabar lintasan dan

aljabar lintasan leavitt atas lapangan.

5. Memberikan gambaran tentang syarat keprimaan aljabar lintasan dan aljabar

lintasan leavitt atas lapangan.
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1.6. Tinjauan Pustaka

Aljabar adalah struktur matematika yang membahas ruang vektor atas la-

pangan yang juga merupakan ring. Konsep dasar aljabar abstrak yang mencakup

teori grup dan teori ring hingga lapangan dibahas dalam (Gallian, 2021). Aljabar

lintasan, yang menjelaskan ruang vektor atas lapangan, dijelaskan lebih lanjut oleh

(Anton & Rorres, 2013). Graf, yang terdiri dari titik-titik atau verteks yang dihu-

bungkan oleh edge, secara aljabar didefinisikan oleh (Rosen,2012). Pada penelitian

ini, jenis graf yang digunakan adalah graf berarah atau quiver.

Pembahasan mengenai aljabar atas lapangan K disampaikan dalam (Fralei-

gh,2014). Buku (Assem et al., 2006) menguraikan konsep dasar quiver. Sifat-sifat

quiver dijelaskan dalam jurnal (Abrams & Pino,2008), (Pino et al.,2009), serta buku

(Abrams et al.,2017).

Aljabar lintasan adalah jenis aljabar yang dibangun dari graf berarah atau

quiver, di mana elemen-elemennya adalah lintasan pada quiver tersebut. Defini-

si aljabar lintasan atas lapangan KQ diambil dari penelitian (Pino, 2005). Sela-

in itu, aljabar lintasan Leavitt merupakan perluasan dari aljabar lintasan. Definisi

aljabar lintasan Leavitt atas lapangan LK(Q) dijelaskan dalam jurnal (Abrams &

Pino,2005). Berdasarkan (Wardati,2017), ideal dalam KQ dan LK(Q) dapat diba-

ngun oleh subhimpunan verteks yang herediter.

Penelitian (Pino et al.,2009) menemukan syarat perlu dan cukup untuk suatu

aljabar lintasan leavitt agar bersifat primitif. Aljabar lintasan leavitt sederhana telah

diteliti oleh (Waliyanti, 2013). Studi terkait keprimaan aljabar lintasan dan aljabar

lintasan leavitt atas ring komutatif telah dilakukan pada (Wardati et al.,2014b) dan

(Wardati et al., 2014a). Terinspirasi dari referensi-referensi tersebut, penelitian ini

akan membahas keprimaan aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt atas lapang-
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an.

1.7. Metode Penelitian

Penelitian ini penulis menggunakan metode studi literatur. Studi literatur

diambil dari buku-buku referensi, jurnal-jurnal terkait topik penelitian yaitu; konsep

dasar aljabar, quiver, aljabar lintasan, dan aljabar lintasan leavitt. Langkah-langkah

yang dilakukan dalam penulisan ini adalah:

1. Membahas konsep dasar dari grup, ring, lapangan, ruang vektor, dan graf.

2. Membahas konsep dasar dari aljabar prima atas lapangan dan quiver.

3. Membahas aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt atas lapangan.

4. Membahas ideal prima aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt atas la-

pangan.

5. Mengetahui syarat quiver yang memenuhi keprimaan aljabar lintasan dan

aljabar lintasan leavitt atas lapangan.
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Gambar 1.1 Skema Metode Penelitian

1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini ter-

bagi menjadi lima bab, yaitu sebagai berikut:

BAB 1 : Bab ini membahas tentang latar belakang masalah, batasan

masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,

tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
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BAB 2 : Bab ini membahas tentang dasar-dasar dari aljabar abstrak dan

graf beserta jenis-jenis graf.

BAB 3 : Bab ini membahas tentang dasar-dasar aljabar prima atas lapang-

an dan quiver.

BAB 4 : Bab ini membahas tentang aljabar lintasan dan aljabar lintasan

leavitt atas lapangan beserta keprimaannya

BAB 5 : Bab ini berisikan tentang kesimpulan penelitian dan saran dari

penulis terhadap pengembangan penelitian.



BAB V

PENUTUP

Bab penutup ini memberikan rangkuman dari seluruh pembahasan yang te-

lah disampaikan pada bab-bab sebelumnya, serta menyajikan kesimpulan utama

yang dapat diambil dari analisis yang telah dilakukan. Selain itu, bab ini juga me-

muat saran untuk penelitian lebih lanjut.

5.1. Kesimpulan

Aljabar lintasan KQ atas lapangan K dan aljabar lintasan leavitt LK(Q) atas

lapangan K dikonstruksi dari quiver Q. Suatu quiver bukan merupakan struktur,

diperlukan adanya representasi terhadap lintasan-lintasan pada quiver dan syarat-

syarat tertentu sehingga dapat menjadi stuktur aljabar. Aljabar lintasan KQ atas

lapangan K dan aljabar lintasan leavitt LK(Q) atas lapangan K merupakan K-

aljabar yang dibangun oleh lintasan-lintasan dari quiver Q.

Ideal IH dalam aljabar lintasan dan I(H) dalam aljabar lintasan leavitt dapat

dibangun dari subhimpunan H ⊆ Q0 yang bersifat herediter dan tersaturasi. Ideal

yang bersifat prima mengakibatkan adanya syarat perlu dan cukup kondisi suatu

quiver. Ideal IH dalam KQ adalah ideal prima jika dan hanya jika M = Q0\H

merupakan ekor maksimal dan untuk sebarang lintasan µ dengan t(µ) ∈ M , ter-

dapat lintasan ν ∈ KQ sedemikian sehingga t(µ) = s(ν) dan s(µ) = t(ν). Ideal

I(H) dalam LK(Q) adalah ideal prima jika dan hanya jika M = Q0\H merupakan

ekor maksimal. Ideal nol yang bersifat prima mengakibatkan syarat perlu dan cu-

kup KQ dan LK(Q) yang prima. Aljabar lintasan KQ atas lapangan K prima jika
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dan hanya jika untuk sebarang v, w ∈ Q0, terdapat y ∈ Q0 sedemikian sehingga

v ⪯ y, w ⪯ y dan untuk sebarang lintasan µ dengan t(µ) ∈ M , terdapat lintasan

ν ∈ KQ sedemikian sehingga t(µ) = s(ν) dan s(µ) = t(ν). Aljabar lintasan leavitt

LK(Q) atas lapangan K terhadap quiver Q bersifat prima jika dan hanya jika untuk

sebarang v, w ∈ Q0, terdapat y ∈ Q0 sedemikian sehingga v ⪯ y, w ⪯ y.

Keprimaan aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt atas lapangan dapat

dilihat dari syarat perlu dan cukup ideal nol yang bersifat prima. Selain itu, ideal

dalam aljabar lintasan dan aljabar lintasan leavitt atas lapangan yang dibangun oleh

subhimpunan herediter dan tersaturasi dapat dilihat juga keprimaannya.

5.2. Saran

Penelitian ini masih terbatas pada ruang lingkup yang sempit dalam aljabar

lintasan dan aljabar lintasan leavitt. Kedua aljabar tersebut merupakan objek kajian

dalam struktur aljabar yang memiliki cakupan sangat luas untuk dieksplorasi lebih

lanjut. Penelitian ke depan dapat dikembangkan dengan mengkaji sifat-sifat seper-

ti kesemiprimaan (semiprimeness), kesederhanaan (simplicity), kesemisederhanaan

(semisimplicity), keprimitifan (primitivity) pada aljabar lintasan dan aljabar lintasan

leavitt, serta banyak aspek lainnya.



DAFTAR PUSTAKA

Abrams, G., Ara, P., & Molina, M. S. (2017). Leavitt Path Algebras. Springer.

Abrams, G. & Pino, G. A. (2005). The Leavitt Path Algebra of A Graph. Journal of

Algebra, 293(2):319-334.

Abrams, G. & Pino, G. A. (2008). The Leavitt Path Algebras of Arbitrary Graphs.

Houston Journal of Mathematics, 34(2):423-442.

Anton, H. & Rorres, C. (2013). Elementary Linear Algebra, Applications Version.

Wiley, 11 edition.

Ara, P., Moreno, M. A., & Pardo, E. (2006). Nonstable K-theory for Graph Alge-

bras. Algebras and Representation Theory, 10(2):157-158.

Assem, I., Simson, D., & Skowronski, A. (2006). Elements of the Representation

Theory of Associative Algebras. Cambridge University Press.

Fraleigh, J. B. (2014). First Course in Abstract Algebra. Pearson, 7 edition.

Gallian, J. A. (2021). Contemporary Abstract Algebra. CRC Press, 10 edition.

Pino, G. A. (2005). On Maximal Left Quotient Systems and Leavitt Path Algebras.

Universidad de Málaga.

Pino, G. A., Pardo, E., & Molina, M. S. (2009). Prime Spectrum and Primitive

Leavitt Path Algebras. Indiana University Mathematics Journal, 58(2):869-890.

Rosen, K. H. (2012). Discrete Mathematics and Its Applications. McGraw-Hill, 7

edition.

97



98

Waliyanti, I. K. (2013). Aljabar Lintasan Leavitt Sederhana. Delta-Pi: Jurnal

Matematika dan Pendidikan Matematika, 2(2).

Wardati, K. (2017). Kesemiprimaan Aljabar Lintasan dan Aljabar Lintasan Leavitt.

Jurnal Fourier.

Wardati, K., Wijayanti, I. E., & Wahyuni, S. (2013). Free Ideal in Free Algebra over

Ring. Dipresentasikan di IndoMS International Conference on Mathematics and

its Applications (IICMA) 2013, Program Studi Matematika, Universitas Gadjah

Mada.

Wardati, K., Wijayanti, I. E., & Wahyuni, S. (2014a). Keprimaan Mendasar Aljabar

Lintasan Leavitt atas Ring Komutatif. Universitas Hasanuddin, Seminar Nasional

Aljabar dan Pengajarannya, 3.

Wardati, K., Wijayanti, I. E., & Wahyuni, S. (2014b). On Primeness of Path Alge-

bras over A Unital Commutative Ring. JP Journal of Algebra, Number Theory

and Applications, 34(2):121-138.

Wisbauer, R. (1991). Foundations of Module and Ring Theory. Gordon and Breach

Science Publishers.


	HALAMAN JUDUL
	HALAMAN PERSETUJUAN TUGAS AKHIR
	HALAMAN PENGESAHAN
	HALAMAN PERNYATAAN KEASLIAN
	HALAMAN PERSEMBAHAN
	HALAMAN MOTTO
	PRAKATA
	DAFTAR ISI
	DAFTAR GAMBAR
	DAFTAR LAMBANG
	INTISARI
	ABSTRACT
	PENDAHULUAN
	Latar Belakang Masalah
	Batasan Masalah
	Rumusan Masalah
	Tujuan Penelitian
	Manfaat Penelitian
	Tinjauan Pustaka
	Metode Penelitian
	Sistematika Penulisan

	PENUTUP
	Kesimpulan
	Saran

	DAFTAR PUSTAKA

