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INTISARI

PELABELAN PRIMA PADA HASIL OPERASI KORONA ANTARA GRAF

SIKLUS DAN GRAF BINTANG SERTA GRAF IDENTITAS

Oleh

Ahlul Qulub

21106010047

Penelitian ini dilatarbelakangi oleh kekeliruan dalam pembuktian pelabelan
prima pada graf C3.0 S , dan C, 0 S} ,, dalam artikel sebelumnya, yang mendorong
perlunya kajian ulang dengan pendekatan pelabelan yang lebih tepat. Pelabelan
prima pada graf merupakan pemetaan bijektif dari himpunan simpul ke himpunan
bilangan bulat positif berbeda sedemikian sehingga setiap pasangan simpul yang
bertetangga memperoleh label yang saling relatif prima. Penelitian ini membahas
pelabelan prima pada graf hasil operasi korona antara graf siklus C'; dan C de-
ngan graf bintang 5 ,,, serta pada struktur graf identitas grup Zn. Metode yang
digunakan meliputi konstruksi fungsi_pelabelan secara langsung dan pembuktian
matematis. Hasil penelitian menunjukkan bahwa'graf'C's 0 S, ,, dan C o S, ,, me-
menuhi ‘pelabelan primauntuk . > 2. Selain'itu, graf identitas grup 7Z,, juga dapat
diberi pelabelan prima baik untuk » genap maupun ganjil. Temuan ini memberikan
kontribusi terhadap/pengembangan teori/pelabelan graf] khususnya dalam konteks
graf hasil operasi korona dan struktur graf yang berkaitan dengan grup.

Kata kunci: Pelabelan Prima, Graf Siklus, Graf Bintang, Operasi Korona, Graf
Identitas, Grup Z,,.
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ABSTRACT

PRIME LABELING OF THE CORONA PRODUCT OF CYCLE AND

STAR GRAPHS, AND THE IDENTITY GRAPH

By

Ahlul Qulub

21106010047

This study is motivated by an error in the proof of prime labeling on the
graphs C3 o S}, and (y.0.9,, in a previous article, which prompted the need for
a reexamination using a more accurate labeling approach. A prime labeling of a
graph is a bijective mapping from the set of vertices to the set of distinct positive in-
tegers such that every pair of adjacent vertices receives relatively prime labels. This
research discusses prime labeling on corona product graphs formed by cycle graphs
C3 and (4 with star graphs .S; 5, as well as on the identity graphs of the group Zn.
The methods used include direct construction of labeling functions and mathemati-
cal proofs based on congruence rules and graph structure. The results show that the
graphs C5 o S1.'n and €, o St;, ‘admit prime labelings for n > 2. Additionally, the
identity ‘graphs of the group Z,, can also be assigned prime labelings for both even
and odd-values of n. These findings contribute-to the'development of graph label-
ing theory, particularly inithe context of corona product graphs and graph structures
related to algebraic groups.

Keywords: Prime Labeling, Cycle Graph, Star Graph, Corona Product, Identity
Graph, Group Z,.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Penelitian ini dilatarbelakangi oleh adanya kekeliruan dalam pembuktian pe-
labelan prima pada hasil operasi korona antara graf siklus dan graf bintang dalam
artikel Kowsalya & Keerthika (2024). Fungsi bijektif yang digunakan dalam pela-
belan tidak selalu menghasilkan pasangan simpul bertetangga yang memiliki label
saling relatif prima, sehingga syarat pelabelan prima tidak terpenuhi secara matema-
tis. Kekeliruan tersebut mendorong penulis untuk mengkaji ulang pembuktian yang
ada, dengan menyusun konstruksi fungsi pelabelan yang memperhatikan keterhu-
bungan label dan syarat kongruensi modulo agar memenuhi ketentuan pelabelan
prima. Untuk mendukung kajian ini, pemahaman terhadap dasar-dasar teori graf
menjadi sangat penting.

‘Teori graf pertama kali diperkenalkan pada tahun 1736-elehd_eonhard Euler,
seorang matematikawan asal Swiss, melalut sebuah'tulisan 1lmiah yang membahas
permasalahan jembatan Konigsberg, sebuah kota di Eropa yang dipisahkan oleh
Sungai Pregel dan dihubungkan oleh tujuh jembatan. Permasalahan yang diangkat
adalah apakah memungkinkan seseorang berjalan melewati setiap jembatan tepat
satu kali tanpa mengulanginya. Dengan memodelkan setiap daratan sebagai simpul
dan setiap jembatan sebagai sisi, Euler menyusun dasar awal dari apa yang kini
dikenal sebagai teori graf (Weisstein, 2025). Meskipun pada masa itu teori graf

belum berkembang secara formal, kontribusi Euler menjadi dasar lahirnya teori graf



modern yang kini telah berkembang pesat dan diaplikasikan di berbagai bidang
seperti biokimia, kimia, jaringan komputer, desain sirkuit, dan manajemen basis

data (Prathik et al., 2016).

Salah satu cabang dalam teori graf adalah pelabelan graf. Pelabelan graf
adalah suatu pemberian bilangan bulat kepada simpul, sisi, atau keduanya dalam
suatu graf, yang dilakukan dengan memenubhi syarat-syarat tertentu (Gallian, 2024).
Penelitian ini secara khusus berfokus pada pelabelan simpul, yaitu pelabelan setiap

simpul graf ke suatu bilangan bulat positif.

Perkembangan pelabelan graf telah menarik perhatian banyak peneliti sejak
kemunculannya. Rosa (1967) memperkenalkan konsep 3-valuation sebagai bentuk
awal pelabelan graf, yang kemudian dipopulerkan oleh Golomb (1972) dengan na-
ma graceful labeling. Konsep [-valuation ini menjadi fondasi bagi pengembangan
berbagai jenis pelabelan graf lainnya, termasuk pelabelan prima. Dalam surveinya
yang komprehensif, Gallian (2024) mencatat bahwa hingga saat ini telah terdapat

lebih dari 350 jenis pelabelan graf yang dikaji dalam lebih dari 3600 artikel ilmiah.

Penelitian ini secara khusus berfokus pada pelabelan prima pada graf, yang
merupakan pemetaan bijektif dari himpunan simpul graf ke himpunan bilangan bu-
lat positif 'yang berbeda sedemikian sehingga setiap pasangan simpul yang berte-
tangga memperoleh label yang saling relatif prima, yaitu memiliki faktor perse-
kutuan terbesar (FPB) sama dengan satu (Fu & Huang, 1994). Pelabelan prima
menjadi menarik karena sifat matematisnya yang kuat serta memiliki potensi dalam

aplikasi kriptografi (Dhanasekar & V, 2024).

Kowsalya & Keerthika (2024), dalam artikelnya yang berjudul “Prime La-
beling of Corona Product of Graphs” mengkaji pelabelan prima pada hasil operasi

korona antara dua jenis graf dasar, yaitu graf siklus dan graf bintang. Operasi ko-



rona antara dua graf C; dan G5 serta dinotasikan dengan GG} o G5, yang merupakan
suatu operasi yang menghasilkan graf baru dengan menyambungkan setiap simpul
graf G ke semua simpul dalam salinan graf G5 (Frucht & Harary, 1970). Dalam
penelitian tersebut, graf G; yang digunakan adalah graf siklus C,,, sedangkan graf
Go adalah graf bintang S, ,, (graf pohon dengan satu simpul pusat dan n simpul
daun). Kombinasi struktur graf siklus dan bintang melalui operasi korona ini meng-
hasilkan struktur graf yang kompleks, sehingga memiliki potensi signifikan untuk

dikaji lebih lanjut dari sisi pelabelan prima.

Selain itu, teori graf juga dapat dikaji berdasarkan struktur aljabar, seper-
ti grup Z,, yaitu himpunan bilangan bulat modulo » dengan operasi penjumlah-
an modulo. Grup Z,, dapat direpresentasikan dalam bentuk graf identitas, yaitu
graf yang menghubungkan setiap elemen grup ke elemen identitas dan elemen la-
in yang apabila dioperasikan menghasilkan identitas. Penelitian oleh Augustin &
Welyyanti (2020) menunjukkan bahwa struktur graf identitas dari grup Z,, memi-
liki pola tertentu yang bergantung pada n ganjil atau genap. Pada n ganjil, graf
identitas memuat Lgl) buah subgraf lengkap /3 karena terdapat penjumlahan ele-
men menghasilkan'elemen identitas, sedangkan pada 7.genap memuat @ buah
subgraf lengkap KA '5 danterdapat tambahan satu subgraf lengkap K5 karena adanya
elemen invers berupa dirinya sendiri. Penggabungan konsep graf identitas grup Z,

dan pelabelan prima membuka peluang baru untuk menelaah struktur subgraf yang

memiliki pola keterhubungan unik berdasarkan sifat koprimalitas antar simpul.

Berdasarkan kajian tersebut, pelabelan prima, khususnya dalam konteks pe-
labelan simpul hasil dari operasi korona antara graf siklus dan graf bintang meru-
pakan topik yang menarik dan signifikan untuk dikaji lebih lanjut. Operasi korona

menghasilkan struktur graf yang lebih kompleks, yang membuka peluang pengem-



bangan pendekatan pelabelan baru dengan memperhatiakan keterhubungan label
dan syarat kongruensi modulo. Selain itu, keterkaitan antara konsep pelabelan pri-
ma dan graf identitas grup Z, menunjukkan adanya hubungan antara teori graf,
struktur aljabar, dan teori bilangan. Melalui pendekatan ini, penulis berharap pene-
litian ini dapat memberikan gambaran yang lebih jelas mengenai penerapan konsep-
konsep tersebut dalam pengembangan teori graf, khususnya dalam konteks pelabel-

an graf.

1.2. Batasan Masalah

Adapun batasan masalah pada tugas akhir ini adalah mencari pelabelan pri-
ma pada graf C'30.5; ,, dan C4 0.5 5, untuk n > 2. Sedangkan pelabelan prima pada

graf identitas grup 7Z,, hanya untuk n = 15 dan n = 16.

1.3. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang dan batasan masalah yang telah diuraikan di atas,

kemudian dirumuskan masalah sebagai berikut:

1. Bagaimana konsep hasil operasi korona antara graf siklus ), dan graf bin-

tang Sy ,,?
2. Bagaimana pelabelan’prima pada graf ('s'o S;;, dan Cy'o0 S, ,,, untuk n > 2?
3. Bagaimana pelabelan prima pada struktur graf identitas grup Z,, untuk n gan-

jil dan n genap yang ditinjau dari jumlah subgraf lengkap K3 dan K5?

1.4. Tujuan Penelitian

Tujuan penulis dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mempelajari konsep hasil operasi korona antara graf siklus C,, dan graf bin-



tang S .
2. Menyusun pelabelan prima pada graf C'; 0 Sy ,, dan Cy 0 Sy ,,, untuk n > 2.

3. Menyusun pelabelan prima pada struktur graf identitas grup Z,, untuk n ganjil

dan n genap yang ditinjau dari jumlah subgraf lengkap K5 dan /5.

1.5. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dalam penyusunan penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1. Memberikan pemahaman tentang konsep hasil operasi korona antara graf si-

klus C,, dan graf bintang .Sy ,,.

2. Memberikan pemahaman tentang pelabelan prima pada graf C5 o 5} ,, dan

Cy0S1,, untuk n > 2.

3. Memberikan pemahaman tentang pelabelan prima pada struktur graf identitas
grup Z,, untuk n ganjil dan n genap yang ditinjau dari jumlah subgraf lengkap

Kg dan KQ.

1.6. Tinjauan Pustaka

Sebagai acuanyang digunakan penulis untuk landasan teori dalam penulisan

skripsi ini bersumber dari buku, makalah, artikel, dan skripsi.

1. Buku karya Munandar, 2022 dengan judul ”Pengantar Matematika Diskrit
dan Teori Graf” membahas tentang pengantar matematika diskrit dan teori

graf.

2. Artikel karya Kowsalya & Keerthika,2024 dengan judul ”Prime Labeling of

Corona Product of Graphs” membahas pelabelan prima pada hasil operasi



korona antara graf siklus dan graf bintang. Dalam penelitian tersebut, diberik-
an konstruksi pelabelan untuk graf C50S; ,, dan C40.5, ,, dengan tujuan setiap
pasangan simpul bertetangga memiliki label yang saling relatif prima. Persa-
maan dengan skripsi ini terletak pada objek kajian, yaitu sama-sama memba-
has pelabelan prima pada graf C5 o Sy ,, dan Cy o S ,,. Namun, terdapat per-
bedaan, yaitu pada artikel tersebut ditemukan kekeliruan dalam pembuktian
karena fungsi pelabelan yang digunakan tidak selalu menjamin terpenuhinya
syarat pelabelan prima. Oleh karena itu, skripsi ini disusun sebagai penyem-
purnaan, dengan membangun kembali konstruksi fungsi pelabelan yang lebih
tepat melalui pendekatan keterhubungan label dan syarat kongruensi modu-
lo, sehingga pelabelan yang dihasilkan memenuhi ketentuan pelabelan prima

secara valid.

3. Artikel karya Prabagaran & Rajendran, 2022 yang berjudul “Generation of
Prime Labeled Trees through Corona Product” membahas konstruksi graf
pohon baru yang memenuhi pelabelan prima dengan memanfaatkan operasi
korona antara pohon yang telah diberi pelabelan prima dengan graf lengkap
berordo satu, yaitu K. Persamaannya dengan skripsi ini terletak pada peng-
gunaan operasi korona sebagai pendekatan utama dalam membentuk graf ba-
ru yang dapat diberi pelabelan prima. Namun, artikel tersebut terbatas pada
struktur pohon dan tidak mengkaji jenis graf lain seperti graf siklus atau graf
identitas. Perbedaan utamanya adalah skripsi ini memperluas kajian pelabel-
an prima pada hasil operasi korona antara graf siklus dan graf bintang, se-
hingga memberikan kontribusi lebih lanjut dalam eksplorasi pelabelan prima

pada struktur graf non-pohon.

4. Artikel karya Augustin & Welyyanti, 2020 yang berjudul ”Grup 7Z,, dalam



Bentuk Graf Identitas” membahas representasi graf identitas dari grup Z,
serta pola struktur graf yang terbentuk berdasarkan nilai n ganjil maupun ge-
nap. Persamaannya dengan skripsi ini adalah pada objek yang dikaji, yaitu
graf identitas dari grup Z,. Namun, artikel tersebut hanya fokus pada struk-
tur graf tanpa membahas pelabelan. Perbedaan utamanya adalah skripsi ini
melanjutkan kajian tersebut dengan menerapkan pelabelan prima pada graf
identitas tersebut, sehingga memberikan kontribusi tambahan dalam hal ke-

terkaitan antara teori graf dan struktur aljabar melalui konsep koprimalitas.

1.7. Metode Penelitian

Penelitian ini penulis menggunakan metode studi literatur. Studi literatur
diambil dari buku-buku referensi dan artikel-artikel terkait topik penelitian yaitu;
konsep dasar graf, faktor persekutuan terbesar, fungsi, dasar teori grup, pelabelan
graf, pelabelan prima pada graf, operasi korona, pelabelan prima pada hasil operasi
korona antara graf siklus dan graf bintang, dan pelabelan prima pada graf identitas

grup Z,. Langkah-langkah yang dilakukan dalam penulisan ini adalah:

1. Membahas konsep dasar'dari graf.

2. Membahas konsep dasar faktor persekutuan terbesar, fungsi, dan dasar teori

grup.

3. Membahas pelabelan graf dan pelabelan prima pada graf.

4. Membahas operasi korona.

5. Membabhas pelabelan prima pada hasil korona antara graf siklus dan graf bin-

tang.

6. Membahas pelabelan prima pada graf identitas grup Z,,.
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1.8. Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan yang digunakan dalam penulisan tugas akhir ini

terbagi menjadi lima bab, yaitu sebagai berikut:

BAB 1

BAB 2

BAB 3

BAB 4

BAB 5

Bab ini membahas tentang latar belakang masalah, batasan
masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian,
tinjauan pustaka, metode penelitian, dan sistematika penulisan.
Bab ihi membahas tentang konsep ‘dasar graf, faktor persekutuan
terbesar, fungsi, dasar teorl grup, pelabelan graf, dan pelabelan
primapada graf.

Bab ini membahas pelabelan prima pada hasil operasi korona an-
tara graf siklus dan graf bintang.

Bab ini membahas pelabelan prima pada graf identitas grup Z,,.
Bab ini berisikan tentang kesimpulan penelitian dan saran dari

penulis terhadap pengembangan penelitian.



BAB YV

PENUTUP

Bab penutup ini akan diberikan kesimpulan dan saran-saran yang dapat di-

ambil berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

5.1. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil penulis setelah menyelesaikan pembuatan

skripsi ini adalah sebagai berikut:

1. Operasi korona antara graf siklus C',, dan graf bintang S} ,,, yang dinotasikan
dengan C),, o S, ,,, merupakan suatu konstruksi graf gabungan yang meng-
hasilkan struktur kompleks. Operasi ini dilakukan dengan menyambungkan
setiap simpul pada C,,, ke seluruh simpul dalam salinan terpisah dari graf .S ,,
sehingga membentuk m salinan dari S; ,, yang masing-masing terhubung pa-

da satu simpul dari C,,,"serta operasi ini memiliki total simpul m - (n + 2).

2. Pada penelitian ini, telah dibuktikan bahwa graf (0.5, ,, dan C'y0 S, ,, meme-
nuhi pelabelan prima untuk n > 2. Pembuktian dilakukan melalui konstruksi
fungsi pelabelan dengan memperhatikan aturan rotasi dan syarat kongruen-
si modulo agar setiap pasangan simpul yang bertetangga memperoleh label

saling relatif prima.

3. Graf identitas dari grup Z, memenuhi pelabelan prima baik untuk n gan-
jil maupun genap. Untuk n ganjil, graf identitas terdiri dari ”T_l buah su-

bgraf lengkap K3 yang terbentuk dari penjumlahan elemen yang menghasilk-
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an identitas, sebagaimana ditunjukkan pada contoh graf identitas grup Zi5
yang memiliki tujuh subgraf lengkap K3. Adapun untuk n genap, graf iden-
titas memuat ”7’2 buah subgraf lengkap K3 yang terbentuk dari penjumlahan
elemen yang menghasilkan identitas dan satu subgraf lengkap K- yang ter-
bentuk dari elemen yang merupakan invers dirinya sendiri, seperti pada con-
toh graf identitas grup Z¢ yang memiliki tujuh subgraf lengkap K5 dan satu

subgraf lengkap /5.

5.2. Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, penulis menyampaikan
beberapa saran berikut yang dapat menjadi acuan untuk pengembangan penelitian

selanjutnya:

1. Penelitian ini hanya membahas pelabelan prima pada graf hasil operasi ko-
rona antara graf siklus C),, dan graf bintang S ,, dengan m = 3 dan 4 untuk
n > 2. Oleh karena itu, penelitian lebih lanjut dapat memperluas kajian pada
nilai m yang lebih besar atau pada jenis graf lain seperti graf lintasan, graf

roda, atau graf lengkap.

2. Kajian pelabelan prima dalam penelitian ini°masih terbatas pada pelabelan
simpul. Untuk pengembangan selanjutnya, dapat dilakukan perluasan kajian
terhadap pelabelan sisi maupun pelabelan total pada graf hasil operasi korona

untuk melihat kemungkinan pola dan sifat baru yang muncul.

3. Untuk memperoleh hasil yang lebih akurat, verifikasi kebenaran pelabelan
prima pada graf hasil operasi korona sebaiknya dilakukan dengan bantuan
komputer, misalnya menggunakan pemrograman Python untuk meminimali-

sasi kemungkinan kesalahan perhitungan manual.
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