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ABSTRAK 

Pencarian formula umum untuk menentukan akar-akar persamaan 

polinomial merupakan salah satu persoalan klasik dan fundamental dalam sejarah 

aljabar. Formula penyelesaian menggunakan operasi aritmetika dan penarikan akar 

(radikal) telah berhasil ditemukan untuk polinomial berderajat dua, tiga, dan empat, 

namun upaya serupa untuk polinomial berderajat lima atau lebih mengalami 

kegagalan. Penelitian ini bertujuan untuk memberikan eksposisi matematis yang 

sistematis mengenai fenomena tersebut dengan menyintesiskan konsep grup 

solvabel dan teori Galois. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi 

literatur terhadap teks-teks fundamental dalam aljabar abstrak. Penelitian diawali 

dengan menganalisis struktur deret turunan pada grup simetri 𝑆𝑛, yang 

membuktikan bahwa 𝑆𝑛 bersifat solvabel untuk 𝑛 ≤ 4 namun tidak solvabel untuk 

𝑛 ≥ 5 akibat sifat kesederhanaan grup alternating 𝐴𝑛. Selanjutnya, dibangun 

Teorema Fundamental Teori Galois yang menetapkan korespondensi bijektif 

pembalik inklusi antara sublapangan dari suatu perluasan Galois dengan subgrup 

dari grup Galois-nya. Hasil penelitian memuncak pada pembuktian Teorema Utama 

Kesolvabelan, yang menyatakan bahwa sebuah polinomial dapat diselesaikan jika 

dan hanya jika grup Galois yang berkorespondensi dengannya adalah grup solvabel. 

Penerapan teorema ini pada polinomial umum membuktikan Teorema Abel-Ruffini, 

yaitu ketidakmungkinan adanya formula radikal umum untuk polinomial berderajat 

lima atau lebih, sekaligus menyediakan kriteria untuk mengidentifikasi polinomial 

spesifik derajat tinggi yang dapat diselesaikan. 

 

Kata Kunci: Grup Solvabel, Teori Galois, Penyelesaian dengan Radikal, Teorema 

Abel-Ruffini, Grup Simetri 
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SOLVABLE GROUPS AND GALOIS THEORY AND THEIR 

APPLICATION IN PROVING THE SOLVABILITY OF POLYNOMIALS 

BY RADICALS 
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ABSTRACT 

The search for a general formula to determine the roots of polynomial 

equations is one of the classic and fundamental problems in history of algebra. 

Solution formulas using arithmetic operations and root extraction (radicals) have 

been successfully found for polynomials of degree two, three, and four, but similar 

attempts for polynomials of degree five or higher have proven unsuccessful. This 

study aims to provide a systematic mathematical exposition of this phenomenon by 

synthesizing the concepts of solvable groups and Galois theory. The method used 

in this research is a literature study of fundamental texts in abstract algebra. The 

study begins by analyzing the structure of the derived series of the symmetric group 

𝑆𝑛, proving that 𝑆𝑛 is solvable for 𝑛 ≤ 4 but becomes non-solvable for 𝑛 ≥ 5 due 

to the simplicity of the alternating group 𝐴𝑛. Furthermore, the Fundamental 

Theorem of Galois Theory is constructed, establishing an inclusion-reserving 

bijective correspondence between the subfields of a Galois extension and the 

subgroups of its Galois group. The results culminate in the proof of the Main 

Theorem of Solvability, which states that a polynomial is solvable by radicals if and 

only if its corresponding Galois group is a solvable group. The application of this 

theorem to general polynomials establishes the Abel-Ruffini Theorem, namely the 

impossibility of a general radical formula for polynomials of degree five or higher, 

while also providing the criteria for identifying specific high-degree polynomials 

that remain solvable. 

 

Keywords: Solvable Groups; Galois Theory; Solvability by Radicals; Abel-Ruffini 

Theorem, Symmetric Groups. 
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MOTTO 

 

 

 

 

 

 

Wir müssen wissen. 

Wir werden wissen. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang Masalah 

Pencarian solusi eksak untuk persamaan aljabar merupakan salah satu 

persoalan fundamental dan klasik dalam matematika. Sejak era Renaisans, telah 

berhasil ditemukan formula umum untuk mengekspresikan akar-akar persamaan 

polinomial dalam bentuk radikal, yaitu melalui operasi aritmetika dasar dan 

penarikan akar terhadap koefisiennya. Keberhasilan ini mencakup formula untuk 

polinomial berderajat dua (kuadratik), berderajat tiga (kubik), dan berderajat empat 

(kuartik) yang mengindikasikan bahwa metode penyelesaian semacam itu tampak 

dapat digeneralisasi ke semua derajat polinomial (Stewart, 2015). 

Namun, upaya untuk menemukan formula radikal serupa untuk polinomial 

berderajat lima (kuintik) menghadapi kendala teoretis yang fundamental. Selama 

lebih dari dua abad, para matematikawan tidak berhasil menemukan formula umum 

yang menandakan bahwa persoalan ini mungkin tidak dapat diselesaikan dengan 

metode yang ada. Kegagalan ini mengisyaratkan adanya perbedaan struktural yang 

mendasar antara polinomial berderajat rendah dan polinomial berderajat tinggi 

(Rotman, 1998). 

Titik balik konseptual terjadi pada akhir abad ke-18 melalui karya Joseph-

Louis Lagrange. Lagrange mengalihkan fokus dari upaya menemukan solusi baru 

ke analisis terhadap struktur solusi yang telah ada. Lagrange mengamati bahwa 

kunci dari metode penyelesaian terletak pada perilaku permutasi dari akar-akar 
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polinomial. Analisis Lagrange ini menjadi fondasi awal yang menghubungkan teori 

persamaan dengan struktur simetri yang kemudian menjadi inti dari teori grup 

(Rotman, 1998). 

Jawaban definitif atas persoalan kuintik diberikan pada awal abad ke-19. 

Niels Henrik Abel pada tahun 1824 memberikan bukti formal pertama yang 

menunjukkan bahwa formula radikal umum untuk polinomial berderajat lima tidak 

ada. Namun, hasil Abel ini belum menjelaskan kondisi yang membedakan 

polinomial yang dapat dan tidak dapat diselesaikan dengan radikal (Stewart, 2015). 

Penjelasan fundamental tersebut datang dari Évariste Galois yang memperkenalkan 

pendekatan revolusioner dengan mengasosiasikan setiap polinomial dengan sebuah 

struktur aljabar unik yang kini dikenal sebagai grup Galois. Galois menunjukkan 

bahwa kesolvabelan polinomial oleh radikal ditentukan sepenuhnya oleh sifat-sifat 

dari grup Galois yang berkorespondensi dengannya (Dummit & Foote, 2004). 

Kunci dari teori Galois terletak pada sebuah jenis grup spesifik yang disebut 

grup solvabel. Secara konseptual, sebuah grup disebut solvabel jika grup tersebut 

dapat diuraikan menjadi serangkaian subgrup normal di mana setiap grup faktor 

dari dekomposisi tersebut adalah grup abelian (Dummit & Foote, 2004). Struktur 

hierarkis ini mencerminkan proses penyelesaian persamaan dengan radikal yang 

juga merupakan proses bertahap. Galois menemukan bahwa proses aljabar dari 

penarikan akar ini berkorespondensi secara eksak dengan dekomposisi struktural 

dari grup Galois-nya menjadi komponen-komponen abelian. 

Signifikansi konseptual dari grup solvabel dan teori Galois meluas hingga 

menjadi pilar fundamental dalam cabang matematika lain, khususnya dalam 
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melandasi perkembangan teori bilangan aljabar dan geometri aljabar. Lebih jauh 

lagi, konsep simetri dan struktur dekomposisi yang diusungnya juga memiliki 

relevansi teoretis yang kuat dalam bidang lain seperti fisika dan ilmu komputer. 

Oleh karena itu, penyelidikan mendalam terhadap grup solvabel menjadi esensial 

untuk memahami struktur fundamental dalam aljabar modern. 

Meskipun teori Galois merupakan pilar dalam aljabar modern dan penelitian 

mengenai grup solvabel telah dilakukan di Indonesia, masih terdapat celah 

penelitian yang signifikan. Penelitian sebelumnya, seperti oleh Sari (2019) telah 

membahas sifat-sifat teoretis dari grup solvabel secara mendalam. Penelitian lain 

oleh Alfianti (2017) telah mengeksplorasi penerapan grup solvabel dalam domain 

yang berbeda yaitu kriptografi. Kedua penelitian tersebut memberikan fondasi yang 

kuat namun tidak berfokus pada aplikasi klasik teori Galois dalam pembuktian 

kesolvabelan polinomial. 

Dengan adanya celah tersebut, penelitian ini memiliki posisi yang jelas. 

Fokus dari penelitian ini adalah melakukan sebuah sintesis teoretis dengan 

menyajikan alur pembuktian yang utuh dan mandiri. Alur ini secara eksplisit akan 

menghubungkan konsep grup solvabel dari teori grup dengan aplikasi 

fundamentalnya dalam teori Galois untuk memecahkan kesolvabelan polinomial. 

Dengan demikian, penelitian ini secara spesifik membangun jembatan yang 

seringkali hanya diasumsikan atau dijelaskan secara terpisah dalam literatur lain 

dan bertujuan untuk memberikan sebuah eksposisi matematis yang sistematis 

mengenai salah satu pembuktian paling fundamental dalam sejarah aljabar. 
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1.2. Batasan Masalah 

Penelitian ini memiliki batasan yang jelas untuk menjaga agar pembahasan 

tetap fokus dan mendalam. Penelitian ini merupakan studi literatur murni di bidang 

aljabar abstrak, yang berarti tidak akan melibatkan pengembangan teori baru atau 

metode komputasi. Objek kajian utama difokuskan pada tiga konsep inti yaitu grup 

solvabel, perluasan radikal, dan grup Galois. Penelitian ini membatasi diri pada dua 

pendekatan penyajian. Pertama, penulis melakukan sintesis terhadap konsep-

konsep prasyarat meliputi definisi, lemma, dan teorema yang relevan dari berbagai 

literatur guna membangun landasan teoretis yang koheren untuk pembuktian utama. 

Kedua, penelitian ini akan mengelaborasi langkah-langkah pembuktian yang 

seringkali dipersingkat atau diasumsikan jelas (trivial) dalam literatur sumber. 

Penulis akan menyajikan alur deduksi secara eksplisit, rinci, dan mandiri untuk 

mengisi celah-celah logika tersebut guna menjamin keutuhan dan kejelasan 

pembuktian. Lebih lanjut, seluruh pembahasan teoretis akan dikerjakan dalam 

konteks lapangan dengan karakteristik nol yang merupakan kerangka kerja standar 

untuk teori Galois klasik. 

1.3. Rumusan Masalah 

Berdasarkan judul dan latar belakang yang telah diuraikan, penelitian ini 

akan menjawab beberapa pertanyaan mendasar berikut. 

1. Bagaimana konsep dasar dan sifat-sifat dari grup solvabel? 

2. Bagaimana teori Galois membangun hubungan antara perluasan lapangan dan 

grup Galois? 
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3. Bagaimana konstruksi teorema utama yang menghubungkan struktur grup 

solvabel dengan penyelesaian polinomial dengan radikal? 

4. Bagaimana aplikasi teori tersebut dalam pembuktian penyelesaian polinomial 

dengan radikal ditinjau dari derajatnya? 

1.4. Tujuan Penelitian 

Sejalan dengan rumusan masalah, tujuan yang ingin dicapai melalui 

penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Mengkaji konsep dasar dan sifat-sifat dari grup solvabel. 

2. Mempelajari konstruksi teori Galois yang menghubungkan perluasan lapangan 

dan grup Galois. 

3. Menguraikan konstruksi teorema utama yang mengaitkan sifat grup solvabel 

dengan penyelesaian polinomial dengan radikal. 

4. Menerapkan teori tersebut dalam pembuktian penyelesaian polinomial dengan 

radikal ditinjau dari derajatnya. 

1.5. Manfaat Penelitian 

Melalui pencapaian tujuan tersebut, penelitian ini diharapkan dapat 

memberikan beberapa manfaat berikut. 

1. Menyediakan referensi akademis berbahasa Indonesia yang mendalam 

mengenai aplikasi teori Galois khususnya tentang hubungan antara grup 

solvabel dan penyelesaian polinomial dengan radikal. 

2. Bagi penulis, penelitian ini bermanfaat untuk memperdalam pemahaman 

konseptual dalam bidang aljabar abstrak serta memenuhi salah satu syarat 

kelulusan akademik. 
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1.6. Tinjauan Pustaka 

Penelitian ini merupakan studi literatur yang merujuk pada beberapa teks 

fundamental dalam bidang aljabar abstrak. Dummit dan Foote (2004) dalam 

Abstract Algebra dan Rotman (1998) dalam Galois Theory menjadi referensi 

primer karena tingkat formalitas dan kedalaman matematis yang disajikannya. 

Kedua buku ini menyediakan landasan yang sangat rigor untuk teori grup, teori 

lapangan, dan teori Galois. Sementara itu, Stewart (2015) dalam Galois Theory 

akan digunakan sebagai referensi pendukung untuk mendapatkan konteks historis 

dan pendekatan yang lebih intuitif, yang membantu dalam pemahaman motivasi di 

balik konsep-konsep abstrak. 

Beberapa penelitian serupa telah dilakukan dalam lingkup akademis di 

Indonesia. Sari (2019) dalam skripsinya di Universitas Andalas mengkaji secara 

mendalam mengenai Sifat-Sifat Grup Solvable. Penelitian tersebut berfokus pada 

eksplorasi teoretis dari definisi, teorema, dan contoh-contoh yang berkaitan dengan 

struktur grup solvabel itu sendiri. Sementara itu, Alfianti (2017) dari UIN Sunan 

Kalijaga membahas Grup Solvable dan Penerapannya dalam Kriptografi yang 

mengarahkan konsep grup solvabel ke aplikasi modern di bidang keamanan 

informasi. 

Penelitian ini memiliki posisi yang berbeda dari kedua penelitian tersebut. 

Jika penelitian Sari (2019) berhenti pada kajian teoretis, sementara Alfianti (2017) 

membahas aplikasi kriptografi. Berbeda dengan keduanya, penelitian ini akan 

menjembatani konsep grup solvabel dengan aplikasi klasik dan fundamentalnya 

dalam teori Galois. Posisi penelitian ini menjadi unik karena berfokus pada 
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penyajian sebuah sintesis teoretis utuh yang secara eksplisit membangun alur 

pembuktian dari sifat-sifat grup solvabel hingga aplikasinya dalam teori Galois, 

sebuah pendekatan yang seringkali tidak disajikan secara lengkap dalam banyak 

literatur pengantar. 

1.7. Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur atau 

kajian pustaka yang mencakup beberapa langkah berikut. 

1. Melakukan pengumpulan sumber pustaka relevan yang meliputi buku teks, 

jurnal, dan skripsi yang membahas tiga bidang utama yaitu teori grup dengan 

fokus pada grup solvabel, teori lapangan, dan teori Galois. 

2. Mengkaji dan mensintesis konsep-konsep seperti definisi, lemma, dan teorema 

prasyarat yang dibutuhkan untuk pembahasan utama. 

3. Peneliti merekonstruksi pembuktian matematika dengan cara menguraikan dan 

melengkapi langkah-langkah yang seringkali disajikan secara ringkas dalam 

literatur menjadi argumen deduktif yang eksplisit dan rinci. 

4. Menganalisis secara mendalam struktur logis dari pembuktian Teorema 

Fundamental Teori Galois yang menjadi fokus penelitian. 

5. Menyusun kembali seluruh hasil kajian dan analisis ke dalam sebuah naskah 

skripsi yang sistematis, logis, dan koheren. 

1.8. Sistematika Penulisan 

Penelitian ini akan disajikan dalam enam bab dengan sistematika sebagai 

berikut. 
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1. Bab I Pendahuluan 

Bab ini berisi latar belakang masalah, batasan masalah, rumusan 

masalah, tujuan dan manfaat penelitian, tinjauan pustaka, metode penelitian, 

serta sistematika penulisan. 

2. Bab II Landasan Teori 

Bab ini menyajikan definisi, teorema, dan konsep-konsep prasyarat dari 

teori grup dan teori lapangan yang akan digunakan pada bab-bab selanjutnya. 

3. Bab III Grup Solvabel 

Bab ini akan fokus membahas pilar teoretis pertama yaitu konsep grup 

solvabel secara mendalam, termasuk definisi, sifat-sifat, serta analisis 

kesolvabelan grup simetri 𝑆𝑛. 

4. Bab IV Teori Galois 

Bab ini akan membangun pilar teoretis kedua dengan membahas 

konstruksi teori Galois meliputi grup Galois, perluasan Galois, dan Teorema 

Fundamental Teori Galois. 

5. Bab V Aplikasi Teori Galois pada Kesolvabelan Polinomial 

Bab ini merupakan puncak penelitian yang menyatukan kedua pilar 

sebelumnya untuk menyajikan pembuktian teorema utama, serta aplikasinya 

untuk menunjukkan keberhasilan penyelesaian polinomial berderajat dua, tiga, 

dan empat; kegagalan umum untuk polinomial berderajat lima atau lebih; dan 

analisis kasus khusus untuk polinomial berderajat 5 atau lebih yang dapat 

diselesaikan dengan radikal. 

 



9 
  

 
 

6. Bab VI Penutup 

Bab terakhir ini berisi kesimpulan dari keseluruhan hasil penelitian serta 

saran untuk pengembangan penelitian lebih lanjut. 
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BAB VI 

PENUTUP 

 

6.1. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil studi literatur dan analisis mendalam yang telah 

dipaparkan pada bab-bab sebelumnya, dapat ditarik kesimpulan yang menjawab 

seluruh rumusan masalah penelitian sebagai berikut: 

1. Grup solvabel adalah sebuah grup 𝐺 yang memiliki deret subnormal  

𝐺 = 𝐺0 ⊵ 𝐺1 ⊵ ⋯ ⊵ 𝐺𝑘 = {𝑒} sedemikian sehingga setiap grup faktor 𝐺𝑖/𝐺𝑖+1 

bersifat abelian. Secara ekuivalen, sebuah grup 𝐺 adalah solvabel jika dan hanya 

jika deret turunannya 𝐺(𝑘) berakhir pada subgrup trivial {𝑒} untuk suatu  

𝑘 ∈ ℤ+. Sifat-sifat fundamental dari grup solvabel meliputi setiap grup abelian 

adalah solvabel, dan sifat kesolvabelan diwariskan ke subgrup serta ke grup 

faktor. Analisis terhadap grup simetri membuktikan bahwa 𝑆𝑛 adalah solvabel 

untuk 𝑛 ≤ 4, namun 𝑆𝑛 dan 𝐴𝑛 adalah tidak solvabel untuk 𝑛 ≥ 5, yang 

menjadi halangan struktural. 

2. Teori Galois membangun hubungan antara perluasan lapangan dan grup melalui 

Teorema Fundamental Teori Galois (Teorema 4.14). Teorema ini menetapkan 

sebuah korespondensi bijektif yang membalik inklusi antara himpunan 

sublapangan 𝐸 dari perluasan Galois 𝐾/𝐹 dan himpunan subgrup 𝐻 dari grup 

Galois Gal(𝐾/𝐹). Kunci dari hubungan ini adalah bahwa sublapangan 𝐸 

merupakan perluasan Galois atas 𝐹 jika dan hanya jika subgrup 𝐻 yang 

berkorespondensi dengannya adalah subgrup normal dari Gal(𝐾/𝐹). 
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3. Pembuktian Teorema Utama Kesolvabelan menyatukan kedua pilar teoretis di 

atas. Teorema ini menyatakan bahwa sebuah polinomial 𝑓(𝑥) dapat 

diselesaikan dengan radikal jika dan hanya jika grup Galois-nya Gal(𝑓/𝐹) 

adalah grup solvabel. Teorema 5.6 menunjukkan bahwa menara perluasan 

radikal dapat dikonstruksi menjadi perluasan Galois 𝐿′′/𝐹 yang grup Galois-

nya 𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 terbukti solvabel. Gal(𝑓/𝐹) kemudian ditunjukkan sebagai grup 

faktor dari 𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 yang solvabel, sehingga Gal(𝑓/𝐹) juga solvabel. Teorema 5.6 

menggunakan deret turunan dari grup 𝐺 = Gal(𝑓/𝐹) yang solvabel untuk 

membangun menara sublapangan. Dengan bantuan teori Kummer (Teorema 

5.2), setiap langkah dalam menara lapangan ini dibuktikan ekuivalen dengan 

perluasan radikal sederhana, sehingga membuktikan 𝑓(𝑥) dapat diselesaikan 

dengan radikal. 

4. Teorema Utama Kesolvabelan memberikan jawaban definitif atas masalah 

penyelesaian polinomial. 

a. Polinomial umum berderajat 𝑛 ≤ 4 memiliki grup Galois 𝑆𝑛. Karena 𝑆2, 𝑆3, 

dan 𝑆4 adalah grup solvabel, Teorema Utama Kesolvabelan menjamin 

bahwa polinomial umum berderajat dua, tiga, dan empat dapat diselesaikan 

dengan radikal. 

b. Polinomial umum berderajat 𝑛 ≥ 5 memiliki grup Galois 𝑆𝑛. Karena 𝑆𝑛 

untuk 𝑛 ≥ 5 adalah grup tidak solvabel, Teorema Utama Kesolvabelan 

membuktikan bahwa polinomial umum berderajat lima atau lebih tidak 

dapat diselesaikan dengan radikal (Teorema Abel-Ruffini). 
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c. Teorema Abel-Ruffini hanya berlaku untuk polinomial umum. Sebuah 

polinomial spesifik 𝑓(𝑥) ∈ ℚ[𝑥] berderajat 𝑛 ≥ 5 dapat diselesaikan 

dengan radikal jika dan hanya jika grup Galois spesifiknya, Gal(𝑓/ℚ) yang 

merupakan subgrup dari 𝑆𝑛 adalah grup solvabel. Grup ini bisa lebih kecil 

dari 𝑆𝑛 karena adanya relasi aljabar tambahan antar akar. Contohnya,  

𝑥5 − 1 dan 𝑥8 − 2 keduanya memiliki grup Galois yang solvabel, sehingga 

keduanya dapat diselesaikan dengan radikal. 

6.2. Saran 

Berdasarkan studi literatur yang dilakukan, terdapat beberapa saran yang 

dapat diajukan untuk penelitian lebih lanjut guna memperdalam dan memperluas 

kajian ini: 

1. Penelitian ini berfokus pada pembuktian teoretis. Penelitian lanjutan yang 

bersifat komputasional dapat difokuskan pada implementasi algoritma untuk 

menghitung grup Galois dari polinomial-polinomial spesifik atas ℚ. Studi 

semacam ini dapat digunakan untuk menentukan secara praktis apakah sebuah 

polinomial berderajat lima atau lebih dapat diselesaikan dengan radikal atau 

tidak. 

2. Seluruh analisis dalam skripsi ini dibatasi pada lapangan berkarakteristik nol. 

Teori Galois mengalami modifikasi yang signifikan ketika diterapkan pada 

lapangan berkarakteristik 𝑝, di mana konsep separabilitas tidak lagi trivial. 

Penelitian selanjutnya dapat mengkaji bagaimana teori Galois dan kriteria 

kesolvabelan beradaptasi dalam konteks karakteristik 𝑝. 
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3. Fokus penelitian ini adalah aplikasi klasik teori Galois pada kesolvabelan 

polinomial. Teori Galois modern memiliki aplikasi yang jauh lebih luas. 

Penelitian masa depan dapat mengeksplorasi penerapan teori Galois dalam 

bidang-bidang lain, seperti Galois invers yang masih menjadi masalah terbuka, 

atau aplikasi dalam kriptografi kurva eliptik dan teori pengkodean. 

4. Naskah skripsi ini menyajikan alur pembuktian yang lengkap dan sistematis 

dari teori grup hingga aplikasi teori Galois. Diharapkan naskah ini dapat 

dijadikan sebagai salah satu referensi pendukung berbahasa Indonesia bagi 

mahasiswa yang sedang menempuh mata kuliah Aljabar Abstrak Lanjut atau 

Teori Galois untuk membantu memahami keterkaitan antar konsep secara utuh. 
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